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2 Antwort

Terme, Formeln, Programmtexte haben ,an sich” keine festgelegte Bedeu-
tung.

Zum Beispiel ist das Pascal-Programm

1 program P(input, output);
2 var

3 X, y : real;

4 begin

5 y :=x /0

6 end.

syntaktisch korrekt, und es braucht eine Semantik, die zum Beispiel dem Operator / die
Bedeutung der Division erteilt, um sagen zu kénnen, dass das Programm semantisch

sinnlos ist.

Eine solche wird ihnen erst durch eine Semantikdefinition zuteil. Diese
arbeitet in der Sprache der Mengen, der Relationen, der Funktionen.

(TODO: Dazu ein Beispiel aus der Logik: /.\ (x1,%2))

4 Antwort

Sei M eine Menge.
Ist M nichtleer und ist < eine Relation auf M, die fiiralle a, b,c € M
die Ordnungsaxiome

a<a (Reflexivitat)
a<bAb<c = a<c (Transitivitat)
a<bAb<a = a=b (Antisymmetrie)

erfiillt, so heifst < eine Ordnung auf M und das Paar (M, <) eine geordnete
Menge.
Gilt fiir alle a, b € M zusétzlich

a<bVb<c (Totalitat, Linearitat)

so liegt eine totale/lineare Ordnung bzw. eine total/linear geordnete Menge
vor. Um die Ordnungen von den totalen Ordnungen abzugrenzen, nennt
man erstere gelegentlich auch Halbordnungen.

1 Antwort

Wir studieren die Semantik von Programm(iersprach)en hauptsachlich
aus drei Griinden:

* Um Programmtexte und -spezifikationen eindeutig interpretieren
zu koénnen

* Darauf aufbauend: um Interpreter oder Compiler implementieren
zu koénnen

e Um (Korrektheits-) Beweise formal durchfiihren zu konnen

3 Antwort

Axiomatische Semantik
ca. 1920-1930 Logik

1957 FLoyp: Schleifeninvariante [vgl. v. Neu-
mann 1940er]
1969 HoARE: Hoare-Kalkiil
1976 DijksTRA: wp-Kalkiil
Denotationelle Semantik
1969 SCOTT, STRACHEY,
DE BAKKER
1976 EcL;, ProrHiNn, Nichtdeterminismus
ASHCROFT
Operationale Semantik
1968 Lucas
1981 Plothin, Kahn Ersetzungssemantik



Definition 5 Definition 6
Quasiordnung Striktordnung
Praordnung strikter Anteil einer Ordnung
Definition 7 Definition 8
obere, untere Schranke
Majorante, Minorante
Teilordnung maximales, minimales Element

grofstes, kleinstes Element



6 Antwort

Sei M eine nichtleere Menge.
Eine transitive und irreflexive Relation auf M heifst eine Striktordnung
auf M. Sie erfiillt also die folgenden Axiome fiir alle a, b, c € M:

a<bAb<c = a<c (Transitivitat)
—(a<a) (Irreflexivitat)

Ist (M, <) eine geordnete Menge, so definieren wir den strikten Anteil <
von < durch

Va,beM a<b i< a<<b Aa#b

8 Antwort

Sei (M, <) eine geordnete Menge, sei N eine Teilmenge von M, und sei a € M.

Dann heifst das Element a falls

obere Schranke, Majorante von N fiiralleb € N giltb < a

untere Schranke, Minorantevon N fiiralleb € N gilta <b

maximales Element von N a € N,und es gibt keinb € Nmita <b

minimales Element von N a € N,und es gibtkeinb € Nmitb < a

grifStes Element von N a € N,und fiiralleb € N gilt b <

a
kleinstes Element von N ae N,und firallebe Ngilta<b

Schranken von N miissen nicht zu N gehoren —im Gegensatz zu maximalen,
minimalen, grofiten, kleinsten Elementen.

Jede in N liegende obere Schranke von N ist ein gréfites Element von N.

Jede in N liegende untere Schranke von N ist ein kleinstes Element von N.

5 Antwort

Sei M eine nichtleere Menge.

Eine reflexive und transitive Relation auf M heifdt eine Quasiordnung
oder Priordnung auf M. Sie erfiillt also die folgenden Axiome fiir alle
a, b, ce M:

a<a (Reflexivitét)
a<bAb<c = a<c (Transitivitat)

7 Antwort

Sei (M, <) eine geordnete Menge, und sei N eine nichtleere Teilmenge
von M.

Dann heifst das Paar (N, <}NxN> eine Teilordnung von (M, <), falls

<N, N XN) selbst eine geordnete Menge ist.
Dabei ist <’NxN natiirlich gleich < NN x N.

Unter Missbrauch der Notation schreiben wir auch

<N’ <‘N) ftir (N’ <’NxN)'



Definition 9

oberer Konus Ma(X)

unterer Konus Mi(X)

Definition 10

Infimum, grofite untere Schranke

Supremum, kleinste obere Schranke

Satz 11

TODO: Existenz und Eindeutigkeit von
Schranken, maximalen/minimalen
Elementen, grofsten/kleinsten Elementen,
Suprema, Infima

Definition 12

vergleichbare, unvergleichbare Elemente
mengentheoretische Kette

Antikette



10 Antwort

Sei (M, <) eine geordnete Menge, sei N eine Teilmenge von M, und sei
a € M. Dann heifst a

Infimum oder grdfSte untere Schranke von N, falls a das grofite Element
von Mi(N) ist;

Supremum oder kleinste obere Schranke von N, falls a das kleinste
Element von Ma(N) ist.

Wir bezeichnen das Supremum von N mit | [N und das Infimum von N
mit [ |N.

12 Antwort

Sei (M, <) eine geordnete Menge.

Zwei Elemente a, b € M mit a < b oder b < a heiflen vergleichbar.

ZweiElemente a, b € M mita £ bund b £ aheifSen unvergleichbar.

Eine nichtleere Teilmenge K von M heifit eine mengentheoretische
Kette in M, falls fiir alle a, b € K eine der Beziehungen a < b oder
b < agilt.

Eine nichtleere Teilmenge A von M heift eine Antikette, falls fiir
alle a, b € A gilt: Aus a < b folgt a =b.

9 Antwort

Sei (M, <) eine geordnete Menge. Wir definieren zwei Abbildungen
Ma, Mi: B(M) — P(M), indem wir fiir alle Teilmengen X von M festle-
gen

Ma(X) :={a € M : aist obere Schranke von X}

den oberen Konus von X und
Mi(X) :={a € M : aist untere Schranke von X}

den unteren Konus von X.

11 Antwort

Sei (M, <) eine geordnete Menge, sei N eine Teilmenge von M, und sei a € M.
| IN ist eindeutig bestimmt, sofern existent.
[N ist eindeutig bestimmt, sofern existent.
Grofste Elemente von N sind eindeutig bestimmt, sofern existent.
Kleinste Elemente von N sind eindeutig bestimmt, sofern existent.
Maximale Elemente von N sind nicht eindeutig bestimmt, sofern existent.
Minimale Elemente von N sind nicht eindeutig bestimmt, sofern existent.

Beweis: Hier fehlt noch was!



Definition 13

Verband




13 Antwort

Ein Verband ist eine algebraische Struktur
(V/ |—|I |_|) 4

wobei

V eine nichtleere Menge,
LIV x V — Veine Abbildung, Vereiniqung genannt,
M:V xV — Veine Abbildung, Durchschnitt genannt

so sind, dass fiir alle a, b, ¢ € V die folgenden Verbandsaxiome gelten:

allb = bUa (Kommutativitat von LJ)

allb = blla (Kommutativitat von M)
(aUb)Uc = al(blc) (Assoziativitat von L)
(amb)Mc ar(brc) (Assoziativitat von M)
(aUb)MNa = a (Absorption 1)
(alMb)Ua a (Absorption 2)



