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Zusammenfassung In diesem Artikel wird das Konzept der zweidi-
mensionalen Phase eines Bildsignals vorgestellt, wobei die Phase durch
ein Paar reeller Zahlen gegeben wird und nicht wie iiblich durch einen
einzigen reellen Wert. Dadurch erhélt man ein intrinsisch zweidimensio-
nales Phasenkonzept. Die Einfithrung der zweidimensionalen Phase be-
ruht auf der algebraischen Erweiterung der Frequenzraumreprasentation
von einer komplexwertigen zu einer quaternionenwertigen Darstellung.

1 Einleitung

Das Konzept der Phase eines Signals stammt aus der eindimensionalen Signal-
theorie und ist dort in verschiedenen Ausprégungen vertreten. So kann man
neben der globalen Phase (Fourier—Phase) zwischen der momentanen Phase und
der lokalen Phase unterscheiden (siehe z.B. [5]). Insbesondere die lokale Phase
erlaubt es, Riickschliisse iiber die lokale Struktur eines eindimensionalen Signals
zu ziehen: Kennt man den Wert der lokalen Phase an einer bestimmten Position
des Signals, so 148t sich entscheiden, ob an der entsprechenden Position eine Stufe
oder eine Spitze vorliegt, oder ob es sich bei einer detektierten ansteigenden (oder
abfallenden) Flanke um einen konkaven oder um einen konvexen Anstieg (oder
Abfall) handelt [9]. Die lokale Phase kann an einer Position auf unterschiedlichen
Skalen bestimmt werden und dadurch unterschiedliche Werte annehmen. Dieser
Effekt soll im folgenden jedoch nicht beriicksichtigt werden.

Wie viele Konzepte der eindimensionalen Signaltheorie so ist auch das Pha-
senkonzept in die mehrdimensionale und insbesondere in die zweidimensionale
Signaltheorie iibernommen worden. Im wesentlichen 1duft diese Verallgemeine-
rung darauf hinaus, dafl an jeder Position eine Vorzugsorientierung ausgewahlt
wird und die eindimensionalen Konzepte entlang dieser Orientierung angewendet
werden. Wie im eindimensionalen Fall erhdlt man (bei fest gewahlter Vorzugs-
orientierung) eine reelle Zahl als lokale Phase, die dariiber Auskunft gibt, ob
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man es lokal mit einer Linie, einer Stufenkante oder einer konvex oder kon-
kav steigenden oder fallenden Struktur zu tun hat. Granlund [5] schligt eine
(n+ 1)—dimensionale Phasendarstellung fiir n—dimensionale Signale vor, die aus
der reellen Phase und dem Richtungsvektor der gew&hlten Vorzugsorientierung
besteht.

Hier stellt sich jedoch das Problem, dafl Anzahl und Art der méglichen Signal-
strukturen eines zweidimensionalen Signals prinzipiell von denen eines eindimen-
sionalen Signals verschieden sind. So 148t sich beispielsweise eine Ecke innerhalb
eines Bildes nicht in eine der Kategorie ,,Linie“ oder ,,Kante* einordnen. Ebenso
ist es bei der Unterscheidung von Kriimmungen nicht mehr mit der Frage , kon-
vex oder konkav?“ getan. Vielmehr miissen lokale Kriimmungen einer zweidimen-
sionalen Struktur zus&tzlich darauthin untersucht werden, ob sie hyperbolisch,
elliptisch oder parabolisch sind.

Einen Ansatz zur Untersuchung intrinsisch zweidimensionaler Signalstrukturen
machten Krieger und Zetzsche [7]. Sie benutzten dazu quadratische Volterra—
Filter und gaben ein Kriterium dafiir an, daf ein Volterra—Filter ausschlieflich
auf intrinsisch zweidimensionale Strukturen antwortet. Wir wéhlen hier einen
anderen Zugang, indem wir am Phasenkonzept festhalten, jedoch bei der Erwei-
terung auf zwei Dimensionen von den gewohnten Wegen abweichen.

Im folgenden Abschnitt werden wir das Phasenkonzept kurz erlautern und auch
sofort an einem Beispiel darstellen, wie wir uns ein zweidimensionales Phasen-
konzept vorstellen. Anhand der Definition der momentanen Phase iiber das ana-
lytische Signal wird gezeigt, warum keine der bekannten Verallgemeinerungen des
analytischen Signals fiir zweidimensionale Signale dazu geeignet ist, die zweidi-
mensionale Phase zu bestimmen. Der wesentliche Grund ist die algebraischen
Basis der zweidimensionalen Fouriertransformation und damit der Frequenz-
raumdarstellung. Wir schlagen im zweidimensionalen Fall anstatt der komplex-
wertigen Darstellung eine quaternionwertige Reprisentation vor und fiihren dazu
in Abschnitt vier die quaternionische Fouriertransformation (QFT) ein.

Im fiinften Abschnitt stellen wir das mittels der QFT verallgemeinerte analy-
tische Signal und den Begriff der quaternionischen Gaborfilter vor und werden
abschlieflend einige experimentelle Ergebnisse vorfithren, die zeigen wie sich die
zweidimensionale Phase praktisch schatzen 14£t.

2 Das Phasenkonzept

In der Signaltheorie werden stets in Raum und Zeit endliche Signale untersucht.
Im folgenden soll davon ausgegangen werden, dafl eindimensionale Signale die
Linge | = 27 haben und im Intervall [0, 27] gegeben sind; zweidimensionale Si-
gnale sollen in dem quadratischen Definitionsbereich [0, 27] x [0, 27] gegeben sein.
Weiterhin gehen wir davon aus, daff die Randbedingungen f(0) = f(2r) fiir ein
eindimensionales Signal f bzw. ¢(0,y) = ¢(2m,y) und g(z,0) = g(z, 2m) fiir ein
zweidimensionales Signal g erfiillt sind?. Es ist bekannt, daf sich eindimensiona-

2 Diese Annahme ist insbesondere fiir diskretisierte Signale — mit denen man es ja
praktisch immer zu tun hat — sinnvoll, da sie dazu fihrt, daff auch die Frequenz-



le Signale der oben genannten Art durch Linearkombinationen der Funktionen

cos(mx) mit méeE N°

sin(nz) mit nelN

(1)

mit « € [0,2n] beliebig genau approximieren lassen (siehe z.B. [4]). Das ent-
sprechende Funktionensystem fiir zweidimensionale Signale ist gegben durch

mit meN’, ne N’

cos(ma) cos(ny)

sin(mz)cos(ny) mit meIN, n €N @)
cos(mz)sin(ny) mit meIN’ nelN

sin(ma)sin(ny) mit meN, n €N

mit (z,y) € [0,2x] x [0, 27].

Im folgenden sollen die Funktionen f(z) = cos(z) im eindimensionalen Fall und
flz,y) = cos(x)cos(y) im zweidimensionalen Fall als Referenzsignale fiir die
Definition der Phase dienen. Als momentane Phase des eindimensionalen Kosi-
nussignals f(x) = cos(x) wird die Position innerhalb des Signals selbst definiert,
solange sie zwischen 0 und 27 liegt, wovon hier ausgegangen werden soll. Die
momentane Phase von f(z) = cos(z) an der Stelle # = 7/2 wére also 7/2. In
diesem Fall hingt die momentane Phase direkt mit der lokalen Struktur des
Signals zusammen (siehe Abb. 3a). Dies ist jedoch nicht fiir beliebige Signale
der Fall. Deshalb ist es zweckmafBig, zusitzlich das Konzept der lokalen Phase
einzufithren, was in Abschnitt 6 erfolgen wird.

Analog zur oben gegebenen Definition der momentanen Phase fiir die eindi-
mensionale Kosinusfunktion, die im folgenden Abschnitt anhand des analyti-
schen Signals fiir beliebige eindimensionale Signale verallgemeinert werden soll,
werden wir jetzt die momentane Phase eines zweidimensionalen Signals defi-
nieren. Als entsprechendes Referenzsignal eignet sich das Produkt zweier Ko-
sinusfunktionen f(z,y) = cos(z)cos(y). Als momentane Phase von f an der
Position (z,y) definieren wir das Paar (z,y) selbst, solange es in dem Inter-
vall [0, 27 [x [0, 7[ liegt. Eine Definition der Phase ist hier nicht wie man erwar-
ten konnte in dem Bereich [0, 27[x [0, 2 méglich. Der Grund dafiir wird durch
Abb. 1 klar. Es ist méglich, die Funktion f(z,y) = cos(x)cos(y), (z,y) € R?
aus f(z,y), (z,y) € [0, 27[x[0, 7] durch Aneinandersetzen der Intervalle zu ge-
winnen. Daraus folgt, dafl alle moglichen Werte der Phase in diesem Intervall
enthalten sind.

3 Das eindimensionale analytische Signal

Es wurde bisher noch nicht gezeigt, wie die momentane Phase eines beliebigen
eindimensionalen Signals definiert werden kann. Das soll jetzt nachgeholt werden.
Dazu definierten wir zunéchst das analytische Signal f4 eines eindimensionalen

raumreprasentation diskret ist.



Abb. 1. Die Funktion f(z,y) = cos(z)cos(y) mit (z,y) € [0, 4x[x[0, 3= (links) und
(z,y) € [0, 2x[x[0, n[ (rechts).

Signals f. Man erhilt das analytische Signal aus dem Ausgangssignal durch die
Unterdriickung der negativen Frequenzen und gleichzeitige Verdoppelung der
iibrigen Komponenten.

oQ

fa(z) = /Z(u)eizmxdu mit (3)
- {0 o .

Daraus folgt, dafl das analytische Signal komplexwertig ist, im Gegensatz zum
urspriinglichen Signal, welches als reel angenommen wird. Das analytische Signal
der Kosinusfunktion — des Referenzsignals fiir die momentane Phase — ist gleich
der komplexen Exponentialfunktion:

f(x) = cos(x) = fa(zx) =€ . (5)

Auf diesem Wege kdnnen wir die momentane Phase von f definieren als das
Argument des analytischen Signals f4 an der Position z.

momentane Phase von f(x) = arg(fa(z)) (6)

Diese Definition gilt fiir beliebige eindimensionale Signale [5].

Ein anderer grofler Vorteil des analytischen Signals gegeniiber dem urspriingli-
chen Signal ist die Tatsache, dafB sich die momentane Amplitude eines Signals
f an der Stelle # aus dem analytischen Signal als dessen Absolutbetrag |f4(z)]
ergibt.

All das deutet darauf hin, daff es wiinschenswert wére, das Konzept des ana-
lytischen Signals fiir zweidimensionale Signale zu verallgemeinern. Hierbei tritt
das Problem auf, dafl in der Frequenzebene positive und negative Frequenzen a
priori nicht definiert sind. Die bestehenden Ansétze zu einer Verallgemeinerung
des analytischen Signals (z.B. in [5] durch Auswahl einer Vorzugsorientierung)
erlauben es nicht, die oben definierte zweidimensionale Phase aus f4 zu bestim-
men. Dies gilt unabhédngig von der gewahlten Definition des zweidimensionalen
analytischen Signals, solange es komplexwertig ist, was in allen uns bekannten



Ansitzen der Fall ist. Im eindimensionalen Fall wird das analytische Signal durch
die Anwendung der Fouriertransformation, Ausblendung der negativen Frequen-
zen und anschliefende inverse Fouriertransformation bestimmt. Wollen wir ein
zweidimensionales analytisches Signal entwickeln, das nicht komplexwertig ist,
sondern die Bildebene auf Werte einer héherdimensionalen Algebra abbildet,
so miissen wir uns zunichst einer Verallgemeinerung der Fouriertransformation
zuwenden.

4 Die quaternionische Fouriertransformation

Dieser Abschnitt enthilt die Neuerung, die den Ubergang zur zweidimensionalen
Phase erlaubt. Wir modifizieren die zweidimensionale Fouriertransformation

Flu) = 7 76—i277uxf(w)e—i2ﬂ'vyd2w ’ (7)

— 00 —OQ

indem wir die imaginédre Einheit in der zweiten Exponentialfunktion des Fou-
rierkerns in j umbenennen:

mwszwmwmﬂwm. (8)

— 00 —0O0

Wir verwenden auch die Schreibweise Fo{f} = F? und F{f} = F. Die beiden
imaginéren Einheiten ¢ und j werden jetzt als Elemente der Quaternionenalgebra
H aufgefalt: Die Algebra der Quaternionen ist eine vierdimensionale IR-Algebra
mit der Basis {1,1,j, k}. Die Einheiten 7, j und k sind imaginir: i = j2 = k? =
—1. Sie erfiillen die Vertauschungsrelationen ij = —ji = k. Ausfiihrlicheres
iber Quaternionen findet man z.B. in [8] und [6]. Auch von Chernov [3] wurden
Quaternionen in der Fouriertransformation verwendet, allerdings um schnelle
Algorithmen fiir die zweidimensionale DFT zu erhalten. Die Transformation (8)
wird quaternionische Fouriertransformation (QFT) genannt (zur QFT siehe [2]).

Die inverse QFT ist gegeben durch

fwszﬂmmwmw%. (9)

— 00 —OQ

Es ist bekannt, daff der gerade (ungerade) Anteil eines eindimensionalen reel-
len Signals durch die Fouriertransformation in einen geraden (ungeraden) Real-
(Imaginir—) Teil transformiert wird (siche z.B. [1]). Ein zweidimensionales Signal
kann in vier Komponenten unterschiedlicher Symmetrie zerlegt werden: Gerade
oder ungerade bzgl. der z—Richtung einerseits und bzgl. der y—Richtung anderer-
seits. Wir stellen fest, dafl der (gerade, gerade)—Anteil eines reellen zweidimen-
sionalen Signals durch die QFT in einen Realteil, der (ungerade, gerade)—Anteil
in einen ¢-Imaginérteil, der (gerade, ungerade)-Anteil in einen j-Imaginérteil
und der (ungerade, ungerade)—Anteil in einen k-Imaginérteil symmetrieerhal-
tend transformiert wird.



5 Das zweidimensionale analytische Signal

Aufbauend auf der QFT kann das Konzept des analytischen Signals auf zwei
Dimensionen verallgemeinert werden.

Definition: Das zweidimensionale analytische Signal f4 eines Signals f mit der

QFT F,{f} = F? ist gegeben durch

fA($ay):f(;1{Zq}($ay) )
wobel Z9 definiert ist durch
)= {4F‘1(u,v) falls w > 0 und v > 0

q
Z(u,v) = 0 sonst.

Aus den Symmetrieeigenschaften der QFT folgt, dal sdmtliche relevante Infor-
mation in der quaternionischen Frequenzebene in einem Quadranten enthalten
ist, so daB das analytische Signal die gesamte Information {iber das Ausgangssi-
gnal enthilt®. Als Beispiel verwenden wir die Funktion f(x,y) = cos(z) cos(y).
Fiir dieses Signal, das wir als Referenzsignal fiir die Definition der Phase gewahlt
hatten, erhalten wir das analytische Signal f4(z,y) = ¢'e/Y. Da das analytische
Signal wie im eindimensionalen Fall auch hier zur Definition der momentanen
Phase verwendet werden soll, benétigen wir eine Verallgemeinerung der Argu-
mentabbildung, die jedem Quaternion der Form ¢ = ¢'®el¥ ein Paar (2, ¢') € IR?
wie folgt zuordnet: arg(q) = («',y") € [0,2n] x [0, 7[, mit eiv'edv' = 4. Es ist
nicht schwer, arg(q) aus der kartesischen Darstellung ¢ = €i®e/¥ = a+bi+cj+dk
zu erhalten (siehe [2]).

6 Experimentelle Ergebnisse

Wie in Abschnitt 2 erwdhnt ist zur Schitzung der lokalen Struktur die Verwen-
dung der lokalen Phase der momentanen Phase vorzuziehen. Eine Moglichkeit
dazu ist die Einfiihrung sogenannter Gaborfilter, die durch

ge(x) = e~ /0" cos(2mug), go(x) = e~ /o? sin(2mrugx) (10)

gegeben sind, wobei g.(z) das gerade und g,(z) das ungerade Gaborfilter dar-
stellen. Hierbei lassen sich die sogenannte Zentralfrequenz uo und die Weite der
Gaussglocke, die durch ¢ bestimmt wird, variieren. Faltet man das Signal f mit
den Gaborfiltern und bezeichnet die Ergebnisse mit G.{f}(z) bzaw. G,{f}(z),

so ergibt sich als lokale Phase von f an der Position z
lokale Phase von f(x) = arg (Ge{f}(x) + iG.{f}(x)) . (11)

Die Funktion arg(z) ist definiert durch arg(z) = ¢ fiir z = ¢!® € €, wobei wir
annehmen dafl ¢ € [0, 2x[ gilt. Offensichtlich hingt die lokale Phase von der
Wahl der Parameter uy und o ab.

7 Es 1aBt sich zeigen, daB der Realteil des quaternionischen analytischen Signals gleich
dem Ausgangssignal ist.



Um die zweidimensionale lokale Phase schétzen zu kénnen, fiihren wir das qua-
ternionische Gaborfilter ein (siche Abb. 2), das gegeben ist durch

gz, y) = e

+i-

m(z2+y?)/o? (eZmiuor 2mivoy) (12)

+j. +Kk-

Abb. 2. Ein quaternionisches Gaborfilter mit uo = vg; von links nach rechts: Realteil,

1—Imaginarteil, j-Imaginarteil, k—Imaginarteil.

0)

Abb. 3. Zusammenhang zwischen der Phase und der lokalen Signalstruktur: a. Im

eindimensionalen Fall (siehe [5]), b. im zweidimensionalen Fall fiir § = 0, c. im zwei-

dimensionalen Fall fiir § = #/2.

Wie im eindimensionalen Fall, so
besteht auch im zweidimensiona-
len Fall ein Zusammenhang zwi-
schen der lokalen Phase und der
lokalen Struktur des Signals. In
Abb. 3 ist dieser Zusammenhang
dargestellt und zwar einerseits
der bekannte Zusammenhang fiir
eindimensionale Signale in Abb.
3a, wie er sich z.B. in [5] findet,
andererseits der Zusammenhang
der zweidimensionalen Phase mit
der Struktur des Bildsignals in
Abb. 3b und Abb. 3c.

Abb. 4a. Das Testsignal mit dem Weg,
entlang dessen die Phase geschatzt wird.

b. ¢ und é, c. § und 6.

Es soll zum Abschlufl ein Experiment dargestellt werden, das zeigt, wie die zwei-
dimensionale Phase mittels der quaternionischen Gaborfilter geschétzt werden



kann. In Abb. 4a ist noch einmal die Funktion f(z,y) = cos(x) cos(y) abgebil-
det mit einem Weg, entlang dessen die zweidimensionale Phase geschétzt werden
soll. Das Signal wurde mit quaternionischen Gaborfiltern gefaltet, deren Zentral-
frequenz um den Faktor 4 kleiner war als die Frequenz des untersuchten Signals.
Aus den resultierenden Quaternionen wird die Phase mittels der in Abschnitt
5 angegebenen zweidimensionalen Argumentfunktion bestimmt. In Abb. 4b und
4c sind die geschitzten Werte ¢ und 0 abgebildet. Zum Vergleich ist auch die
momentane Phase (¢, f) eingezeichnet, welche geradlinig verlauft.

7 Zusammenfassung

Das Phasenkonzept ist in der Signaltheorie von besonderer Bedeutung. Wir
haben gezeigt, wie sich durch Verwendung einer quaternionwertigen Signalre-
priasentation ein zweidimensionale Phase definieren 14t. Dazu wurde zunéchst
die zweidimensionale quaternionwertige Fouriertransformation definiert und an-
schliefend verwendet, um das analytische Signal fiir zweidimensionale Signale
zu definieren. Die lokale zweidimensionale Phase 143t sich mittels der quaternio-
nischen Gaborfilter schdtzen. Das Prinzip der QFT 148t sich auf n—dimensionale
Signale iibertragen [2]. Dabei tritt eine 2"—dimensionale Clifford Algebra an die
Stelle der Quaternionen.
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