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Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist die konstruktive Entwicklung von Anwendungen qua-

dratischer Filter im Rahmen der geometrischen Algebra.

Durch die Verkniipfung des Energieoperators mit einer geometrischen Einbet-
tung kontinuierlicher Signale wird eine Verbindung zum analytischen Signal

hergestellt.

Dies motiviert die Formulierung einer entsprechenden Definition fiir diskrete,
zweidimensionale Signale, so dass die gewonnenen Erkenntnisse in der Bild-
verarbeitung eingesetzt werden koénnen. In diesem Zuge wird eine spezielle
geometrische Einbettung vorgeschlagen und auf Basis des Teager-Filters eine

neuartige Gruppe multivektorieller Filter entwickelt.

Es werden darauf basierende Detektoren von intrinsisch ein- und zweidimen-
sionalen Strukturen betrachtet und die Vor- und Nachteile der verwendeten
Methode diskutiert.

Das experimentelle Vorgehen wird dabei durch ein in MATLAB entwickeltes
System zur Spezifikation und Anwendung multivektorieller Volterra-Filter

unterstiitzt.
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1 Einleitung

Einfithrung

Zu den einfachsten Grundlagen klassischer Signaltheorie gehoren lineare Filter. Thre Defi-
nition erfolgt haufig im Ortsraum durch die Angabe zumeist reellwertiger Faltungskerne.
Werden Betrachtungen im Frequenzraum durchgefiihrt, erfolgt dies im Allgemeinen mit
Hilfe der Fourier-Transformation, die iiber den komplexen Zahlen definiert wird. Durch
die zweidimensionale Formulierung dieser Prinzipien sind unter anderem vielseitige An-
wendungen in der Bildverarbeitung moglich.

Sowohl fiir lineare Filter als auch fiir die komplexen Zahlen existieren jeweils allge-
meinere mathematische Konzepte. Auf Seite der Filter stehen dabei die Volterra-Filter,
die neben linearen auch polynomielle Terme von beliebiger Ordnung erlauben. Eine Teil-
menge bilden die in dieser Arbeit betrachteten quadratischen Filter.

Geometrische Algebra auf der anderen Seite bildet einen mathematischen Rahmen, der
trivialerweise die reellen Zahlen enthilt, aber ebenso die Spezifikation der komplexen
Zahlen, der Quaternionen und von weiteren hyperkomplexen Zahlensystemen erlaubt.
Dadurch wird die Verwendung von Entitédten beliebig héherer Dimensionen maoglich.

Durch Verwendung und Kombination dieser jeweils sehr allgemeinen Prinzipien wird
in dieser Arbeit eine neue Gruppe von Filtern auf der Basis klassischer Methoden entwi-
ckelt. Fiir ein reellwertiges Signal wird dazu eine geometrische Einbettung beschrieben,
durch die bei Anwendung klassischer Filter zusétzliche Merkmale im Ausgangssignal
erzeugt werden. Durch das Zusammenfassen dieser geometrischen Erweiterung und des
herkémmlichen Filters in einem Operator entstehen lineare und quadratische Filter in

geometrischer Algebra.

Ein Uberblick iiber nichtlineare Filter

Lineare Filter bilden aus gutem Grund die Basis der Signalverarbeitung. Sie zeichnen sich
durch Eigenschaften aus, die eine einfache, aber umfassende mathematische Betrachtung
erlauben. Zudem konnen sie auf effiziente Art und Weise praktisch implementiert werden.
Dazu tragen insbesondere ihre Verkniipfung mit der Fourier-Transformation und das

damit verbundene Faltungstheorem bei.!



Nun gibt es jedoch viele Situationen, in denen die Modellierung nichtlinearen Verhal-
tens erforderlich ist. Dazu gehdren signalabhiingige oder multiplikative Stérungen.?! In
der linearen Filterung wird meist ein Glattungsoperator verwendet, um vor der eigent-
lichen Verarbeitung des Signals eventuelles Rauschen zu unterdriicken. Dies geht aber
héufig mit einem unerwiinschten Informationsverlust einher. Nichtlineare Filter bieten
dazu Losungsmoglichkeiten und werden vor allem dann verwendet, wenn die einfachen,
linearen Filter keine ausreichend zufriedenstellenden Ergebnisse liefern kénnen.

Es existiert eine Vielfalt von nichtlinearen Operatoren, die im Rahmen der Bildverar-

beitung eingesetzt werden. Sie lassen sich grob verschiedenen Kategorien zuordnen:[!

— Morphologische Filter, deren Ausgabe von geometrischen Merkmalen abhéngt, wie
beispielsweise die auf der Minkowski-Additition basierenden Operationen der Di-

latation und Erosion.

— Rangordnungsfilter, die auf einer Ordnung von Datenpunkten innerhalb einer de-

finierten Umgebung operieren. Der Medianfilter ist ein bekanntes Beispiel hierfiir.

— Homomorphe Filter, die einer Verallgemeinerung des Uberlagerungsprinzips fol-
gen. Ein einfaches Beispiel ist die Verwendung des Logarithmus zur Separation

multiplikativ verkniipfter Signale.

— Volterra-Filter, die basierend auf dem Prinzip der Volterra-Reihe die polynomiellen

Filter bilden, und somit die quadratischen Filter einschlieflen.

Eine Klasse von nichtlinearen Filtern sind also die polynomiellen Volterra-Filter, die
auf natiirliche Weise wiederum die Menge der quadratischen Filter enthalten. Das Ver-
halten dieser Filter wird mit Hilfe der Volterra-Reihe spezifiziert.

Attraktiv ist unter praktischen und mathematischen Gesichtspunkten, dass es sich
bei den Volterra-Filtern um eine natiirliche Erweiterung linearer Filter handelt. Kon-
zepte von Filterkern und Faltung werden eingéingig in hthere Ordnungen iibertragen.
Mit einem Grundwissen in linearer Filterung, das im Bereich der Signalverarbeitung
vorausgesetzt werden darf, sind polynomielle Filter dadurch leicht verstéindlich und an-
wendbar. Weiterhin sind Eigenschaften polynomieller Funktionen sowie Methoden fiir
ihre mathematische Betrachtung weitgehend untersucht. Dadurch stehen bekannte Ge-

setzméBigkeiten und Algorithmen auch fiir polynomielle Filter zur Verfiigung.

Motivation

Die Volterra-Reihe begrenzt nicht den polynomiellen Grad des Modells. Mit steigendem

Grad fiihrt aber der exponentiell wachsende Berechnungsaufwand zu Schwierigkeiten



bei der praktischen Umsetzung und Implementierung. Mit der Verwendung quadrati-
scher Filter wird daher ein Kompromiss eingegangen. Die Volterra-Reihe wird hier nach
dem Term zweiter Ordnung abgebrochen. Unter Verzicht auf eine Modellierung hoherer
Ordnungen wird eine vereinfachte Repréasentation definiert. Die Beschreibung eines be-
grenzten Mafles an nichtlinearem Verhalten ist somit ebenso moglich wie eine effiziente
Implementierung.

Durch Beschrinkung des Filterkerns auf einen kleinen Triger kann die Effizienz weiter
optimiert werden. Wie auch im Laufe dieser Arbeit deutlich werden wird, stellen qua-
dratische Filter selbst dann noch eine interessante Erweiterung linearer Systeme dar und
konnen zu mafigeblich besseren Ergebnissen fiithren.

Im Folgenden sollen nun die Vorteile dieser quadratischen Filter mit den Moglichkei-
ten eines vektoriellen Signals kombiniert werden. Ein solches Signal erlaubt nicht nur
die iibliche Filterung von Grauwerten, sondern auch von orientierten Daten, vektoriell
eingebetteten Farbbildern und anderen mehrdimensionalen Datenpunkten. Die ideale
mathematische Grundlage dafiir bietet die geometrische Algebra, die unter Verwendung
des geometrischen Produkts die Definition der Faltung und Fourier-Transformation fiir

vektorielle Daten erméglicht.

Gliederung der Arbeit

In diesem einfiihrenden Kapitel wurden die grundlegenden Konzepte, die die Basis dieser
Arbeit bilden, kurz vorgestellt. Im nachfolgenden Kapitel 2 werden sowohl quadratische
Filter als auch der Aufbau der geometrischen Algebra formal eingefiihrt. Daraufhin wird
zunéchst der fiir kontinuierliche Signale definierte Energieoperator vorgestellt, dessen
diskrete Approximation den quadratischen Teager-Filter ergibt. Nach der Konstruktion
einer geometrischen Einbettung eines Signals wird die Anwendung dieser Operatoren
darauf untersucht. Das Auftreten interessanter Merkmale motiviert den Entwurf eines
multivektoriellen Filters.

In Kapitel 3 wird zunéchst eine fiir den zweidimensionalen Fall geeignete Konstruktion
des geometrischen Signals hergeleitet. Die geometrische Beschreibung dieses Signals fiir
ein reellwertiges Eingangssignal wird in die Formulierung eines linearen Faltungskerns
tiberfiihrt. Dies erlaubt die Kombination dieses Kerns mit dem Kern des Teager-Filters.
Dadurch entsteht der multivektorielle Teager-Filter, der die Berechnung des geometri-
schen Signals und die Anwendung des klassischen Teager-Filters darauf in einer Opera-
tion zusammenfasst.

Die einzelnen Bestandteile und die Konsequenzen des praktischen Einsatzes dieses neu

entwickelten Filters werden in Kapitel 4 auf hauptséchlich experimentelle Weise unter-



sucht. Es wird festgestellt, dass die charakteristische Funktion des urspriinglichen Teager-
Filters erhalten bleibt, namlich die des Kantendetektors. Der neue Filter arbeitet jedoch
unabhéngig von einer Verschiebung des Signals entlang der Ordinate und bietet da-
durch eine verbesserte Sensitivitit. Weiterhin enthélt der multivektorielle Teager-Filter
Komponenten fiir die Detektion von intrinsisch zweidimensionalen Strukturen, wodurch
neben Kanten auch speziell Ecken separat erkannt werden kénnen.

Kapitel 5 fasst die gewonnenen Erkenntnisse zusammen und enthélt eine abschlieflende
Bewertung. Dabei wird noch einmal auf die speziellen Eigenschaften des multivektoriellen
Teager-Filters eingangen, aber auch ein allgemeiner Blick auf die verwendete Methodik
geworfen.

Waéhrend des Entwurfs des multivektoriellen Teager-Filters wurden alle Berechnungen
auch empirisch verifiziert und experimentelle Untersuchungen einiger Merkmale durch-
gefiithrt. Dazu wurden Programme in MATLAB entwickelt, die die Spezifikation und An-
wendung quadratischer, multivektorieller Filter in geometrischen Algebren beliebiger
Signatur ermoglichen. Dieses System und praktische Aspekte einer solchen Implemen-

tierung werden im Anhang beschrieben.



2 Quadratische Filter und geometrische Algebra

2.1 Polynomielle und quadratische Filter

Grundlagen linearer Signalverarbeitung

In diesem ersten Abschnitt des Kapitels sollen die polynomiellen Volterra-Filter und
damit die quadratischen Filter formal eingefithrt werden. Um den Vergleich mit den
linearen Filtern zu erleichtern und Besonderheiten quadratischer Filter hervorzuheben,

werden zuvor die Grundlagen der linearen Signalverarbeitung kurz zusammengefasst.

Ein Signal wird durch eine reellwertige Funktion x iiber einem Definitionsbereich D
modelliert. Durch die Verwendung eines allgemeinen, vektoriellen Arguments kann eine
einheitliche Beschreibung fiir Signale beliebiger Dimension konstruiert werden. Der nicht
ndher spezifizierte Definitionsbereich lidsst sowohl kontinuierliche als auch diskrete und

ebenso beschrinkte wie unbeschriankte Raume zu:

z:D >R (2.1)

Wihrend kontinuierliche, eindimensionale Signale hauptséchlich in der klassischen Si-
gnaltheorie Anwendung finden, oder der Entwicklung theoretischer Konzepte dienen,
werden in der praktischen Bildverarbeitung diskrete, zweidimensionale Signale verwen-
det. Motiviert durch die in dieser Arbeit angestrebte Anwendbarkeit in der Bildverarbei-
tung wird fiir die folgenden Definitionen implizit von einem diskreten Definitionsbereich
ausgegangen. Dabei ist allerdings zu bemerken, dass eine kontinuierliche Beschreibung
keine Probleme birgt. Im Allgemeinen werden sich die verwendeten Summationen auf
einfachste Weise durch das Integral ersetzen lassen.

Gegenstand der Signalverarbeitung ist die Umwandlung eines gegebenen Eingangssi-
gnals z in ein Ausgangssignal y anhand eines spezifischen Algorithmus. Diese Berechnung
erfolgt durch die Anwendung eines Operators auf das Eingangssignal. Das Wirken eines

oder mehrerer Operatoren kann in einem System S zusammengefasst werden:

y:D—R y = S[x] (2.2)



Die linearen Filter bilden eine Klasse von solchen Operatoren. Tatséchlich stellen sie
bereits eine Teilmenge der Volterra-Filter dar, die in diesem Abschnitt des Kapitels dis-
kutiert werden. Daher lohnt sich ein Blick auf ausgewéhlte Eigenschaften. Die Definition

eines linearen Filters erfolgt auf dem formalen Weg iiber seinen Faltungskern h:

h:D—R (2.3)

Mit Hilfe dieses Kerns kann die Berechnung der Antwort y eines linearen Systems auf

ein Eingangssignal x durch die Faltungsoperation erfolgen:

y(n) = (hxz)(n) =Y h(k)x(n — k) (2.4)
k

Ist der Kern dagegen nicht bekannt, so gewinnt die Impulsantwort an Bedeutung.
Dabei handelt es sich um die Antwort eines Systems auf ein spezielles Eingangssignal,

nimlich den Einheitsimpuls d, der hier in der diskreten Form definiert wird:

1 firn=0
0:D—R, §n)= (2.5)

0 sonst

Fiir ein lineares System entspricht die Impulsantwort gerade wieder dem zugrundelie-
genden Faltungskern. Somit ist die eindeutige Charakterisierung eines Filters auch ohne
explizit definierte Kenntnisse iiber seine innere Funktionsweise méglich. Diese Methode

dient folglich der Systemidentifikation.

Oft ist es sinnvoll, einen Filter nicht nur wie bisher formuliert im Ortsraum zu untersu-
chen, sondern auch im Frequenzraum. Den Zugang hierzu bietet die Fourier-Transformation.
Fiir ein reell- oder komplexwertiges Signal iiber einem diskreten Definitionsbereich wird

die Fourier-Transformation fiir eine feste Zahl von N Datenpunkten definiert:

X(u) = Flah(u) = > a(k)e  Fu' (2.6)

k

Durch diese Basistransformation kann das Signal in Form von {iberlagerten Sinus- und
Cosinusfunktionen unterschiedlicher Frequenzen dargestellt werden. Das urspriingliche
Signal kann dabei genau dann vollstéindig rekonstruiert werden, wenn die Voraussetzun-
gen des Abtasttheorems erfiillt sind. Dieses besagt, dass die Abtastfrequenz mehr als
doppelt so grof sein muss, wie die maximal im Signal selbst auftretende Frequenz. Diese

Grenzfrequenz heifit die Nyquist-Frequenz. Die inverse Fouriertransformation berechnet



dann das urspriingliche Signal:

2(n) = FHX}n) = = 3 X(upeFeTn 2.7)

=

Fiir die Anwendung linearer Filter wird die Fourier-Transformation auch durch das
Faltungstheorem interessant, das die Operation der Faltung mit der Verarbeitung im

Frequenzraum verkniipft. Es gilt:
F{h*z} = F{h} - Flz} (2.8)

In Worten besagt dieses Theorem, dass die Faltung eines Filterkerns mit einem Signal
gleichbedeutend ist mit der punktweisen Multiplikation der Frequenzdarstellung dieser
beiden Komponenten und der darauffolgenden Riicktransformation in den Ortsraum.
Deshalb spielt dieses Theorem insbesondere dann eine wichtige Rolle bei der prakti-
schen Implementierung linearer Filter, wenn Faltungskerne {iber einem grofieren Triager
verarbeitet werden miissen. Basierend auf sehr schnellen Algorithmen fiir die Fourier-
transformation kann so eine grofie Beschleunigung in der Anwendung des Filters erzielt

werden.

Der Volterra-Operator als Baustein polynomieller Filter

Die wichtigsten Begriffe der linearen Signalverarbeitung wurden nun eingefiihrt. Es wur-
de dabei bereits erwidhnt, dass die bisher beschriebenen linearen Filter einen Spezialfall
der Volterra-Filter darstellen, die wiederum auch die quadratischen Filter enthalten.
Tatséchlich bilden die Volterra-Filter eine natiirliche Erweiterung linearer Filter auf po-
lynomielle Modelle beliebiger Ordnung. So werden vergleichbar mit der Bedeutung des
bisherigen Filterkerns nun die Volterra-Kerne héherer Ordnung definiert. Eine Funktion

von m Argumenten heifit in diesem Zusammenhang Volterra-Kern der Ordnung m:
hm:Dx---xD—=R, 1<m (2.9)

Ahnlich der Idee der Faltung, jedoch durchaus davon abzugrenzen, verkniipft nun
der Volterra-Operator H,, der Ordnung m das Eingangssignal mit dem der Ordnung

entsprechenden Volterra-Kern:

Hylz(n)] = (K1, km)z(n — k1) - 2(n — k) (2.10)
k1 km



Auch wenn schon an der Definition erkennbar ist, dass es sich bei der Berechnung des
Volterra-Operators nicht um eine lineare Faltung handelt, so kann das Verfahren den-
noch linearisiert werden, indem eine héherdimensionale Faltung verwendet wird. Dieser

Zusammenhang soll kurz verdeutlicht werden.

Die Hilfsfunktion v, konstruiert dazu ein Produkt, bei dessen Faktoren es sich ge-
rade um ausgewdhlte Werte des Eingangssignals handelt. Der nichtlineare Bestandteil
des Volterra-Operators wird somit in einer Darstellung zusammengefasst, die als ein

herkémmliches mehrdimensionales Signal betrachtet werden kann:
U : D™ =R, vp(ng,... ny) = Hx(nz) (2.11)

Diese Hilfsfunktion kann nun durch eine hoherdimensionale, aber lineare Faltung mit

dem Volterra-Kern verkniipft werden:

Hop(n,. oo onn) =Y Y h(kr, o kn)om(n — ko — k) (2.12)
k1 ko,

Das Ergebnis des eigentlichen Volterra-Operators wird schliefllich als ein Teil dieser

Faltungsoperation ermittelt:
Hp[z(n)] = Hyp(n,...,n) (2.13)

Der Zusammenhang zwischen einem nichtlinearen Volterra-Operator und seiner linea-
risierten Berechnung durch eine hoherdimensionale Faltung mag im Vergleich zu den
rein linearen Filtern weniger intuitiv sein. In der Literatur existiert dazu eine Visuali-
sierung, die auch hier zur Veranschaulichung reproduziert wurde.[¥) Abbildung 2.1 zeigt
die zuvor allgemein beschriebene Berechnung schrittweise anhand der Anwendung eines

Volterra-Operators zweiter Ordnung auf ein eindimensionales Signal.

Nachdem nun die Volterra-Operatoren einer jeweils festen polynomiellen Ordnung ein-
gefiithrt wurden, kann das zusammenfassende Volterra-System definiert werden. Dazu sei
angemerkt, dass der Volterra-Operator der Ordnung Null bisher bewusst nicht betrach-
tet wurde. Das Ergebnis seiner Berechnung entspréiche gleichermafien dem Volterra-Kern
der Ordnung Null, welcher wiederum als eine einfache Konstante hy formuliert werden

kann.

Zusammengefasst besteht ein Volterra-System nun aus der Uberlagerung von Volterra-

Operatoren beliebig hoher Ordnungen und beschreibt so die Klasse der polynomiellen



1. Expansion 2. Faltung 3. Schnitt

va(n1,n2) = x(ny)x(n2)  ya(ni,na2

~—

(hg *Ug)(nl,ng) Hg[

(n)] = y2(n,n)
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Abbildung 2.1: Darstellung/¥ zur Berechnung der Antwort eines quadratischen Volterra-
Operators Hy auf ein eindimensionales Signal: (1.) Bestimmung der zweidi-
mensionalen Hilfsfunktion vy durch Multiplikation des Signals x mit sich selbst,
(2.) zweidimensionale Faltung eines quadratischen Kerns hg mit der Hilfsfunk-
tion und (3.) diagonaler Schnitt durch das Ergebnis der Faltung.



Filter: -
y(n) =ho+ > Hplz(n)] (2.14)
m=1

Die Impulsantwort polynomieller Filter

Polynomielle Filter wurden als eine Verallgemeinerung linearer Filter vorgestellt. Fiir
diese wurde in der Einleitung dieses Kapitels die Impulsantwort und ihre Bedeutung
erlautert. Fiir polynomielle Filter ergibt sich nun ein wichtiger Unterschied. Es muss
festgestellt werden, dass die Impulsantwort im Falle eines beliebigen Volterra-Operators
nicht langer fiir die Identifizierung des Kerns verwendet werden kann. Zur Verdeutlichung

wird ein einzelner Impuls beliebiger Intensitit als Eingangssignal betrachtet:
z(n)=c-0(n), ceR (2.15)

Die Antwort eines Volterra-Systems darauf kann durch Einsetzen in (2.14) und (2.10)

unabhingig von der Angabe konkreter Volterra-Kerne berechnet werden:

y(n)=ho+ Y _ ™ hm(n,...,n) (2.16)
m=1
Durch die Impulsantwort des Systems werden also nur fiir ky = --- = k,;, die Werte

des jeweiligen Volterra-Kerns hy,(k1, ..., k,,) identifiziert. Dies entspricht offensichtlich
nicht dem vollstéindigen Kern. Die Identifikation eines Volterra-Kerns ist folglich nur
dann moglich, wenn die vollsténdige Auswertung der implizit im Operator enthaltenen
Faltung verfiighar ist. In diesem Fall wire das Prinzip der Impulsantwort wiederum

anwendbar.

Quadratische Filter

Die fiir beliebige polynomielle Ordnungen und insbesondere die unendliche Aufsummie-
rung von Operatoren definierte Volterra-Reihe kann in praktischen Implementierungen
nicht verwendet werden. Aber auch die Berechnung von einzelnen Volterra-Operatoren
hoherer Ordnung bringt schnell eine Komplexitdt mit sich, die ein darauf basierendes
Verfahren fiir praktische Zwecke untauglich machen wiirde. Daher wird ein Kompromiss
zwischen der Modellierung nichtlinearen Verhaltens und der effizienten Nutzung in prak-
tischen Anwendungen eingegangen. Durch Abbruch der Volterra-Reihe nach dem Term

zweiter Ordnung ergeben sich die durch einen konstanten Term hg und die Volterra-
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Kerne hy und ho definierten quadratischen Filter. Die Antwort eines solchen Filters

berechnet sich wie folgt:
y(n) = ho + Y hi(k)z(n — k)
k

+ D halk ko)z(n — ky)a(n — ko) (2.17)

ki1 k2

Der rechnerische Aufwand, der in praktischen Implementierungen eine wichtige Rolle
spielt, ist aber selbst bei der Verwendung von nur quadratischen Volterra-Filtern nicht
zu unterschétzen. In der Bildverarbeitung werden zweidimensionale Signale verwendet
und entsprechende Filter bendtigt. Quadratische Filter sind auch hier von Interesse,
ihre Komplexitét ist jedoch entsprechend hoch. Durch explizites Ausschreiben der Be-
rechnung wird die Rolle der vierdimensionalen Faltung deutlich. Sie ergibt sich aus der
Kombination eines zweidimensionalen Signals mit einem Volterra-Operator zweiter Ord-

nung:
y(m,n) = hg + ZZ ha(k,Dx(m —k,n —1)
k l
3D T holkr, ko, ba)a(m — kyn — b)x(m — ky,n — 1p) (2.18)

ki 1 ko 2

Bei der Verwendung von Kernen, die iiber einem groflen Triger definiert sind, wur-
de im Falle linearer Filter die Nutzung des Faltungstheorems (2.8) empfohlen. Neben
dem einfach zu behandelnden konstanten Term hg stellt der Volterra-Operator H; dabei
einen solchen linearen Anteil dar. Auf Grund der Linearitéit der Fourier-Transformation
kann bis zu diesem Punkt die Theorie der linearen Filterung verwendet werden. Beson-
dere Beachtung erfordert aber der Volterra-Operator zweiter Ordnung. Hier muss das

Faltungstheorem erweitert und angepasst werden.2l Es ergibt sich in diesem Fall:

F{H[z(n)]Hu) =Y > Flho}(ur, up)-F{z}(ur)-Fla}(uz),  urtus =u (2.19)

up u2

An dieser Erweiterung des Faltungstheorems werden zwei Merkmale quadratischer
Filter deutlich. Man beachte dazu die Bedingung wq + wo = w. Sie begriindet zum einen,
dass im Ausgangssignal hohere Frequenzen auftreten, als im Eingangssignal tiberhaupt
vorhanden waren. Denn angenommen, die Grofle der auftretenden Frequenzen w; und
uo wire sowohl im Kern als auch im Signal beschriankt, so sind die Frequenzen des

Ausgangssignals nur durch die entsprechend groflere obere Schranke von w = w1 + us
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begrenzt. Dies hat Auswirkungen auf die Nyquist-Frequenz. Zum anderen ist beziiglich
des Anteils einer bestimmten Frequenz u die Symmetrie der Addition zu beachten. Hier
werden bei der Filterung also Frequenzanteile mehrfach integriert. Die Charakterisierung

eines quadratischen Filters im Frequenzraum wird dadurch erheblich aufwendiger.

Mit dem Vorhergehenden wurden die polynomiellen und insbesondere die quadrati-
schen Filter eingefiihrt, die im weiteren Verlauf ausfiihrlich zur Anwendung kommen
werden. Vorerst wird jedoch die geometrische Algebra vorgestellt, die die zweite Kom-
ponente des in dieser Arbeit entwickelten Filterentwurfs darstellt. Nach einer kurzen
Motivation des Entwurfs im Kontinuierlichen wird dann in Abschnitt 2.4 der erste kon-

krete quadratische Filter vorgestellt.

2.2 Einfiihrung in die geometrische Algebra

Grundlagen

Geometrische Algebra stellt einen vereinheitlichenden Rahmen fiir die Formulierung der
komplexen Zahlen, der Quaternionen, weiteren hyperkomplexen Zahlensystemen sowie
allgemein vektorieller und geometrisch motivierter Mathematik dar. Thr Aufbau und
einige Grundlagen werden in diesem Abschnitt erldutert.

Eine Algebra ist eine mathematische Struktur A, die iiber einem Koérper K unter
Verwendung einer assoziativen und distributiven multiplikativen Verkniipfung definiert
wird. Fiir o, 6 € K und z,y, z € A erfiillt das Produkt einer Algebra also diese Eigen-
schaften:

a(be) = (ab)e (2.20)

(ax + By)z = a(xz) + B(yz) (2.21)

Auf Grundlage eines n-dimensionalen R-Vektorraums wird eine 2™*-dimensionale geo-
metrische Algebra G, , erzeugt. Auch wenn prinzipiell basisunabhéngig vorgegangen
werden kann, wird hier fiir den zugrundeliegenden Vektorraum die kanonische Ortho-
normalbasis vorausgesetzt. Die Basisvektoren des Vektorraums werden mit p + ¢ = n
Erzeugenden in der geometrischen Algebra identifiziert, die einen Teil der Basis der
Algebra bilden:

€l,...,€n = O01,---3,0p,0pt15--+,0ptq (222)

Die Wahl des Paares (p, q) spezifiziert die sogenannte Signatur der Algebra und legt
das multiplikative Verhalten des Produkts dieser Algebra eindeutig fest. Die skalare
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Einheit 1 ist ein weiterer Bestandteil der Basis jeder geometrischen Algebra und es gilt:

+1 fir1<i<
o? = =r=P (2.23)
—1 sonst

Weiterhin ist das geometrische Produkt im Allgemeinen antikommutativ. Dies hat
weitreichende Folgen fiir die Anwendung bisheriger mathematischer Aussagen, in denen
die gewohnte Kommutativitidt der Multiplikation stillschweigend vorausgesetzt wurde,

wie etwa im Fall der Faltung. Fiir die Multiplikation verschiedener Erzeugenden gilt also:
opop=—0y0,, L#k (2.24)

Produkte von Erzeugenden, die nach den Regeln (2.23) und (2.24) nicht weiter re-
duziert werden konnen, bilden die verbleibenden Basiselemente der 2"-dimensionalen
Algebra G, 4. Eine besondere Rolle kommt dabei dem Pseudoskalar zu, der die Rolle der

verallgemeinerten imagindren Einheit einnimmt:
o1...0n=01..n=1I, (2.25)

Die allgemeinen Elemente einer geometrischen Algebra heiflen Multivektoren. In der
hier verwendeten Notation werden Multivektoren und multivektorielle Funktionen in
hervorgehobenen Grofibuchstaben gedruckt, etwa A, B und F'(x).

Geometrische Algebra in der Signalverarbeitung

Durch die Einfithrung der geometrischen Algebra sind nun nicht mehr nur reell- oder
komplexwertige Signale und Faltungskerne denkbar, sondern vielmehr entsprechende
multivektorielle Umsetzungen der bisher vorgestellten signaltheoretischen Konzepte moglich.

Die Einbettung von Operatoren und Signalen in geometrischer Algebra erdffnet vielsei-
tige Moglichkeiten. Die Anzahl von Kombinationen und Variationen steigt dabei jedoch
exponentiell mit jeder zusétzlichen Dimension des zugrundeliegenden Vektorraums. Zu-
dem spielen nicht nur die dimensionalen Freiheitsgrade und die damit verfiigharen Kom-
ponenten der Multivektoren eine Rolle, sondern auch die Signatur der Algebra. Zwischen
Algebren gleicher Dimension kann die Wahl verschiedener Signaturen zusétzlich zu un-
terschiedlichem Verhalten und andersartigen Ergebnissen eines Operators fithren.

Diese Arbeit legt deshalb den Schwerpunkt auf genau zwei spezifische Algebren, ndmlich

die Verwendung von G fiir die Verarbeitung eindimensionaler Signale und die Verwen-
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1 01 ()] 12

1 1 o1 o9 I
o1 o1 1 I, o9
()] g9 —IQ 1 —01
L Iy —09 o1 -1

Tabelle 2.1: Multiplikationstabelle fiir die Basiselemente der Algebra Go

dung von 3 fiir zweidimensionale Signale. Im Folgenden werden diese Algebren auch

kurz als Go und G3 bezeichnet.

Die Basis der Algebra Gy besteht aus dem Skalar, zwei vektoriellen Erzeugenden und
dem Pseudoskalar:
Go = span{l, 01,09, 2} (2.26)

Die Multiplikation der einzelnen Basiselemente ist in Tabelle 2.1 aufgefiihrt. Die Inter-
pretation eines Multivektors dieser Algebra ist verhdltnisméfig einfach. Im Wesentlich
handelt es sich um die simple Moglichkeit zweidimensionale Vektoren der euklidischen

Ebene in einen umfassenderen mathematischen Rahmen einzubetten.

Die Basis der Algebra G3 besteht dagegen aus weiteren Elementen. Durch das Produkt

der Erzeugenden entstehen die sogenannten Bivektoren o9, 013 und o93:
g3 = Span{170-170-270-370-1270-1370-237[3} (227)

Die Multiplikation dieser Basiselemente ist entsprechend in Tabelle 2.2 aufgefiihrt. In
diesem Fall gestaltet sich die Interpretation etwas umfangreicher. Die Bivektoren ent-
stehen durch das Produkt zweier Erzeugenden, die im euklidischen Raum gerade zwei
linear unabhéngigen Basisvektoren entsprechen. Man kann daher sagen, dass eine Line-
arkombination von Bivektoren dem Aufspannen einer Ebene entspricht und dabei noch
einen weiteren skalaren Freiheitsgrad in Form des Betrags besitzt. Tatséchlich werden
die Bivektoren haufig als Flichenelemente charakterisiert. In dieser Arbeit werden die
Bivektoren durchgingig als Normalenvektoren zu ihrer assoziierten Ebene visualisiert.
Die Zuordnung fiir die Darstellung im Raum erfolgt dabei geméfl des Kreuzprodukts der

entsprechenden euklidischen Basisvektoren:

012 = 0102 = €3 Xe = €,
o13 = 0103 = ey Xe, = —e (2.28)
023 = 0203 = €y Xe;, = €,
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1 o1 P} o3 012 013 0923 I3

1 1 o1 o2 03 012 013 023 I3
o 01 1 o12 013 02 o3 I3 o923
o2 02 —O012 1 o3 —o1 13 o3 —013
o3 03 —o13 —023 1 I3 —01  —03 012
12 012 —02 o1 Is -1 —023 o013 —03
o3 o013 —o3 —I3 o1 023 -1 -0 02
o923 o023 I3 —03 02 —013 012 -1 -0
I3 I3 o093 —013 012 —03 02 —-o1 -1

Tabelle 2.2: Multiplikationstabelle fiir die Basiselemente der Algebra Gs

Ein Multivektor, der ausschliellich bivektorielle Komponenten enthilt, entspricht in

der rdumlichen Visualisierung daher dem Folgenden:
a-op2+B-013+v-03 = v-ez—PB-eta-e, (2.29)

Die Visualisierung vektorieller Komponenten erfolgt in beiden Algebren durch die
direkte Identifikation mit den euklidischen Basisvektoren. Skalare und pseudoskalare
Anteile koénnen jeweils als einfache skalare Daten visualisiert werden. Je nach Kontext
der Anwendung werden in den Visualisierungen spezifische Komponenten dargestellt und

andere ausgeblendet. Die Auswahl wird in den jeweiligen Fillen kenntlich gemacht.

Faltung und Faltungstheorem der Fouriertransformation

Zur Anwendung geometrischer Algebra in der Signalverarbeitung ist eine erweiterte De-
finition der Faltung unerlésslich. Der natiirlichste Ansatz folgt der Idee, die reelle Multi-
plikation durch das geometrische Produkt zu ersetzen. Da aber das geometrische Produkt
die Kommutativitéitseigenschaft nicht erfiillt, werden zwei Varianten der Faltung defi-
niert. Es wird dabei explizit unterschieden, ob der Filterkern links- oder rechtsseitig zur

Anwendung gebracht wird.[]

Sei also X ein multivektorielles Signal und H ein multivektorieller Filterkern. Dann

ist die Faltung unter linksseitiger Anwendung des Filters wie folgt definiert:

(H+ X)(n)=> H(k)X(n—k) (2.30)
k

15



Die Faltung unter rechtsseitiger Anwendung des Filters wird analog definiert und die

Berechnung erfolgt entsprechend:

(X +, H)(n)=> X(n—k)H(k) (2.31)
k

Fiir die in spéteren Abschnitten und Kapiteln folgenden Betrachtungen sei schon jetzt
hervorgehoben, dass sowohl Signal als auch Kern ebenso gut rein reellwertig sein kénnen
und beispielsweise nur der jeweils andere Faktor in geometrischer Algebra formuliert

wird. Die obigen Faltungsdefinitionen sind somit in allgemeinster Form gehalten.

In der Filterung reellwertiger Signale wurde das Faltungstheorem (2.8) als eine wich-
tige Aussage hervorgehoben. Unter Beriicksichtigung der Besonderheiten der multivek-
toriellen Faltung kann dieses Theorem in die geometrische Algebra iibertragen werden.
Dazu wird die diskrete multivektorielle Fourier-Transformation von N Datenpunkten
definiert:

FIXMu) =Y X(k)e xu'k (2.32)
k

Es sei auf die Verwendung des Pseudoskalars als Verallgmeinerung der imaginéren Ein-
heit hingewiesen. Fiir die Anwendbarkeit dieser Fouriertransformation muss die Signatur
der Algebra daher so gewahlt sein, dass das Quadrat des Pseudoskalars entsprechend —1
ergibt. Die Anordnung der Multiplikation des Fourierkerns ist zudem nicht beliebig. Le-
diglich fiir Algebren der Dimension n = 3 (mod 4) kommutiert der Pseudoskalar mit
allen Basiselementen.[8] Das Faltungstheorem gilt jedoch in jedem Fall bei Festlegung
auf eine spezifische Fourier-Transformation. Entsprechend der multivektoriellen Faltung
wird dieses Theorem nun in zwei Varianten aufgestellt. Die links- und rechtsseitige An-

wendung des Filters wird auch im Frequenzraum unterschieden:
F{H «; X} = F{H} F{X} (2.33)

F{X «, H} = F{X} F{H} (2.34)

Die fiir die folgenden Kapitel nétigen Grundlagen quadratischer Filter, geometrischer
Algebra und multivektorieller Signalverarbeitung wurden damit behandelt. Mit dem fol-
genden Abschnitt beginnen bereits die ersten Betrachtungen in Richtung des Entwurfs ei-
nes multivektoriellen Filters, der die bis hierher eingefiihrten Prinzipien zusammenfiihren

wird.
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2.3 Die theoretische Fundament des Energieoperators

Dieses und die folgenden Kapitel arbeiten auf den Entwurf eines neuartigen multivek-
toriellen Filters hin. Zur Motivation der spezifischen Konstruktion des geometrischen
Signals und der Wahl eines konkreten quadratischen Filters als Grundlage des Entwurfs
sollen zunéchst einige Beobachtungen anhand eines kontinuierlichen, eindimensionalen

Signals beschrieben werden.

Das kontinuierliche geometrische Signal

Das prinzipielle Vorgehen in diesem Kapitel basiert darauf, auf der Grundlage eines re-
ellwertigen Eingangssignals geometrische Information zu erzeugen, die dann durch einen
klassischen Filter weiterverarbeitet wird. Von hauptséchlichem Interesse sind dabei vor-
erst die Ergebnisse einer solchen Kombination, bevor in Kapitel 3 ein tatséchlich multi-
vektorieller Filter daraus entsteht. Es soll weiterhin fiir diesen aktuellen Abschnitt ein
kontinuierliches Signal vorausgesetzt werden, das die Betrachtung einiger theoretischer
Aspekte ermoglichen wird:

z:R—>R (2.35)

Als ein erster Schritt in Richtung der angestrebten geometrischen Information wird
das Eingangssignal zunéchst in Form einer parametrischen Kurve ¢ in die euklidische
Ebene eingebettet:

:R—=R* )=t e, +x(t) e, (2.36)

Da die Betrachtung im Kontinuierlichen stattfindet, kann zu jedem Punkt dieser Kurve
ein orthogonaler Vektor beziiglich der Tangente angegeben werden, der ebenfalls in der
Ebene der Kurve liegt. Die Berechnung erfolgt {iber das Kreuzprodukt mit dem Vektor
e, der aus der Ebene herauszeigt. Nachdem der zum Signal orthogonale Vektor also als
eine kontinuierliche Funktion formuliert werden kann, werden die Basisvektoren e, und
e, durch die Erzeugenden der geometrischen Algebra Ga ersetzt. So wird der zur para-
metrischen Kurve orthogonale Vektor in die geometrische Algebra eingebettet und bildet
das kontinuierliche geometrische Signal. Die skalaren und pseudoskalaren Komponenten

dieses Signals werden nicht verwendet:
X :R— Gy, X(t)=—i(t) o1+ 09, X(t)=e, x o(t) (2.37)
Bei diesem Vorgehen ist hervorzuheben, dass das Kreuzprodukt keine innerhalb der

geometrischen Algebra verfiigbare Operation darstellt. An dieser Stelle wird der Sinn der
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formalen Unterscheidung von euklidischen Basisvektoren und Erzeugenden der geome-
trischen Algebra deutlich. Die Herleitung des zum Signal orthogonalen Vektors kann nur
im euklidischen Raum erfolgen. Das so erzielte Ergebnis wird dann durch Ersetzen der
Basisvektoren uminterpretiert. Dies soll vorerst kein Problem darstellen. Die Existenz

des geometrischen Signals wird fiir die Betrachtungen in diesem Kapitel vorausgesetzt.

Anwendung des Energieoperators

Ein typischer quadratischer Filter ist der Teager-Filter, auf den in Abschnitt 2.4 noch
ausfiihrlich eingegangen wird.["> 8 Es handelt sich bei diesem Filter um die diskrete
Approximierung des Energieoperators. Der Energieoperator arbeitet auf einem kontinu-
ierlichen Signal. Hier steht also ein Filter zur Verfiigung, der sowohl als ein Operator
im Kontinuierlichen als auch in Form eines quadratischen Volterra-Filters im Diskreten
definiert ist. Auf Grund dieses Zusammenhangs und der damit vorhandenen Moglichkeit,
gewonnene Erkenntnisse auf ein diskretes Signal in der Bildverarbeitung zu iibertragen,
wird fiir das in diesem Abschnitt verwendete kontinuierliche Signal die Wirkungsweise

des Energieoperators untersucht:
Ui fz(8)] = (£(1)* — x(t)i(t) (2.38)

An einem einfachen Signalmodell kann das Mafl der Energie durch diesen Operator
nachvollzogen werden. Dazu wird eine einfache Sinusfunktion der Amplitude A, der

Frequenz w und der Phasenverschiebung ¢ aufgestellt:!8!
x(t) = Asin(wt + ¢) (2.39)

Die Anwendung des Energieoperators auf dieses Signal erzeugt eine konstante Antwort,
die den mafigeblichen Faktor der quadratischen Amplitude enthélt. Es kann bereits jetzt
angemerkt werden, dass diese Eigenschaft auch bei Anwendung auf eine geometrische

Reprisentation des Signals erhalten bleiben sollte:
Ui fz(t)] = (£(1)* — x(t)i(t)
= A%W% cos? (wt + ¢) — Asin(wt + ¢)(—Aw? sin(wt + ¢))

= A% (cos®(wt + ¢) + sin®(wt + ¢))
2 (2.40)
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Fiir andere Formen von Signalen gibt es verschiedene Anpassungen und Verallgemei-
nerungen des Energieoperators. So existiert fiir zweidimensionale Signale beispielsweise
eine komplexwertige Einbettung.l”) Eine sehr allgemeine Form stellt dabei der Energie-
tensor dar, der ebenso fiir zweidimensionale Signale definiert wird. Sowohl der erwdhnte
komplexwertige Operator als auch der hier betrachtete eindimensionale Energieoperator

sind Spezialfille des Energietensors: 1%

Yilz(t)] = [Va(t)][Va(@t)]" — z(¢)Hz(t), Va=[r,z,]", H=VV' (2.41)

Tatséchlich wird hier beziiglich der Verwendung der Ableitungen zumindest dhnlich
vorgegangen werden. Es muss allerdings beachtet werden, dass der Energietensor weiter-
hin ein zweidimensionales, reellwertiges Eingangssignal voraussetzt. Ein solches ist mit
dem Ansatz der hier verwendeten geometrischen Einbettung nicht linger gegeben. Diese
Einbettung erfordert auf Grund des mehrdimensionalen Signals zudem die Verwendung
des geometrischen Produkts. Beziiglich des urspriinglichen Fingangssignals bringt die
geometrische Konstruktion weiterhin einen zusétzlichen Ableitungsschritt mit sich, der
im Energietensor nicht enthalten ist. Wihrend also die prinzipielle Idee des Energieope-
rators weiterverwendet wird, handelt es sich nicht um einen einfachen Spezialfall des
Tensors.

In einem ersten Schritt der Vorbereitung wird nun erneut das Signal der Sinusfunk-
tion (2.39) betrachtet und gemé#f der Vorschrift (2.37) das dazugehérige geometrische
Signal aufgestellt:

X (t) = —Aw cos(wt + ¢)o1 + o2 (2.42)

Die prinzipielle Idee des Energieoperators, die erste und zweite Ableitung des Signals
zu verwenden, wird konsequent fortgefiithrt. Diese werden allerdings in jedem Schritt
vektoranalytisch so berechnet, dass Multivektoren als Summanden bestehen bleiben.

Fiir die Multiplikation wird schliefllich das geometrische Produkt verwendet:

Yl X ()] = (SX ()" — X(8) o X (2)
= (Aw?sin(wt + ¢)o1)? — (—Aw cos(wt + @)o + 02)(Aw® cos(wt + ¢)o1)
= A%t sin® (wt + ¢) + A%w cos?(wt + ¢) + Aw? cos(wt + ¢)ogoy
= A%t — Aw? cos(wt + ¢)I3
= w3 (A%w — I3A cos(wt + ¢)) (2.43)

Das Ergebnis dieser Berechnung ist durchaus mit dem der Anwendung des Energie-

operators vergleichbar. Als erstes ist festzustellen, dass der skalare Anteil des Ergebnisses
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weiterhin die quadratische Amplitude des urspriinglichen Signals enthélt. Trotz der geo-
metrischen Einbettung bleibt also die zentrale Eigenschaft des Energieoperators erhalten.
Aber gerade wegen dieser speziellen Einbettung ergeben sich auch einige Unterschiede
und neuartige Interpretationsmoglichkeiten.

Die Verwendung des zum Signal orthogonalen Vektors bewirkt eine grundlegende
Verdnderung. Oft ist es ndmlich in der Praxis von Interesse, Operatoren zu entwickeln,
die unabhéngig von einer Verschiebung des Signals entlang der Ordinate arbeiten. Das
heifit, ein Operator sollte auf eine Funktion x(¢) ebenso antworten, wie auf eine Funk-
tion Z(t) = z(t) + c. In Bezug auf die Bildverarbeitung wird es dadurch beispielsweise
moglich, gleiche Ergebnisse in dunklen und hellen, aber beziiglich ihrer relativen In-
tensitédtsverdnderungen gleichwertigen Bildbereichen zu erzielen. Weder der klassische
Energicoperator noch der allgemeine Energietensor behandeln aber dieses Problem. !
Die geometrische Einbettung dagegen enthélt einen zusétzlichen, impliziten Differentiati-
onsschritt. Diese Vorgehensweise fiihrt dazu, dass schon vor der eigentlichen Anwendung
des Operators ein mogliche Verschiebung des Signals entlang der Ordinate irrelevant

wird.

Betrachtung der lokalen Phase

Eine weitere interessante Eigenschaft kann im kontinuierlichen Modell der vorgeschlage-
nen geometrischen Einbettung festgestellt werden. Bei der Herleitung der oben genann-
ten Eigenschaften wurde von einem reellwertigen Signal der Form z(t) = Asin(wt + ¢)
ausgegangen. Diese Funktion enthélt also die eigentlichen Daten, bevor diese einem ers-
ten Verarbeitungsschritt unterzogen werden.

Nun lohnt sich ein Blick auf die eindimensionale Hilberttransformation, die aus einem
reellwertigen Signal den imaginéren Anteil des sogenannten analytischen Signals erzeugt:

i(t) = H{z}(t) = (x* 7)(¢) (2.44)

i

Die Hilberttransformation kann dabei einfacher im Frequenzraum als im Ortsraum

durchgefiihrt werden. So werden Fehler bei der Phasenverschiebung vermieden:['?
F{z}(u) = —isgn(u) - F{x}(u) (2.45)

Das analytische Signal setzt sich nun in seinem Realteil aus dem urspriinglichen Signal

und im Imaginérteil aus dessen Hilberttransformation zusammen:

2(t) = x(t) + i - 2(t) (2.46)
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Hier wird ein reellwertiges Signal x vorausgesetzt. Wie an der Darstellung im Frequenz-
raum zu erkennen ist, bewirkt die Hilberttransformation dann eine Phasenverschiebung
um |Z| und es gilt 2%(¢) + 2%(¢t) = 1. Das heifit, Real- und Imaginérteil stehen in soge-

nannter Quadratur-Phasenbeziehung zueinander.

Es ist hervorzuheben, dass die Hilberttransformierte der Funktion sin(t) gerade durch
— cos(t) gegeben ist. Nun fillt auf, dass die Anwendung des Energieoperators g (2.43)
auf das geometrische Signal X (2.42) genau diesen Zusammenhang im pseudoskalaren

Anteil wiederspiegelt:

x(t) = Asin(wt + ¢) Vg X (1)] = w(A%w — A cos(wt + ¢) I3) (2.47)
#(t)

Zwar erfolgt die Berechnung nicht iiber die tatséchliche Hilberttransformation und das
FErgebnis enthélt zusétzliche Faktoren, aber dennoch kann die entsprechende Information
herausgelesen werden. Eine weitere interessante Eigenschaft ist dabei, dass sich diese
Information im pseudoskalaren Anteil anfindet. Dieser Anteil entspricht der imaginiren
Einheit der komplexen Zahlen. Es kann also eine Ahnlichkeit zum imaginiren Anteil des

analytischen Signals festgestellt werden.

Trotz der leichten Abweichungen von dem eigentlichen analytischen Signal ist dieses
Operatorverhalten bemerkenswert, denn das analytische Signal ist die Grundlage fiir das

Konzept der momentanen oder lokalen Phase:

H(t) = tan "L (Im{z(¢)}, Re{z(t)}) (2.48)

Diese momentane Phase ermoglicht wiederum das Klassifizieren von Kanten und Li-

nien im Signal nach steigender oder fallender Flanke.

Der Energieoperator wird im Diskreten durch den Teager-Filter approximiert. Dieser
Filter wird unter anderem fiir die Detektion von Kanten verwendet. Im kontinuierlichen
Modell der geometrischen Einbettung wurde nun festgestellt, dass im pseudoskalaren
Anteil der Operatorantwort eine Information steckt, die sich &hnlich der lokalen Phase
verhilt. Dies gibt Anlass zu der Interpretation, dass neben der Kantendetektion auch eine
Bestimmung der Kantenorientierung méglich ist. Die durchgefiihrte theoretische Unter-
suchung des geometrischen Signals motiviert damit auch eine Umsetzung im Diskreten,

um auf Anwendungen in der Bildverarbeitung hinzuarbeiten.
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2.4 Der eindimensionale Teager-Filter

Die geometrische Einbettung im Diskreten

Der Teager-Filter ist ein typischer quadratischer Filter, der zur Kantendetektion und
Kontrastverbesserung eingesetzt wird. Die Anwendung des Operators im Diskreten ist
ein erster Schritt zur praktischen Anwendbarkeit der im vorigen Abschnitt gewonnenen
theoretischen Erkenntnisse.

Im Vergleich zu linearen Filtern ist dieser Filter weniger anfillig gegeniiber Rauschen.
Die zweidimensionale Variante eignet sich daher gut fiir die Bildverarbeitung und wird
im Abschnitt 3.2 des folgenden Kapitels beschrieben. In diesem Abschnitt sollen zuvor
einige grundlegende Eigenschaften der reellwertigen Filterantwort mit denen der multi-
vektoriellen Filterantwort verglichen werden. Im Sinne der Anschaulichkeit wird der Fall

eines eindimensionalen Signals betrachtet:
.7 —R (2.49)

Die Konstruktion der geometrischen Form dieses diskreten Signals erfolgt in einer
dem kontinuierlichen Modell sehr dhnlichen Weise. Basierend auf dem eigentlichen Si-
gnal werden die Datenpunkte zunschst in vektorieller Form in die euklidische Ebene R?
iibertragen:

x:Z —R? x(n)=n-e;,+x(n) e (2.50)

Die im Kontinuierlichen verwendete Ableitung wird durch den Differenzoperator er-
setzt. Dieser wird hier so definiert, dass die Anwendung sowohl auf die reellwertigen
Datenpunkte des urspriinglichen Signals als auch auf die vektoriellen Datenpunkte in

der euklidischen Ebene erfolgen kann:
Aplz(n)]:Z = R™, Apfz(n)]=x(n+1) —x(n) (2.51)

Anschaulich formuliert wird nun zwischen jeweils zwei sequentiell aufeinander folgen-
den Datenpunkten ein Vektor aufgespannt und der dazu orthogonale Vektor gebildet,
so dass dieser ebenfalls in der euklidischen Ebene liegt. Die Erzeugenden o1 und oo der

Algebra Go werden wiederum mit den euklidischen Basisvektoren e, und e, identifiziert:
X :7Z — Gy, X(n)=-A1[z(n)] o1+ o9, X (n) = e, x Agz(n)] (2.52)

Es ist anzumerken, dass in jeder praktischen Implementierung die Anzahl der Daten-

punkte N endlich sein wird. Die hier beschriebene geometrische Konstruktion reduziert
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Abbildung 2.2: Diskretes, reellwertiges Signal, in Blau dargestellt, mit iiberlagert dargestelltem
geometrischen Signal, in Magenta.

diese Zahl auf N — 1 Normalenvektoren. Dies begriindet, dass die vektoriellen Daten des
in Abbildung 2.2 gezeigten Beispiels nicht an den tatséchlichen Positionen der Daten-
punkte sondern vielmehr auf den dazwischenliegenden Verbindungen visualisiert werden.
Dort wird weiterhin ersichtlich, dass das geometrische Signal nicht nur in Form der Ori-
entierung geometrische Information erzeugt. Da die Vektoren nicht normalisiert werden,

enthélt der Betrag ebenso ein Ma#f fiir die Steigung des Signals.

Definition des eindimensionalen Teager-Filters

Nach Definition des diskreten geometrischen Signals fiir den eindimensionalen Fall wird
nun der dazu passende Teager-Filter eingefiihrt. Dieser wird ausschliefllich {iber einen

Volterra-Kern zweiter Ordnung definiert:

hy : Z2 — R, hy(ky, k) = 6(k1, ko) — 0(k1 + 1,ky — 1) (2.53)

Die Antwort des Teager-Filters auf ein eindimensionales Signal kann als eine dement-
sprechende Funktion angegeben werden. Die Anwendung des Volterra-Kerns auf das
diskrete geometrische Signal wird mittels der multivektoriellen Faltung realisiert. Da

der verwendete Kern rein skalar ist, kann gleichermafen die linksseitige (2.30) wie die
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rechtsseitige Faltung (2.31) gewiihlt werden:

Y (n) = (he *; X)(n)
= (X #r ha)(n)
=X?’n)—X(n—-1)X(n+1) (2.54)

Verhalten als Kantendetektor

In der Praxis wird der Teager-Filter unter anderem als ein Kantendetektor verwendet.
Dabei spielt vor allem seine Stabilitéit gegeniiber Signalrauschen eine wichtige Rolle.
Auf diesen Aspekt wird im nachfolgenden Kapitel in Abschnitt 3.2 ndher eingegangen.
Hier sollen vorerst grundlegende Eigenschaften der Filterantwort im Diskreten betrachtet
werden. Der eindimensionale Fall eignet sich gut, um manche Sachverhalte anschaulicher
darzustellen.

Die Abbildung 2.3(a) zeigt ein Signal, das zwei Kanten enthélt. So ist zum einen eine
steigende Flanke und zum anderen eine fallende Flanke enthalten. Wird der Teager-Filter
auf dieses reellwertige Signal angewendet, so werden beide Kanten detektiert. Dies ist
hier auf Grund des symmetrischen Charakters des Filters nicht anders zu erwarten.
Dabei ist zu bemerken, dass beide Kanten unabhéingig von steigender oder fallender
Flanke im hoherwertigen Bereich des Signals registriert werden. Es ist in diesem Ansatz
nicht moglich, systematisch die Orientierung der Kante zu bestimmen.

Zum Vergleich enthélt die Abbildung 2.3(b) die Antwort des Teager-Filters auf das
geometrische Signal. Dabei ist zu bemerken, dass N urspriingliche Datenpunkte in N —1
Vektoren iiberfithrt wurden. Der Teager-Filter arbeitet nun auf genau diesen Vektoren.
Die einzelnen Vektoren der entsprechend multivektoriellen Filterantwort sind damit nicht
linger einem Datenpunkt des reellwertigen Signals zuzuordnen, sondern vielmehr dem
Ubergang zwischen zwei solchen Datenpunkten.

Der Filter antwortet mit einem skalaren Impuls genau an der Position der Kante. Die
Detektion und Lokalisation ist also weiterhin moglich. Zusétzlich existiert nun aber ein
pseudoskalarer Anteil in der Filterantwort. Dieser zeichnet sich durch ein sehr interessan-
tes Verhalten aus.

Der pseudoskalare Anteil ist an der Position der Kante gerade Null. Anders jedoch in
den einer Kante benachbarten Positionen. Dort existiert ein pseudoskalarer Anteil, der
echt verschieden von Null ist. Zudem gibt er Aufschluss {iber die Orientierung der Kante.
Im Falle eines reellwertigen Signals wurde die Symmetrie bei der Beschreibung des Fil-

terverhaltens angesprochen. Es handelt sich bei dem lokal betrachteten Unterschied der
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Abbildung 2.3: Antwort des Teager Filters auf eine Kante steigender sowie fallender Flanke;
das Eingangssignal ist in beiden Fillen in Schwarz hervorgehoben: (a) Die
Antwort auf das reellwertige Signal in Blau und (b) die Antwort auf das geo-
metrische Signal mit dem skalaren Anteil der Antwort in Blau sowie dem pseu-
doskalaren Anteil in Rot.
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steigenden und fallenden Flanke um die gleichen Eingangsdaten in lediglich verdnderter
Reihenfolge. Fiir das multivektorielle Signal muss nun die Antikommutativitit des geo-
metrischen Produkts beachtet werden. Gerade diese Eigenschaft fiithrt dazu, dass sich

bei einer umgekehrten Reihenfolge der Daten das Vorzeichen dndert.

Die geometrische Einbettung und das spezielle multiplikative Verhalten, das die geo-
metrische Algebra dem Filter aufpragt, erweitern somit die Interpretierbarkeit der Fil-

terantwort.

Der skalare Anteil ermdoglicht die Detektion und Lokalisierung von Kanten. Durch das
Betrachten der pseudoskalaren Anteile in den der so lokalisierten Kante benachbarten

Positionen kann die Orientierung festgestellt werden.

Es konnte also bisher festgestellt werden, dass der Teager-Filter seine Eigenschaft als
Kantendetektor auch bei der Anwendung auf multivektorielle Signale beibehélt. Die Be-
trachtung des kontinuierlichen Modells hatte dies bereits voraussehen lassen. Zudem
konnte der pseudoskalare Anteil der Filterantwort als ein Mafl fiir die Orientierung

bestétigt werden.

Verhalten als Liniendetektor

Neben der Kantendetektion kann das Verhalten des Filters auch an Linien verglichen
werden. Abbildung 2.4 vergleicht die Antworten des Teager-Filters auf reellwertige und
geometrische Signale unterschiedlicher Auspriagungen. Es werden drei verschiedene For-
men von Linien betrachtet. Dabei wird zwischen positiven und negativen Linien unter-

schieden, sowie die Auswirkungen einer Verschiebung entlang der Ordinate untersucht.

Im Fall des reellwertigen Signals fithren sowohl die positive als auch die negative Linie
bei einer Grundlinie auf dem Nullniveau zu gleichen Filterantworten. Dies ist auf den
quadratischen Term des Filters zuriickzufiihren, der das Vorzeichen des Signals in diesem
Fall auflost. Eine Unterscheidung der Ausrichtung ist hier anhand der Filterantwort nicht
moglich.

Das Verschieben der Linie entlang der Ordinate fithrt zu einer ausgeprigteren Fil-
terantwort. Diese konnte hier einen Ansatz zur Interpretation geben. Es ist jedoch festzu-
stellen, dass &hnliche Antworten auch mit andersartigen Signalen erzeugt werden kénnen.
Dies ist beispielsweise mit einer sich vollstindig im negativen Bereich befindlichen Linie
anderer Ausrichtung moglich. Dort wiirden dann im Vergleich zu der hier dargestellten
Linie die gleichen und damit in diesem Fall falschen Schlussfolgerungen beziiglich der

Orientierung der Linie gezogen werden.
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Die gleichen Signale werden nun in das geometrische Signal umgerechnet und ebenso
durch den Teager-Filter verarbeitet. Die Filterantwort weist nun zusétzliche Komponen-
ten auf, worauf sich neue Interpretationsmoglichkeiten ergeben.

Zunichst fallt auf, dass die Linie in allen drei Féllen mittels der links wie rechts an-
grenzenden Vektoren in zwei separate Kanten unterteilt wurde. Diese Kanten wurden
durch den Filter detektiert. Auch hier ist die Ausrichtung der Kanten durch den jeweils
benachbarten pseudoskalaren Anteil feststellbar. Es ist hervorzuheben, dass die Lokali-
sierung einer Linie durch zwei direkt benachbarte vektorielle Kanten eindeutig moglich
ist. Zusétzlich kann die Ausrichtung dieser Linie festgestellt werden, indem die den je-
weiligen Kanten zugeordnete pseudoskalare Information verwendet wird.

Wie durch die Art der geometrischen Konstruktion weiterhin zu erwarten war, hat
die Verschiebung des Signals entlang der Ordinate in diesem Fall keinen Einfluss auf die
Filterantwort. Die Filterantworten auf die urspriingliche und die verschobene negative
Linie sind im Fall des geometrischen Signals identisch.

Insgesamt konnten in diesem Kapitel also weitreichende Ergebnisse erzielt werden.
Nach der Einfiihrung quadratischer Filter und dem Konzept der geometrischen Alge-
bra wurde ein auf reellwertigen Daten basierendes geometrisches Signal konstruiert. Die
Anwendung eines klassischen Operators und quadratischen Filters darauf fiihrte im Kon-
tinuierlichen wie im Diskreten zu interessanten Merkmalen in der Filterantwort. Dadurch
wird die Ubertragung der Methode in die zweidimensionale Bildverarbeitung motiviert.

Dies geschieht im nun folgenden Kapitel.
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Abbildung 2.4: Die Antwort des Teager-Filters auf verschiedene Arten von Linien, jeweils in
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Schwarz hervorgehoben, zunichst fiir das reellwertige Signal einer (a) positi-
ven Linie, (b) negativen Linie und (c) einer negativen Linie bei Verschiebung
entlang der Ordinate; (d) bis (f) zeigen die Antworten auf das entsprechende
geometrische Signal mit dem skalaren Anteil der Antwort in Blau und dem
pseudoskalaren Anteil in Rot.



3 Entwurf des multivektoriellen Teager-Filters

3.1 Uberblick

Im vorherigen Kapitel wurde der eindimensionale Teager-Filter betrachtet. Im klassi-
schen Fall handelt es sich hierbei um einen einfachen Kantendetektor fiir reellwertige
Signale, der durch einen quadratischen Volterra-Kern definiert wird. Durch die Kon-
struktion eines geometrischen Signals wurde eine entsprechend multivektorielle Filterant-
wort generiert. Der reellwertige Kern des Filters wurde allerdings nicht modifiziert. Die
Anwendung des Filters erfolgte durch die Faltungsoperation in geometrischer Algebra.
Wihrend das charakteristische Verhalten des Teager-Filters im skalaren Anteil der Ant-
wort erhalten blieb, konnte ein zusétzlicher Informationsgewinn in der pseudoskalaren
Komponente festgestellt werden.

Das Verfahren soll nun auf ein zweidimensionales Signal iibertragen und weiterfiihr-
end untersucht werden. In dem nachfolgenden Abschnitt dieses Kapitels wird dazu der
zweidimensionale Teager-Filter vorgestellt. Fiir das weitere Vorgehen ist dann die ent-
sprechend zweidimensionale Formulierung des geometrischen Signals erforderlich. Die
direkte Verallgemeinerung der bisherigen Konstruktion ist allerdings nicht méglich. Da-
her wird eine fiir zweidimensionale Signale spezifische Variante entwickelt.

Das geometrische Signal wurde bisher in einem Schritt der Vorverarbeitung berechnet.
Fiir die Anwendung des eigentlichen Filters wird es als bereits gegeben vorausgesetzt.
Die Erzeugung des geometrischen Signals ist somit nicht formal in die Signalverarbei-
tung integriert. Das Ziel des Filterentwurfs soll aber sein, ein reellwertiges Signal direkt
verarbeiten zu kénnen. Dazu wird die Berechnung des zweidimensionalen geometrischen
Signals mathematisch aufbereitet und als ein Faltungskern in geometrischer Algebra for-
muliert. Auf dieser Grundlage entsteht der multivektorielle Teager-Filter, dessen Ant-
wort, auf ein reellwertiges Signal gerade der Antwort des klassischen Teager-Filters auf
das konstruierte geometrische Signal entspricht. Damit entfillt die bisher notwendige
Vorverarbeitung, wihrend weiterhin dquivalente Ergebnisse erzielt werden.

Der multivektorielle Teager-Filter erlaubt es, die bisher eher phinomenal beschrie-
benen Auswirkungen der geometrischen Einbettung auf formale Weise zu untersuchen.

Im Anschluss an dieses Kapitel werden die verschiedenen Bestandteile und Komponen-
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ten der multivektoriellen Filterantwort separiert und ihre Bedeutung identifiziert. Dies

ermoglicht einen Blick auf die innere Funktionsweise des neu entworfenen Filters.

3.2 Der zweidimensionale Teager-Filter

Als Grundlage der in dieser Arbeit entwickelten multivektoriellen Filter dient der klassi-
sche, reellwertige Teager-Filter. Im vorherigen Kapitel wurde der eindimensionale Teager-
Filter als Approximation des Energieoperators betrachtet. Im Folgenden wird nun der
zweidimensionale Teager-Filter vorgestellt, der als ein isotroper Kantendetektor in der
Bildverarbeitung eingesetzt wird. Neben der Definition wird auch auf seine spezifischen

Eigenschaften eingangen.

Viele Anwendungen in der zweidimensionalen Signalverarbeitung basieren auf der se-
riellen oder parallelen Ausfiithrung von eindimensionalen Konzepten in verschiedenen
Orientierungen und gegebenenfalls der anschlieBenden Uberlagerung der einzelnen Er-
gebnisse. Dieses Vorgehen erlaubt auf sehr einfache Weise die Verwendung von bewéhrten
Verfahren der eindimensionalen Signaltheorie in zweidimensionalen Anwendungsgebie-
ten wie etwa der Bildverarbeitung. Auch im Fall des Teager-Filters wird diese Methode
genutzt und die eindimensionale Definition des Kerns (2.53) fiir die Anwendung in ver-

schiedenen Orientierungen generalisiert.

Es wird in diesem Kapitel also ein diskretes, zweidimensionales Signal betrachtet.
Dieses sei fiir diesen Abschnitt als reellwertig vorausgesetzt. Auf diese Weise kénnen

etwa die Intensititen eines Graustufenbildes reprisentiert werden:

z:7* - R (3.1)

Fiir ein solches Signal existieren vier Moglichkeiten von Achsenorientierungen. Dies
sind die Horizontale, die Vertikale, sowie die zwei Diagonalen. Entsprechend diesen Ori-
entierungen ergeben sich aus dem eindimensionalen Teager-Filter die vier orientierten

Basisfilter yn, yv, yq1 und ygo fiir die Anwendung auf ein zweidimensionales Signal:

yn : Z? — R, yn(m,n) = z“(m,n) — z(m — L,n)z(m + 1,n) (3.2)
yy 1 Z2 — R, yy(m,n) = z?(m,n) — w(m,n —Da(m,n+1) (3.3)
ya1 : Z* — R, yai(m,n) = z*(m,n) —z(m — 1,n — Dz(m + 1,n + 1) (3.4)
Yaz : Z2 — R, yaz(m,n) = 2%(m,n) —x(m +1,n — Dx(m — 1,n + 1) (3.5)
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In der urspriinglichen Form des Teager-Filters geht aus einem Approximationsver-
fahren die Verwendung der zwei orthogonalen Basisfilter gy, und g, in horizontaler und
vertikaler Orientierung hervor.!8! Aus der Uberlagerung ergibt sich somit die orthogonale

Variante des zweidimensionalen Teager-Filters:

Yo : 7 — R, yo(m,n) = yn(m,n) + yy(m,n)
= 22%(m, n)
—z(m—1,n)z(m +1,n)
—z(m,n —1)z(m,n+1) (3.6)

Dieser Filter bietet erwartungsgeméfl Eigenschaften eines zweidimensionalen Kanten-
detektors. Dennoch tritt bei dieser Definition ein Problem auf. Bei der Verwendung des
orthogonalen Teager-Filters ist festzustellen, dass gerade orthogonale Ecken nicht von
dem Filter detektiert werden. Dieser Effekt ist durch die iiberlagerte Arbeitsweise des
Filters zu erklédren. Abbildung 3.1(a) zeigt ein zweidimensionales Signal, dessen linke
obere Ecke eine niedrigere Amplitude als die restliche Umgebung aufweist. Die Antwort
des orthogonalen Teager-Filters in Abbildung 3.1(b) zeigt, dass keine Erkennung der
Ecke stattfindet und somit der Zusammenhang der horizontalen und vertikalen Kante
verloren geht.

Bei Betrachtung des Eingangssignals in jeweils exklusiv horizontaler und exklusiv ver-
tikaler Richtung werden entsprechend der Definition des zweidimensionalen, orthogona-
len Teager-Filters Zeilen und Spalten des diskreten Trigers separat verarbeitet. Eine
Kante entspricht nun einem Sprung in der Amplitude des Signals und es wurde bereits
bei der Betrachtung des eindimensionalen Teager-Filters festgestellt, dass die Filterant-
wort bei Detektion einer Kante gerade an der Position der hoheren Seite dieser Ampli-
tudeninderung auftritt. Es wird deutlich, dass weder der horizontale noch der vertikale
Teager-Filter in seiner jeweiligen Funktion als orientierter Kantendetektor eine Antwort
an der Position der Ecke generieren wird. In der Konsequenz liefert ebenso wenig die
Uberlagerung der einzelnen Filter eine Antwort und damit auch nicht der bisher defi-
nierte zweidimensionale Teager-Filter.

Dieses Verhalten des Teager-Filters ist nicht unbedingt wiinschenswert. Ecken re-
prasentieren je nach Interpretation einen Orientierungswechsel innerhalb einer Kante
oder aber den Beriihrungspunkt von zwei Kanten. Auf ihre spezielle Bedeutung in der
zweidimensionalen Signalverarbeitung wird weiterhin in Kapitel 4 eingegangen. In je-
dem Fall sind sie aber ein Bestandteil von Kanten und sollten als solcher auch von

einem Kantendetektor in die Filterantwort integriert werden. Als eine Losung fiir die-
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(a) (b) (c)

Abbildung 3.1: Antworten verschiedener Teager-Filter auf eine orthogonale Ecke: (a) Eingangs-

signal, (b) Antwort des orthogonalen Teager-Filters durch Uberlagerung von
yn und y, und (¢) Antwort des diagonalen Teager-Filters durch Uberlagerung
von yq1 und yqs.

ses Problem wurde zunéchst die Verwendung des diagonalen Filterpaares yq1 und yq2

vorgeschlagen:[13]

ya:Z* =R, ya(m,n) = yai(m,n) + yas(m,n)
= 22%(m,n)
—z(m—1,n—1)z(m+1,n+1)
—z(m—1,n+ Dz(m+1,n—1) (3.7)
Tatsédchlich wird durch diese Kombination die Erkennung von orthogonalen Ecken
ermoglicht, wie die entsprechende Filterantwort in Abbildung 3.1(c) zeigt. Es ist jedoch
naheliegend, dass dieses Vorgehen die Problematik lediglich verlagert. Bei Betrachtung
einer diagonalen Ecke, wie sie etwa in Abbildung 3.2(a) dargestellt ist, erweist sich wie-
derum das diagonale Filterpaar als untauglich fiir eine zufriedenstellende Erkennung.
Die Antwort des diagonalen Teager-Filters mit der entsprechenden Unterbrechung an
der Position der Ecke zeigt Abbildung 3.2(b). In diesem Fall wire der zuvor betrachtete
orthogonale Teager-Filter die erfolgreichere Variante. Dieser erlaubt, wie in der Filterant-

wort in Abbildung 3.2(c) zu sehen ist, die erfolgreiche Erkennung der diagonalen Ecke.

Es wurden bisher also zwei Varianten des Teager-Filters betrachtet, ndmlich zum einen
diejenige auf Grundlage des orthogonalen und zum anderen die auf Grundlage des diago-
nalen Filterpaares. In beiden Féllen wird eine zuverldssige Detektion von Kanten reali-
siert. Es lassen sich jedoch fiir beide Varianten Beispiele konstruieren, in denen spezielle
Ecken trotz ihres Beitrags zu den vorhandenen Kanten nicht in die jeweilige Filterantwort

integriert werden. Dies zeigt, dass die Wahl der Basisfilter deutlich zu dem Verhalten
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(a) (b) (c)

Abbildung 3.2: Antworten verschiedener Teager-Filter auf eine diagonale Ecke: (a) Eingangs-

signal, (b) Antwort des diagonalen Teager-Filters durch Uberlage}"ung vOon ¥q1
und yqg2 und (c) Antwort des orthogonalen Teager-Filters durch Uberlagerung
von y,, und yy

des resultierenden Filters beitréagt.

Die letztendlich zufriedenstellende Losung fiir das Problem der Eckenerkennung bie-
tet ein neueres Verfahren.['?) Dieses folgt dem Ansatz, die wiederholte Uberlagerung
des orthogonalen und diagonalen Filterpaares zu verwenden, oder anders formuliert die
Uberlagerung siamtlicher vier Basisfilter. So entsteht ein niherungsweise isotroper Filter

iiber einem vollsténdigen 3 x 3 Trager:

y: Z2 — R, y(m>n) = yo(mvn) + yd(mvn)
= yh(mv ’I’L) + yv(mv ’I’L) + ya1 (’I’)’L, ’I’L) + yd?(mv ’I’L)
= 42° n)

,n)x(m+1,n)

H

H

— X

(
—z(m
—xz(m,n — x(m,n+ 1)
(m—1,n—1z(m+1,n+1)
(

—z(m—1,n+1z(m+1,n—1) (3.8)

Der vollsténdige Teager-Filter integriert in allen konstruierten Problemsituationen die
jeweiligen FEcken in die Filterantwort und erfiillt damit die Anforderungen an einen
geeigneten Kantendetektor. Abbildung 3.3 zeigt das Ergebnis sowohl fiir eine orthogonale
als auch eine diagonale Ecke.

Die Wahl des Kerns des zweidimensionalen Teager-Filters wurde nun ausfiihrlich be-
schrieben und motiviert. Im Folgenden soll kurz auf den Vorzug des Teager-Filters ge-
geniiber herkémmlichen linearen Verfahren eingegangen werden. Bei Kantendetektoren
handelt es sich im Allgemeinen um Filter, die bei ihrer Betrachtung im Frequenzraum

eine Hochpasscharakteristik aufweisen. Dies ist dadurch begriindet, dass gerade sprung-
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(a) (b)

Abbildung 3.3: Antworten des vollstindigen Teager-Filters auf (a) eine orthogonale und
(b) eine diagonale Ecke. Zu den jeweiligen Eingangssignalen siehe Abbildun-
gen 3.1(a) und 3.2(a).

hafte Anderungen und Unstetigkeiten in einem Signal an hohe Frequenzen gebunden
sind. Durch Auswahl gerade dieser Frequenzen ist die Erkennung der durch sie cha-
rakterisierten Kanten moglich. Auf Grund dieser Eigenschaft entsteht aber auch leicht
eine Empfindlichkeit solcher Filter gegeniiber Signalstérungen, die sich in eben diesem
Frequenzbereich befinden und im Fenster des lokal begrenzten Filterkerns vergleichbare
Eigenschaften einer Kante aufweisen. Solche Stérungen treten beispielsweise als binéres
oder iiberlagertes Rauschen auf. In der Bildverarbeitung entsteht dieses Problem durch

fehlerhafte oder verhéltnisméfig ungenaue Sensoren von Digitalkameras und Scannern.

Lineare Filter erweisen sich in der Praxis als vergleichsweise empfindlich gegeniiber Si-
gnalstorungen. Ein haufiges Hilfsmittel ist daher die Verwendung eines Gléttungsopera-
tors, um vor der Anwendung des eigentlichen Filters eventuelle Artefakte und Rauschen
moglichst zu entfernen. Dabei ist problematisch, dass unbeabsichtigt auch tatséichliche
Kanten unterdriickt werden kénnen. Hier muss von Fall zu Fall ein Kompromiss entwi-
ckelt werden. Weiterhin entfillt die Anwendbarkeit des Glattungsoperators dann, wenn
die ermittelten Kanten fiir die Kontrastverbesserung eingesetzt werden. In diesem Fall
muss zu Gunsten der Bildschérfe auf die vorangehende Gléattung verzichtet werden. Eine

Rauschunterdriickung ist dann kaum noch zu realisieren.

Der quadratische Teager-Filter ermoglicht es, ausgewédhlte Paare von Datenpunkten
miteinander zu vergleichen, und auf dieser Basis einen stabileren Objektzusammenhang
zu erzeugen. Durch diese Methode wird der Einfluss vereinzelter Fehler im Signal ver-
ringert und das Ergebnis insgesamt deutlich verbessert. Abbildung 3.4 zeigt anhand
eines verrauschten Signals den Vorteil des Teager-Filters gegeniiber dem Laplace-Filter,
einem typischen Beispiel fiir einen linearen Kantendetektor. Wahrend zwar beide Fil-
ter die Kante an sich detektieren konnen, erzeugt der Teager-Filter eindeutig weniger
fehlerhafte Beitrage.
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(a)

(c)

Abbildung 3.4: Ergebnisse der Anwendung verschiedener Filter auf ein verrauschtes Signal

nach anschlieBender Verwendung eines adaptiven Schwellenwerts:'4 (a) Ein-

gangssignal, (b) Antwort des Laplace-Filters und (c) Antwort des reellwertigen
Teager-Filters.

Insgesamt sind also zwei hauptséchliche Eigenschaften des klassischen Teager-Filters
festzuhalten. Zum einen bietet dieser quadratische Filter im Vergleich zu linearen Opera-
toren eine erhdhte Stabilitdt gegen Signalstérungen. Insbesondere falsch positive Ergeb-
nisse werden vermieden. Zum anderen basiert der Kern auf der Uberlagerung verschie-
dener Basisfilter, die durch den eindimensionalen Teager-Filter motiviert sind und sich
jeweils nach den moglichen Orientierungen im Signal richten. Wihrend diese Basisfilter
vergleichbare Eigenschaften teilen, bestimmt ihre spezifische Auswahl das Verhalten des
Teager-Filters im Detail, etwa bei der Verarbeitung von Ecken. Diese zwei Eigenschaften
werden nach dem nun folgenden Entwurf des multivektoriellen Teager-Filters erneut in
Kapitel 4 aufgegriffen und fiir den Vergleich der klassischen mit der multivektoriellen

Variante verwendet.

3.3 Konstruktion des geometrischen Signals

Als Grundlage des Entwurfs des multivektoriellen Teager-Filters dient zunéchst ein geo-
metrisches Signal, welches mittels des klassischen Teager-Filters verarbeitet wird. Der
einleitenden Entwicklung des eindimensionalen geometrischen Signals aus Kapitel 2 fol-
gend soll hier eine dhnliche Konstruktion erfolgen. In diesem Abschnitt wird also weiter-
hin der rein reellwertige Teager-Filter verwendet. Erst im nachfolgenden Abschnitt 3.4
wird der definierende Einfluss der geometrischen Algebra von dem Signal auf den Filter-
kernel verlagert.

In einem ersten Schritt der geometrischen Einbettung findet eine Methode aus der Dif-

ferentialgeometrie Anwendung. Das reellwertige Signal  wird in der Form einer Hohen-
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(a) (b)

Abbildung 3.5: Beispiel fiir die Berechnung der Orientierungsvektoren auf Grundlage zweier
Differenzoperatoren: (a) Eingangssignal und (b) Ergebnis mit inkonsistentem
Verhalten an den Ecken. Orientierungsvektoren in Bereichen homogener Inten-
sitdt des Eingangssignals sind orthogonal zur Bildebene ausgerichtet und nicht
dargestellt.

karte in eine vektorielle Darstellung iiberfiihrt. Diese Hohenkarte kann als eine diskrete
Form eines Monge-Patch angesehen werden.!'”! Dadurch wird ein erstes vektorielles Si-

gnal im euklidischen Raum erzeugt:
x:Z? =R} x(mn)=m-e,+n-e,+x(mn)- e, (3.9)

Ahnlich der Beschreibung des eindimensionalen geometrischen Signals soll hier die Idee
eines orthogonalen Vektors wieder aufgegriffen werden. Im Falle eines kontinuierlichen
Monge-Patch wire ein solcher Vektor tatséchlich in jedem Ort der Hohenkarte definiert.
Dies ist jedoch fiir den hier vorliegenden diskreten Fall nicht gegeben. Die Problematik

soll im Folgenden kurz verdeutlicht werden.

Zur Entwicklung des zweidimensionalen Teager-Filters wurde im vorangegangen Ab-
schnitt 3.2 bereits die Methode der orientierten Uberlagerung eindimensionaler Konzepte
beschrieben und ausfiihrlich verwendet. Der zur eindimensionalen Konstruktion des geo-
metrischen Signals analoge Ansatz wiirde somit auf zwei Differenzoperatoren, etwa A,
und A, basieren. Abbildung 3.5 zeigt des Resultat dieses Verfahrens, bei dem zunéchst
die eindimensionalen geometrischen Signale separat in horizontaler und vertikaler Ori-

entierung berechnet und die Ergebnisse anschlielend iiberlagert wurden.

Das Eingangssignal des gewahlten Beispiels enthélt insbesondere Ecken in verschiede-

nen Orientierungen. Die an diesen Orten berechneten Orientierungsvektoren verdeutli-
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chen das Problem dieses ersten Ansatzes. Die Resulte weisen dort keine einheitliche Cha-
rakteristik auf. Weiterhin werden sie dem Zusammentreffen zweier Kanten nicht gerecht,
da in einigen Féllen die Priisenz einer der Kanten nicht durch den Orientierungsvektor

reprisentiert, sondern vielmehr ignoriert wird.

Die Ursache ist nachvollziehbar. Bei Betrachtung der Wirkungsweise der zwei Diffe-
renzoperatoren an einem festen, aber beliebigen Aufpunkt wird ersichtlich, dass lediglich
der rechte sowie der untere Nachbar in die Berechnung des Orientierungsvektors einbezo-
gen werden. Der diagonal versetzte Nachbar rechts unterhalb des Aufpunkts hat dagegen

keinen Einfluss auf das Ergebnis.

Es ist also festzuhalten, dass der Ansatz der direkten Verallgemeinerung des eindimen-
sionalen geometrischen Signals keine zufriedenstellenden Ergebnisse fiir den zweidimen-
sionalen Fall erzielen kann. Auf Grund dieser Resultate ist der Ansatz als Grundlage fiir
den Entwurf eines sich gleichméfig verhaltenden Filters ungeeignet. Nachfolgend wird
daher ein Orientierungsvektor fiir zweidimensionale Signale entwickelt, der diese Pro-
blematik behebt. Um einen solchen gleichméfligen Orientierungsvektor zu berechnen,
wird ein Verfahren beschrieben, dass vier benachbarte Datenpunkte integriert. Wiahrend
der nachfolgenden Herleitung dient die Abbildung 3.6 der Veranschaulichung einzelner

Entwicklungsschritte.

Einleitend wird zunéichst erneut das reellwertige Signal betrachtet. In einem beliebigen,
aber festen Aufpunkt (m,n) € Z? integriert das Verfahren nun den Wert des Signals in
diesem Aufpunkt mit dem Wert des rechten, unteren und diagonalen Nachbarn. Es wird

der Mittelwert w dieser vier Datenpunkte gebildet:

w=L(z(m,n) +2(m+1,n)+z(mn+1)+z(m+1,n+1)) (3.10)

Ein Mittelwert kann ebenso in der zuvor beschriebenen Hohenkarte (3.9) bestimmt
werden. Es ergibt sich dann der vektorielle Mittelpunkt w, der sich im dreidimensionalen

Raum der Hohenkarte im Zentrum der vier vektoriellen Datenpunkte befindet:

w = +(x(m,n) +x(m+1,n) + z(m,n+1)+x(m+1,n+1))
=(m+1)-e+(n+3) e +w-e; (3.11)

Nun kénnen vier Richtungsvektoren d; angegeben werden, die jeweils von diesem Mit-

telpunkt w auf die umliegenden vektoriellen Datenpunkte der Hohenkarte ausgerichtet
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Abbildung 3.6: Konstruktion des gleichméfligen Orientierungsvektors, in Magenta hervorge-
hoben. Die Grundlage bilden die Richtungsvektoren d; bis d4, ebenfalls in
Magenta dargestellt, die vier miteinander benachbarte Datenpunkte in Relati-
on zu deren Mittelwert setzen.
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sind:

d; : 7?> - R3, di(m,n) = x(m,n) — w
= boe byt (almon) ) . (312)

da(m,n) =x(m+1,n) —w

—lie,—beyt(@mt1n) —w) e (3.13)

ds(m,n)=x(m,n+1) —w
=—%-e+3 e+ @mnt+l)—w)- e, (3.14)
diy(m,n) =xz(m+1,n+1)—w

Lt loe (@mAlnt ) —w) e, (3.15)

Die jeweiligen Koeffizienten der Basisvektoren e, und e, lassen erkennen, dass diese
Vektoren d; beziiglich der zy-Ebene in eine vom Signal unabhéngige Richtung zeigen.
Werden die Vektoren also auf diese Ebene projiziert, das heifit der Anteil der e, Kom-
ponente zu Null gesetzt, kann ein jeweils orthogonaler Vektor angegeben werden, der
ebenfalls in der zy-Ebene liegt. Mit Hilfe des so konstruierten orthogonalen Vektors
in der xzy-Ebene und des jeweils urspriinglich zugeordneten Richtungsvektors d; wird
eine Ebene im Raum aufgespannt. Mittels des Kreuzprodukts wird der dazugehorige
Normalenvektor IV; gebildet:

N;:7* =R} Ny=dix (e, —e,) (3.16)
Ny =dy x (e; + ey (3.17)
N3 =d3 x (—e; —ey) (3.18)
Ny=dyx (—e; +ey) (3.19)

Die nun berechneten Normalenvektoren IV; beschreiben das Verhiltnis jeweils eines
der vier benachbarten Datenpunkte zu deren Mittelwert. Der Hohenunterschied der Da-
tenpunkte, beziehungsweise der Intensititsunterschied bezogen auf das urspriingliche
Signal, wird dabei gleich durch zwei Groflen vermittelt. Zum einen ist dies die Ausrich-
tung der Normalenvektoren, da ein groerer Intensitétsunterschied im Signal dazu fiihrt,
dass die Richtungsvektoren d; einen grofleren Koeflizienten in der e, Komponente auf-
weisen. Entsprechend stérker neigt sich der Normalenvektor. Zum anderen erhoht sich

damit aber auch der Betrag der Vektoren, der sich, da keine Normalisierung stattfindet,
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(a) (b)

Abbildung 3.7: Beispiel fiir die Berechnung der Orientierungsvektoren des hier entwickelten
zweidimensionalen geometrischen Signals: (a) Eingangssignal und (b) Orientie-
rungsvektoren mit insbesondere in den Ecken gleichméfligem Verhalten. Orien-
tierungsvektoren in Bereichen homogener Intensitit des Eingangssignals sind
orthogonal zur Bildebene ausgerichtet und nicht dargestellt.

ebenfalls auf die Normalenvektoren tibertrigt.

Es ist aber auch zu betonen, dass ein gleichméfliges Anheben von vier derart verbun-
denen Datenpunkten keine Auswirkung auf die Normalenvektoren hat. Da die zugrun-
deliegenden Richtungsvektoren d; auf dem Mittelwert w basieren, wird jede absolute
Verschiebung kompensiert. Lediglich das relative Verhéltnis der vier Datenpunkte un-
tereinander beeinflusst das Resultat der Normalenvektoren. In Kapitel 4 werden die

Auswirkungen dieser Eigenschaft auf das Filterverhalten deutlich.

Die Konstruktion der vier Normalenvektoren INV; wurde nun ausfiihrlich erklart. So ist
schliefflich die Berechnung des angestrebten gleichméfigen Orientierungsvektors moglich,
der sich durch den einfachen Mittelwert der Normalenvektoren ergibt. Dieser Orientie-
rungsvektor wird in die Algebra Gs eingebettet und bildet so schliefflich das zweidimen-

sionale geometrische Signal X:

X:Z2—>g3, n—

B~ =

4
ZNk(n) ey =01, ey =09, €, =03 (3.20)
k=1

Abbildung 3.7 zeigt das nun konsistente Verhalten der Konstruktion beziiglich un-
terschiedlich orientierter Ecken. Der Orientierungsvektor des geometrischen Signals re-
prasentiert in jedem Fall eine angemessene Information beziiglich der Intensitétsverhélt-

nisse innerhalb des Eingangssignals.
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3.4 Der multivektorielle Teager-Filter

Im vorherigen Abschnitt wurde das zweidimensionale geometrische Signal entwickelt.
Dies war durch das Vorgehen in Kapitel 2 motiviert, in dem der reellwertige Teager-
Filter auf ein eindimensionales geometrisches Signal angewendet wurde. Die Methode
wurde dort explizit in zwei Schritte unterteilt. Zum einen handelte es sich dabei um die
Vorverarbeitung des reellwertigen Signals zur Berechnung der geometrischen Einbettung.
Dieser Schritt kann als ein Operator X bezeichnet werden, der die spezielle Konstruktion
durchfithrt. Zum anderen wurde dann der klassische Teager-Filter auf diese Einbettung
angewendet, der hier als ein Operator auf Basis eines rein reellwertigen Filters mit T
bezeichnet sei. Das Ergebnis dieser zweistufigen Methode ist ein multivektorielles Aus-

gangssignal, das kurz als Y notiert werden kann:
Y(n) = TIX[s(n)] (3.21)

Es ist hervorzuheben, dass der Teager-Filter selbst zwar mit Hilfe der multivektoriellen
Faltungsoperation auf das geometrische Signal angewendet werden kann, die Berechnung
dieses Signals jedoch auf eine eher informelle und konstruktive Weise erfolgte. Beziiglich
der signaltheoretischen Betrachtungen wurde die Verfiigharkeit des geometrischen Si-

gnals bisher vorausgesetzt und nicht in die formale Signalverarbeitung integriert.

Fiir den zweidimensionalen Fall soll es nun das Ziel sein, die zwei beschriebenen Ein-
zelschritte zu einem Operator T' zusammenzufiihren, so dass das Ergebnis Y durch
die direkte Anwendung eines multivektoriellen Volterra-Filters auf das reellwertige Ein-

gangssignal berechnet werden kann:

Y (n) = (TX)[z(n)] = T[z(n)] (3.22)

3.4.1 Der Kern des geometrischen Signals

Zunéchst muss die geometrisch motivierte Konstruktion der Orientierungsvektoren in
eine Darstellung iiberfiihrt werden, die fiir eine mathematische und signaltheoretische
Betrachtungsweise geeignet ist. Dies soll ein vektorieller Kern sein, der bei Faltung mit

dem reellwertigen Eingangssignal das geometrische Signal erzeugt.

Es ist festzustellen, dass ein Grofiteil der in Abschnitt 3.3 zur Konstruktion des geome-
trischen Signals aufgestellten Formeln auf Konstanten basiert. Die einzelnen Normalen-

vektoren (3.16) bis (3.19) werden beispielsweise durch das Kreuzprodukt zwischen einem
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in nur einer Komponente signalabhéingigen und einem konstanten Vektor bestimmt. Die-

ses Kreuzprodukt kann explizit ausgerechnet werden:

1 1 x(m,n) —w
Ni(m,n) = 3 X |=1| = |z(m,n) —w (3.23)
x(m,n) —w 0 1+1

Jeder der vier verwendeten Normalenvektoren kann auf diese Weise explizit angegeben

werden. Dadurch wird eine kompakte vektorielle Darstellung erreicht:

[—2z(m +1,n) +w]
No(m,n) = | z(m+1,n) —w (3.24)

1 1
L 3t 3 i

[ z(m,n+1) —w |
Nz(m,n) = |—z(m,n+1)+w (3.25)

1 1
212

[—z(m+1,n+1) +w
Nym,n) = |—z(m+1,n+1)+w (3.26)

1 1
212

Das zweidimensionale geometrische Signal (3.20) wurde als der einfache Mittelwert
dieser Normalenvektoren definiert. Bei der Darstellung der gemittelten Normalenvek-
toren durch die kompakten Formulierungen (3.23) bis (3.26) wird deutlich, dass der
Mittelwert w der urspriinglichen Bildpunkte an dieser Stelle entfillt:

) x(m,n) —x(m+1,n)+zxz(mn+1)—z(m+1,n+1)
X (m,n) = 1 x(m,n) +xz(m+1,n)—xz(mn+1)—xz(m+1,n+1) (3.27)
4

Durch diese Formulierung hat die Konstruktion des geometrischen Signals bereits deut-
lich an Komplexitét verloren. Es wird weiterhin erkennbar, dass die folgende Verlagerung
des Operatorfensters keine Auswirkungen auf die Funktionsweise hat: Um der Bestim-
mung eines fiir die Faltungsoperation geeigneten Filterkerns nidher zu kommen, soll der
Aufpunkt nicht mehr wie bisher den linken oberen der vier Datenpunkte bezeichnen,
sondern vielmehr den rechten unteren. Die Verschiebung aller Ortsangaben m und n in

(3.27) um —1 erreicht genau dies und fiihrt zu einer funktional gleichwertigen Definition
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des geometrischen Signals:

) x(m—1,n—-1)—xz(mn—1)+z(m—1,n) —x(m,n)
X(m,n) = 1 z(m—1,n—1)+z(mn—1)—xz(m—1,n) —xz(m,n) (3.28)
4

Anhand dieser Darstellung ist die konstante Komponente des Signals leicht zu erken-

nen. Diese kann bereits jetzt als ein Volterra-Kern der Ordnung Null separiert werden:

ho = [0 0 1}T (3.29)

Nach der Abtrennung des konstanten Terms kénnen die Summanden des geometri-
schen Signals (3.28) weiter separiert werden, so dass die skalaren Anteile des reellwertigen

Signals und zugeordnete konstante, vektorielle Faktoren deutlich werden:

1 T
X(m,n)=ho+z(m—1,n—1) Z[l 1 0}

—_——
h1(171)

-1 1 O}T

h1(0,1)

] =

+z(m,n —1)

+x(m—1,n) i[l -1 O}T

h1(1,0)
1 T
+ 2(m,n) Z[—l 1 0} (3.30)
h1(0,0)

Die Konstanten hq(k,l) dienen nun der Aufstellung des vektoriellen Faltungskerns.
Die jeweiligen Werte konnen aus den einzelnen Zeilen von (3.30) abgelesen und in einer

Matrix vektorieller Elemente der Algebra G3 zusammengefasst werden:

T T
. :[hl(0,0) h1(1,0)]:1 I I (3.31)
mOn m -1 1 O}T 1 O}T |

Die Berechnung des geometrischen Signals kann somit als ein Volterra-Filter formuliert
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werden, der sich aus dem konstanten Kern hy sowie dem linearen Kern h; zusammen-

setzt:
X(n)=ho+ > hi(d)z(n — i) (3.32)

Dies ist ein sehr wichtiges Zwischenergebnis. Die konstruktive Beschreibung des geo-
metrischen Signals wurde in eine mathematische Darstellung iiberfiihrt, die nun einer
in der Signaltheorie iiblichen Formulierung entspricht. Dadurch wird die Verkniipfung
des geometrischen Signals mit signalverarbeitenden Filtern, die ebenfalls durch ihre Fal-
tungskerne definiert sind, erheblich erleichtert. Insbesondere ist es nun moglich, un-
abhéngig von einem Eingangssignal den Faltungskern des geometrischen Signals mit
dem Kern eines beliebigen Filters derart zu verkniipfen, dass wiederum ein neuer, kom-
binierter Faltungskern daraus hervorgeht. So kénnen aus klassischen Operatoren neue,
multivektorielle Filter entstehen. Diese Methode soll im Folgenden auf den Teager-Filter

angewendet werden.

3.4.2 Der multivektorielle Teager-Filter

Die nun in Form eines Volterra-Filters vorliegende Beschreibung des geometrischen
Signals soll mit dem quadratischen Kern des Teager-Filter verkniipft werden. In Ab-
schnitt 3.2 wurde bereits ausfiihrlich das Merkmal des zweidimensionalen Teager-Filters
diskutiert, auf der orientierten Anwendung des eindimensionalen Konzepts zu basieren.
Durch die nun bevorstehende Kombination mit der geometrischen Algebra und der Ver-
wendung des antikommutativen geometrischen Produkts wird neben der Orientierung
auch die Richtung des Filters eine Rolle spielen. So wird es etwa im horizontalen Fall
Auswirkungen haben, ob der linke mit dem rechten Nachbarn multipliziert wird, oder
aber der rechte mit dem linken. Fiir eine moglichst allgemeine Betrachtung wird da-
her die Achse sowie die spezifische Richtung der Wirkungsweise des Filters durch einen

Vektor d angegeben:
d=z-e;+y- ey z,y € {-1,0,1} (3.33)

Sei also d im Folgenden beliebig gemif (3.33), aber fest gewihlt. Es sei beachtet, dass
dadurch konsequent nur eine einzelne Richtung betrachtet wird und nicht wie im Falle
des vollstindigen zweidimensionalen Teager-Filters die Uberlagerung mehrerer orientier-
ter Basisfilter. Diese Vorgehensweise erleichtert die folgenden Rechnungen und schriankt
dabei die Moglichkeiten des Filterentwurfs nicht ein. Das Uberlagerungsprinzip kann

spater auf den gerichteten multivektoriellen Filter gleichermaflen angewendet werden.
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Zunéchst wird nun der bekannte quadratische Volterra-Kern des Teager-Filters fiir die
durch d bestimmte Achse und Richtung notiert. Dies entspricht einer verallgemeinerten

Form der vier urspriinglichen Basisfilter (3.2) bis (3.5):
hy : 72 x 72 =R, ho(k,1) =d(k)é(l) — 6(k + d)5(l — d) (3.34)

So entsteht ein gerichteter Operator Ty, der als Teager-Filter auf das bereits vektoriell
eingebettete Signal X wirkt. Bis hier gleicht die Vorgehensweise also der des eindimen-

sionalen Falls:

=> > hk)X(n-k)X(n -1 (3.35)
k l

Um den Kern hs nun schrittweise mit den Kernen hg und h; des geometrischen Si-
gnals zu verkniipfen, wird zunéchst eine Hilfsfunktion v definiert, die fiir zwei gegebene
Parameter m und n das geometrische Produkt des Eingangssignal an diesen Positionen
berechnet:

v: 72> x 7% — Gs, wv(im,n)=X(m)X(n) (3.36)

Durch Einsetzen dieser Funktion in (3.35) kann die Anwendung des gerichteten Teager-
Filters in Form einer vierdimensionalen Faltung beschrieben werden, die sich aus der
quadratischen Natur des Kerns ho sowie der Zweidimensionalitdt des urspriinglichen
Signals ergibt:

=3 ha(k,l)o(n —k,n - 1) (3.37)
k l

Die Definition (3.32) des geometrischen Signals wird in die Funktion v eingesetzt und

das Produkt ausmultipliziert. Es entstehen dabei vier Terme:

vo(m,n) = h3 (3.38)
v1a(m,m) Zhl ) hox(m — 4) (3.39)
'Ulb m, TL Z ho hl ) (340)

=" hi(@) ha(g)z(m — i)z (n — j) (3.41)
U |

Man beachte dabei, dass die Terme (3.39) und (3.40) sich sowohl in der jeweils exklu-
siven Verwendung des Arguments m beziehungsweise n unterscheiden, als auch in der

Reihenfolge der Multiplikation der vektoriellen Faktoren. Die Funktion v stellt sich nun
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als die Summe dieser vier Terme dar:

v(m,n) = vg(m,n) + viy(m,n) + vi,(Mm,n) + ve(m,n) (3.42)

Auf Grund der Linearitéit der Faltung koénnen nun die Auswirkungen des Operators Tg
auf die einzelnen Terme (3.38) bis (3.41) separat untersucht werden. Dabei wird die Ei-
genschaft genutzt, dass der Faltungskern dieses Operators in nur zwei Féillen verschieden

von Null ist:
ho(k,l)=1 <= k=0A1=0 (3.43)

ho(k,l)=—-1 <= k=d ANl=-d (3.44)
Es wird zuerst die Faltung des Kerns (3.34) des gerichteten Teager-Filters mit dem
konstanten Term (3.38) der Hilfsfunktion v untersucht. Dass sich diese Operation zu

Null summiert, zeigt, dass im Endergebnis kein konstanter, signalunabhéingiger Beitrag

zu erwarten ist:

(hg * vo)(n ZZhgkl h2=h2—h2=0 (3.45)

Es wird nun die Faltung des ersten linearen Terms (3.39) betrachtet. Die Eigenschaf-
ten (3.43) sowie (3.44) des reellwertigen Volterra-Kerns ermdglichen das Auflésen der
Faltung und das Einsetzen von spezifischen Werten fiir die Summationsvariablen k und
l:

(hy * v1a)(n, M) ZZ@I@I Zhl Yho - z((n — k) — 1) (3.46)
_Zm Yho - z(n — 1) (3.47)

—Zhl Yho-z(n—d—1) (3.48)

Fiir die weitere Zusammenfassung dieser Darstellung wird in der Summation (3.48)
die Substitution ¢ + d = p vorgenommen. Zusétzlich wird eine an diese Substitution

angepasste Hilfsfunktion definiert:

hla : Z2 — gg, hla(p) = hl(p — d) (349)

46



Unter der Verwendung einer einheitlichen Summationsvariable kénnen nun die linearen

Faltungen (3.47) und (3.48) in einer gemeinsamen Faltung zusammengefasst werden:

(hg % v15)(n,n) = Z(hl(i) — h1a(2)) ho - z(n — 1) (3.50)

K2

In analoger Vorgehensweise wird auch der zweite lineare Term (3.40) umgeformt. Es
wird dabei eine entsprechende Substitution ¢ — d = q und eine dazugehorige Hilfsfunk-
tion verwendet. Man beachte den Vorzeichenwechsel im Vergleich zu der ersten Varian-
te (3.49):

hi, : Z* — G3, hip(q) = hi(q +d) (3.51)

So ergibt sich auch hier die zusammenfassende Darstellung mittels genau einer linearen
Faltung. In diesem Fall wird jedoch die Konstante hg nicht von rechts, sondern von links

an den Faltungskern multipliziert:

(hg % v11,)(n,m) = Z ho(h1(3) — hyy(3)) - z(n — ) (3.52)

Aus den zwei so erreichten linearen Faltungen (3.50) und (3.52) ergibt sich durch
Uberlagerung ein kombinierter Faltungskern. Dieser Kern fasst alle linearen Faltungs-
operationen zusammen und beschreibt damit bereits den linearen Faltungskern des mul-

tivektoriellen Operators Ty vollstindig:

917> = s, gi(i) = (ha(8) — haa@)) ho + o1 (6) — hun(4) (3.53)

Es bietet sich an dieser Stelle an, die im Laufe der Berechnungen durchgefiihrten
Substitutionen riickgéngig zu machen. Durch Einsetzen ergibt sich ein Faltungskern, der
als eine direkte Funktion gerade derjenigen Kerne angegeben werden kann, die fiir die

Definition (3.32) des geometrischen Signals verwendet wurden:

91(2) = (h1(2) — ha(i — @)) ho + ho(h1(2) — hi (i + d)) (3.54)

SchlieBlich verbleibt noch die Untersuchung des quadratischen Terms (3.41). Auch hier

kann die Faltung des reellwertigen Kerns durch Einsetzen entsprechender Konstanten fiir
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die Summationsvariablen aufgelst werden:
(ha * va)(m Zthkl ZZhl (n— k) = i)a((n—1) - j)
:ZZ"” uxn—z)w(n—g) (3.55)
- ZJZ hi(i) h1(j)z(n —d — i)z(n +d — j) (3.56)
T

Die bereits eingefithrten Substitutionen (3.49) und (3.51) finden nun erneut Anwen-
dung. Dadurch ist es moglich, die Summen (3.55) und (3.56) zusammenzufassen und in

einer gemeinsamen vierdimensionalen Faltung darzustellen:

(ha * v2)( ZZ hi(i — h1a(3) hin(4)) - 2(n —d)z(n —5)  (3.57)

Die als Substitution verwendeten Funktionen kénnen auch hier wieder durch ihre
eigentlichen Definitionen ersetzt werden. So ergibt sich fiir den Operator Ty ein multi-

vektorieller quadratischer Filterkern:
92 T X T2 - Gs, golisg) = ha(6) ha(§) — ha(i — d) b (j + d) (3.58)

So wurde schliellich das Ziel erreicht, die Berechnung des geometrischen Signals und
die Anwendung des reellwertigen Teager-Filters darauf in multivektoriellen Faltungsker-
nen zusammenzufassen. Diese bilden den als multivektoriellen Teager-Filter betitelten
Operator Ty, einen Volterra-Filter, der sich sowohl aus einem linearen als auch aus einem

quadratischen Kern zusammensetzt:

N=> gi@)z(n—i)+ > goli,j)z(n —i)z(n — j5) (3.59)
[ 3 7
= Gi[z(n)] + Galz(n)] (3.60)

Die in Kapitel 2.4 eingefiihrte Kombination eines geometrischen Signals mit dem
Teager-Filter wurde somit nicht nur fiir die zweidimensionale Anwendung erweitert, son-
dern auch so formuliert, dass ihre vollstindige Berechnung durch die einfache Anwendung
eines Volterra-Filters auf das reellwertige Eingangssignal moglich ist.

Die weiterfithrende Untersuchung der Eigenschaften dieses Operators behandelt das
nachfolgende Kapitel auf hauptsichlich experimentelle Weise. Dennoch seien hier zwei

Merkmale analytischer Gestalt hervorgehoben.
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Zum einen wurde festgestellt, dass der multivektorielle Teager-Filter selbst keinen kon-
stanten Bestandteil enthélt. Das Vorhandensein seines linearen Bestandteils ist dagegen
gerade davon abhéngig, dass die Konstruktion des geometrischen Signals wiederum einen
solchen konstanten Bestandteil aufweist. Dies macht der lineare Faltungskern (3.54) des
multivektoriellen Teager-Filters deutlich. Dieser verschwindet, wenn der konstante Anteil
hg des geometrischen Signals zu Null gesetzt wird.

Zum anderen sei hervorgehoben, dass die Berechnung der Kerne des multivektoriellen
Teager-Filters vollstdndig unabhéngig von der tatséchlichen Realisierung des geometri-
schen Signals erfolgte. Tats#ichlich wurde die Definition der Kerne hg und h; an keiner
Stelle verwendet. Daraus folgt, dass der multivektorielle Teager-Filter auf einfachste
Weise an andere geometrische Einbettungen angepasst werden kann. Dies erlaubt einen
groflen Gestaltungsspielraum. So beschreibt der multivektorielle Teager-Filter genau ge-
nommen eine Gruppe von Filtern, deren spezifische Instanzen erst durch die Festlegung
auf eine konkret verwendete geometrische Einbettung des Signals enstehen.

In diesem Kapitel wurde bereits zu Anfang ein solches spezifisches geometrisches Si-
gnal fiir zweidimensionale Anwendungen entworfen. Dieses soll im weiteren Verlauf auch
verwendet werden. Dadurch entsteht ein spezieller multivektorieller Teager-Filter, der
Gegenstand der folgenden Untersuchungen sein wird. Wahrend also die Ergebnisse die-

ses Kapitels teilweise allgemeiner Natur sind, folgen nun spezielle Betrachtungen.
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4 Experimentelle Ergebnisse

4.1 Voraussetzungen

Mit dem vorherigen Kapitel wurde die Herleitung des multivektoriellen Teager-Filters
abgeschlossen. Bestandteil des Gesamtentwurfs ist zum einen die hier vorgeschlagene spe-
zielle geometrische Einbettung reellwertiger Signale. Zum anderen wurde der multivek-
torielle Teager-Filter als Funktion einer beliebigen geometrischen Einbettung eingefiihrt.
Der multivektorielle Teager-Filter stellt damit eine Vorlage fiir viele mogliche Instanzen
multivektorieller Filter dar, die jeweils durch die Wahl einer spezifischen geometrischen
Einbettung definiert werden kénnen.

In diesem Kapitel soll nun die zuvor definierte geometrische Einbettung tatséchlich
mit der Vorlage des multivektoriellen Teager-Filters verkniipft werden, um die konkre-
te Wirkungsweise dieser Kombination zu untersuchen. Es sei daran erinnert, dass der
so definierte Operator aus einem linearen und einem quadratischen Volterra-Operator
besteht. Es werden nun noch einmal die Vorstellungen zusammengefasst, die im Hinter-

grund dieses Entwurfs standen:

— Die skalare Komponente des Filterantwort dient der Kantendetektion. Diese soll-
te sich dhnlich dem klassischen Teager-Filter robust gegeniiber Signalstérungen

verhalten.

— Zusétzlich ist zu erwarten, dass der Filter unabhingig von einer Grundintensitit
des Signals und nur auf Basis des relativen Verhéltnisses zwischen benachbarten

Datenpunkten arbeitet.

— Die iibrigen Komponenten der Filterantwort enthalten Informationen iiber die Ori-

entierung der detektierten Kanten.

Die in der Herleitung verwendete Definition des linearen und des quadratischen Filter-
kerns des multivektoriellen Teager-Filters setzt die Wahl einer gerichteten Achse voraus,
fiir die der Operator realisiert wird. Fiir die Veranschaulichung der Funktionsweise ist

die Wahl beliebig und so wird fiir die hier prisentierten Beispiele die horizontale Ach-
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se in der Richtung von links nach rechts gewéhlt. Daraus folgt die Spezifikation des

1
d=e; = [0] (4.1)

Richtungsvektors:

Einige der in diesem Kapitel vorkommenden Beispiele wenden allerdings auch das
Prinzip der Uberlagerung an, um die Ergebnisse einer tatséchlich zweidimensionalen
Anwendung zu préasentieren. Ganz &hnlich dem Verfahren im Fall des klassischen zwei-
dimensionalen Teager-Filters wird dabei der fiir eine variable Orientierung definierte
Basisfilter entlang verschiedener Achsen ausgefiihrt und die jeweiligen Ergebnisse iiber-
lagert.

Im Folgenden werden nun die konkreten Eigenschaften und Bestandteile des speziellen
multivektoriellen Teager-Filters beschrieben. Dabei kommt eine besondere Bedeutung
der Interpretation der bivektoriellen Komponenten zu. Der Einfachheit halber sei im
Folgenden mit dem Begriff des multivektoriellen Teager-Filters die spezifische Instanz des
Filters in Kombination mit der in Kapitel 3 vorgeschlagenen, speziellen geometrischen

Einbettung gemeint.

4.2 Der Kantendetektor im Vergleich

Demonstration

Im klassischen Fall wird der Teager-Filter als ein reiner Kantendetektor verwendet. Der
Erhalt dieser Eigenschaft ist daher eine naheliegende Anforderung an den Entwurf der
multivektoriellen Variante. Wie auf Grund der Erkenntnisse im Fall des eindimensionalen
geometrischen Signals in Kapitel 2 zu erwarten war, enthélt der multivektorielle Teager-
Filter tatséchlich einen Kantendetektor in der skalaren Komponente. Die Details dieses
Aspekts sollen in diesem Abschnitt betrachtet werden.

Abbildung 4.1 visualisiert die Wirkungsweise des multivektoriellen Teager-Filters als
Kantendetektor, indem der skalare Anteil der Filterantwort dem exemplarischen Ein-
gangssignal tiberlagert dargestellt wird. Man beachte, dass hier der horizontal ausgerich-
tete Operator betrachtet wird, was die selektive Markierung der entsprechenden Kanten
erklart. Dabei begriindet der durch die geometrische Einbettung vergrofierte Einzugsbe-
reich des Filters die Integration der Ecken in die Filterantwort.

Es ist hervorzuheben, dass die &ufleren und die inneren Kanten identisch ausgepragte
Filterantworten hervorrufen, obwohl die inneren Kanten absolut betrachtet eine hohere

Intensitdt aufweisen. Hier bewéhrt sich die Idee, den Filter unabhéngig von solchen
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Abbildung 4.1: Der multivektorielle Teager-Filters als Kantendetektor: Eingangssignal in
Graustufen, der skalare Anteil der Filterantwort iiberlagert in Blau dargestellt.

Anhebungen des Signals zu entwerfen und nur auf den relativen Intensitétsunterschieden

lokal benachbarter Datenpunkte operieren zu lassen.

Qualitat der Klassifikation

Um eine Kante in einem Signal nicht nur fiir einen menschlichen Betrachter hervorzuhe-
ben, sondern auch automatisch weiterzuverabeiten, ist die Klassifikation der einzelnen
Datenpunkte der Filterantwort notig. Dies geschieht im Allgemeinen durch die Anwen-
dung eines Schwellenwertes, der entscheidet, ab welcher Intensitéit der Filterantwort in
einem Ort von einer Kante ausgegangen wird. Dadurch wird die reellwertige Filterant-

wort in eine binédre Form {iberfiihrt, die jeden Punkt des Signals eindeutig klassifiziert.

Natiirlich kann es bei dieser automatischen Verarbeitung zu Fehlern kommen, sei es
durch lokal uneindeutige Daten oder tatséchliche Fehler im Signal, die sich in der Verar-
beitung durch den Filter fortsetzen. Die Einschitzung eines Datenpunkts beziiglich eines
Kriteriums wird dann als ,falsch positiv® (FP) beziehungsweise , falsch negativ® (FN)
bezeichnet, wenn ein Merkmal etwa falschlicherweise als vorhanden klassifiziert wur-
de, beziehungsweise das tatsdchliche Vorhandensein eines solchen Merkmals iibersehen
wurde. Erfolgte die Klassifikation dagegen korrekt, wird sie je nach Vorhandensein des

Merkmals als ,richtig positiv® (TP) oder ,richtig negativ® (TN) bezeichnet.

Aus diesen vier verschiedenen moglichen Einstufungen der Klassifikation eines einzel-
nen Datenpunkts folgen die Begriffe der Sensitivitat und der Spezifitéit. Die Sensitivitét r

ergibt sich dabei als der Anteil der als richtig positiv klassifizierten Datenpunkte von
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allen tatséchlich vorhandenen positiv zu klassifizierenden Datenpunkten:

4TP

"TUTP Yy #FN

(4.2)
Die Sensitivitét eines Klassifikators beschreibt folglich die Wahrscheinlichkeit, dass ein
vorhandenes Merkmal, in dem hier vorliegenden Fall also eine Kante, auch tatséchlich

erkannt wird.

Die Spezifitéit s eines Klassifikators ergibt sich dagegen als der Anteil der als richtig
negativ klassifizierten Datenpunkte von allen tatsichlich vorhandenen negativ zu klas-

sifizierenden Datenpunkten:
#TN

T UTN + #FP

(4.3)

Durch die Sperzifitdt wird also die Wahrscheinlichkeit angegeben, mit der Falschmel-
dungen ausgeschlossen werden konnen. Wiinschenswert ist fiir einen guten Klassifikator
also sowohl eine hohe Sensitivitdt als auch eine moglichst hohe Spezifitdt. Es handelt
sich hier jedoch um konkurrierende Qualititsmerkmale. Bei Erohung des Schwellenwer-
tes werden weniger Datenpunkte als positiv klassifiziert, wodurch ab einem gewissen
Maf auch die Zahl der richtig positiv klassifizierten Daten abnimmt und die Sensitivitét
sinkt. Die Spezifitit steigt jedoch, da sich die Zahl der richtig negativ klassifizierten
Daten durch einen erhéhten Schwellenwert nicht &ndert, wihrend die Zahl der falsch
positiv klassifizierten zusammen mit den ganz allgemein als positiv klassifizierten Daten
abnimmt. Durch das Absenken des Schwellenwerts kehren sich die Verhéltnisse entspre-

chend um.

Die Optimierung des Schwellenwerts kann mit Hilfe der Neyman-Pearson-Strategie
anhand sogenannter ROC-Kurven durchgefiihrt werden.['®! Abbildung 4.2 zeigt solche
Kurven fiir drei verschiedene Kantendetektoren, nidmlich den linearen Laplace-Filter,

den klassischen Teager-Filter und den multivektoriellen Teager-Filter.

Zur Bestimmung der ROC-Kurve eines Klassifikators wird fiir ein festes zugrundelie-
gendes Signal der Schwellenwert variiert und dabei kontinuierlich die erzielte Sensitivitét
r gegen die invertierte Spezifitit 1 — s aufgetragen. Ein optimaler Schwellenwert liegt
dann vor, wenn sich die Kurve dem Punkt (0, 1) anndhert und damit maximal von der
Hauptdiagonalen entfernt. Eine ROC-Kurve erméglicht so das Abwégen zwischen Sen-

sitivitdt und der damit direkt verbundenen Spezifitét.

Nach diesem Prinzip kénnen nun die drei hier betrachteten Kantendetektoren beur-
teilt werden. In dem vorliegenden Fall wurde ein verrauschtes Signal verwendet, da sich

die Qualitdt der drei Filter unter optimalen Bedingungen nicht unterscheidet. Anhand
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Abbildung 4.2: Typische ROC Kurven verschiedener Kantendetektoren: Der Laplace-Filter in
Griin, der klassische Teager-Filter in Schwarz und die skalare Komponente des
multivektoriellen Teager-Filters in Blau.

der ROC-Kurven ist erwartungsgeméfl zu erkennen, dass der klassische Teager-Filter
im Gegensatz zu dem linearen Laplace-Filter das Erreichen einer verhiltnisméfig ho-
hen Sensitivitdt ermoglicht, bevor die Spezifitdt abnimmt. Es ist aber auch zu erkennen,
dass der neu entwickelte multivektorielle Teager-Filter ein noch besseres Verhéltnis zwi-
schen Sensitivitdt und Spezifitdt bietet. Er zeichnet sich damit als ein sehr zuverldssiger

Kantendetektor aus.

Identifikation

Es wird nun der Teil des Kerns des quadratischen Operators untersucht, der den skalaren
Anteil der Filterantwort erzeugt und damit fiir die Kantendetektion verantwortlich ist.
Wie im einleitenden Kapitel zu polynomiellen Filtern bereits festgestellt wurde, kann
die Impulsantwort des Operators nicht zur Identifizierung des quadratischen Volterra-
Kerns verwendet werden. Da jedoch die interne Definition des Filters bekannt ist, kann
stattdessen die vierdimensionale Faltung ausgewertet und das Ergebnis durch mehre-
re Projektionen abgebildet werden.!”) Dabei wird eins der in sich zweidimensionalen
Argumente festgehalten und der so fixierte Teil des Kerns als zweidimensionales Bild

visualisiert. Das Ergebnis fiir den skalaren Anteil des multivektoriellen Teager-Filters
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k= (-1, 0) k = (0, 0)

Abbildung 4.3: Identifikation des klassischen Teager-Filters: Zweidimensionale Projektionen
des vierdimensionalen Volterra-Kerns hy(k,1). Die Intensitét der iiberwiegen-
den grauen Fliche entspricht Null, dunklere Felder visualisieren negative Wer-
te, hellere entsprechen positiven Werten. Der Ursprung befindet sich im jewei-
ligen Zentrum der einzelnen Grafiken.

zeigt Abbildung 4.4. Zum Vergleich zeigt Abbildung 4.3 den verhiltnisméfig einfachen
Kern des Teager-Filters.

4.3 Intrinsisch zweidimensionale Strukturen

Demonstration

Neben dem zuvor betrachteten Kantendetektor enthélt der multivektorielle Teager-Filter
nun eine Komponente, deren Fehlen bei der Betrachtung des klassischen zweidimensio-
nalen Teager-Filters in Kapitel 3 noch zu einigen Schwierigkeiten fiithrte. Abbildung 4.5
zeigt die nun mogliche Detektion von Ecken im zweidimensionalen Signal durch die bivek-
torielle Komponente 015 der Filterantwort des quadratischen Operators. Die Filterant-
wort tritt in diesem Fall genau an den Endpunkten der von der skalaren Komponente
detektierten Kanten auf, wie ein Vergleich mit Abbildung 4.1 deutlich macht.

Diese Eigenschaft muss hervorgehoben werden. Der Modellierung sogenannter intrin-
sisch zweidimensionaler Strukturen kommt in der Signalverarbeitung besondere Bedeu-
tung zu, da klassische Theorien stark auf eindimensionalen Konzepten basieren. Die
formale Aufbereitung von tatséchlich zweidimensionalen Entitéten wie etwa Ecken oder
gekriimmten Strukturen erweist sich als nicht trivial.

Von den verfiigbaren Methoden, die die Detektion intrinsisch zweidimensionaler Struk-
turen dennoch ermdglichen, sei hier zum Vergleich eine auf dem monogenen Kriimmungs-
signal basierende Variante gewihlt.['8! Diese erméglicht zusitzlich die Schitzung der
lokalen Hauptorientierung und Phase, was durch den multivektoriellen Teager-Filter al-

lein nicht moglich ist. Beziiglich der bloflen Detektion jedoch sind die Ergebnisse kaum
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Abbildung 4.4: Identifikation des multivektoriellen Teager-Filters: Zweidimensionale Projek-
tionen des vierdimensionalen Volterra-Kerns gs (%, j), hier der skalare Anteil.
Die Intensitédt der iiberwie”genden grauen Fléche entspricht Null, dunklere

Felder visualisieren negative Werte, hellere entsprechen positiven Werten. Der
Ursprung befindet sich im jeweiligen Zentrum der einzelnen Grafiken.

Abbildung 4.5: Der multivektorielle Teager-Filters als Eckendetektor: Eingangssignal in Grau-
stufen, die bivektorielle Komponente des Anteils der Filterantwort iiberlagert
in Rot dargestellt. Bei den dunkleren roten Markierungen handelt es sich um
negative Werte, bei den helleren dagegen um positive.
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(c)

Abbildung 4.6: Die Detektion intrinsisch zweidimensionaler Strukturen durch die bivektori-
elle Komponente des multivektoriellen Teager-Filters: (a) Eingangssignal (b),
Vergleich einer etablierten Methode*® und(c) Ergebnis des multivektoriellen
Teager-Filters.
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i = (0, 1) i=(1,1) i=(2,1)
Abbildung 4.7: Identifikation des multivektoriellen Teager-Filters: Zweidimensionale Projek-
tionen des vierdimensionalen Volterra-Kerns g»(%,7), hier die bivektorielle
Komponente 012 = e,. Die Intensitéit der tiberwie” genden grauen Fliche ent-
spricht Null, dunklere Felder visualisieren negative Werte, hellere entsprechen

positiven Werten. Der Ursprung befindet sich im jeweiligen Zentrum der ein-
zelnen Grafiken.
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unterscheidbar, wie der Vergleich in Abbildung 4.6 verdeutlicht. Auf einem sehr ex-
perimentellen Weg wurde also in diesem Punkt ein qualitativ gleichwertiges Ergebnis
erzielt. Dass gerade die Verkniipfung der fiir hoherdimensionale Erweiterungen konzi-
pierten Volterra-Filter mit der vergleichbar motivierten geometrische Algebra zu einem

derartigen Filter fiihrt, ist sehr bemerkenswert.

Identifikation

Es wird nun die bivektorielle Komponente des quadratischen Volterra-Kerns bestimmt.
Dazu wird wie im vorherigen Abschnitt bereits erlidutert vorgegangen. Das Ergebnis ist
in Abbildung 4.7 dargestellt.

Hier wird eine weitere interessante Eigenschaft ersichtlich. Rein phénomenal wurde
bereits festgestellt, dass dieser Bestandteil des multivektoriellen Teager-Filters gerade
selektiv auf die Endpunkte der Kanten wirkt, die durch die skalare Komponente detek-
tierten werden. Beim Vergleich des hier dargestellten Kerns mit dem Kern des Kanten-
detektors in Abbildung 4.4 ist zu erkennen, dass die von Null verschiedenen Bestandteile

gerade komplementér zueinander sind und sich dhnlich Puzzle-Teilen zusammenfiigen.

4.4 Vektorielle Merkmale

Demonstration

Nachdem nunmehr alle Bestandteile des quadratischen Operators des multivektoriellen
Teager-Filters beschrieben wurden, verbleibt noch der lineare Operator zur weiteren
Betrachtung. Die Abbildung 4.8(a) stellt die Komponenten 13 und o93 der Antwort des
multivektoriellen Teager-Filters auf das dort abgebildete Eingangssignal dar. Anhand
dieser und der Abbildung 4.8(b) wird auch die Bedeutung der Wahl der Achse des

multivektoriellen Teager-Filters deutlich.

Indem fiir die gewéhlte Richtung nicht linger e, sondern e, + e, verwendet wird,
verdndert sich das selektive Verhalten des Filters. Tatséchlich scheint es sich hier um ei-
ne ganz eigene Art von Kantendetektor zu handeln, oder zumindest um einen beziiglich
Kanten selektiven Filter. Dieser Bestandteil des multivektoriellen Teager-Filters erzeugt
eine Art Umrandung solcher Kanten, die durch die skalare Komponente detektiert wer-

den.
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(a) (b)

Abbildung 4.8: Generierung verschiedener vektorieller Merkmale durch die Wahl unterschiedli-
cher Orientierungen fiir die Definition des multivektoriellen Teager-Filters: (a)
Horizontale Ausrichtung des Filters mit d = e, und (b) diagonale Ausrichtung
des Filters mit d = e, + e,.

Verwendung vektorieller Merkmale

Sogenannte Merkmale finden insbesondere in der Verarbeitung von Bildfolgen Anwen-
dung. Es handelt sich dabei um spezifische Strukturen oder Muster, die innerhalb eines
Bildes detektiert werden konnen. Durch die Extraktion von Merkmalen innerhalb einer
realen Szene kénnen so etwa Korrespondenzen zwischen Aufnahmen aus verschiedenen
Blickwinkeln hergestellt, oder bewegte Objekte verfolgt werden.

Im einfithrenden Kapitel dieser Arbeit wurde die Fourier-Transformation in geome-
trischer Algebra vorgestellt. Ebenso kann aber auch die erweiterte Korrelation definiert
werden.'¥ So kénnen auch innerhalb von vektoriellen Datensitzen iibereinstimmende
Bereiche festgestellt werden. Ein Generator vektorieller Merkmale wie der hier vorlie-

gende konnte auf diesem Gebiet interessante Moglichkeiten erdffnen.

Identifikation

Im Falle des linearen Operators ist die Identifikation des Kerns einfacher als fiir die zuvor
betrachteten quadratischen Volterra-Operatoren. Hier kann das einfache Konzept der
Impulsantwort verwendet werden. Das Ergebnis fiir die gew#hlte Orientierung d = e, ist
in Abbildung 4.9 dargestellt. Es werden zwei entgegengesetzt orientierte Wirbel deutlich,

die zu dem oben beschriebenen Verhalten an Kanten fithren.
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Abbildung 4.9: Die auf den bivektoriellen Basiselementen 13 und 93 basierende Impulsant-
wort des linearen Operators des multivektoriellen Teager-Filters fiir die gewahl-
te Orientierung d = e,.

Abbildung 4.10: Testreihe von unterschiedlichen Realisierungen zufilligen Rauschens mit zu-
nehmender Intensitét.

4.5 Stabilitat des Filters gegeniiber Signalstérungen

In den vorangegangen Abschnitten wurden einzelne Komponenten des multivektoriellen
Teager-Filters separiert und ihre Bedeutung im Detail beschrieben. Diese Separierbar-
keit ermoglicht es, jeden einzelnen der Bestandteile des multivektoriellen Teager-Filters
als einen eigenstidndigen Filter zu betrachten. Die Zusammenhénge zwischen den Kom-
ponenten der Filterantwort und dem linearen und quadratischen Operator des multivek-

toriellen Teager-Filters sind noch einmal in der Tabelle 4.1 zusammengefasst.

Der multivektorielle Teager-Filter kann aber auch als eine Einheit betrachtet wer-
den. Das Wissen um die Hintergriinde der einzelnen Komponenten ermoglicht dann ein
tieferes Verstdndnis, wenn fiir den gesamten Filter relevante Eigenschaften untersucht
werden. In diesem Abschnitt soll die Stabilitdt des gesamten multivektoriellen Teager-

Filters gegeniiber Signalstérungen betrachtet werden.
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Bisher wurde diese Stabilitéit stets als bedeutender Vorteil des Teager-Filters betont.
Dies bezog sich jedoch hauptséchlich im reellwertigen Fall auf den durch einen rein
quadratischen Volterra-Kern definierten Kantendetektor. Auch in diesem Kapitel wurde
bisher nur die skalare Komponente der Filterantwort auf diese Eigenschaft untersucht.
Dies soll nun fiir den vollstindigen multivektoriellen Teager-Filter nachgeholt werden.
Die genauere Kenntnis der einzelnen Komponenten wird ein besseres Versténdnis der
nachfolgenden Resultate ermoglichen.

Fiir diese empirische Beobachtung wird ein zun#chst vollkommen storungsfreies Test-
bild verwendet und die Antwort des klassischen und des multivektoriellen Teager-Filters
darauf berechnet. Diese Antworten werden fiir sich genommen als die korrekte Ausga-
be des jeweiligen Filters anerkannt und als Grundwahrheit fiir den weiteren Vergleich
definiert. Es wird dann ein Rauschen iiber das Bild gelegt und der Anteil dieser Si-
gnalstorung in kleinen Abstufungen erhoht, wie etwa in Abbildung 4.10 exemplarisch
dargestellt. In jedem Schritt wird die Antwort der beiden Filter auf das zunehmend
verrauschte Signal erneut berechnet und der mittlere quadratische Fehler im Bezug auf
die jeweiligen Grundwahrheiten iiber alle Bildpunkte ermittelt. Die Auftragung dieses
Fehlers gegen die Intensitéit des Rauschens ist in Abbildung 4.11 dargestellt. Der Graph
enthélt eine Kurve fiir den Fehler des klassischen Teager-Filters und weitere Kurven
fiir jede der Komponenten des multivektoriellen Filters, deren Beitrag zur Filterantwort
nicht prinzipiell gleich Null ist.

Es ist erkennbar, dass der Fehler im skalaren Anteil des multivektoriellen Teager-
Filters knapp unter dem des klassischen Teager-Filters liegt. Daraus kann geschlossen
werden, dass die geometrische Einbettung beziiglich der Rauschempfindlichkeit des Fil-
ters keinen Qualtiéitsverlust verursacht. Vielmehr wurde die Empfindlichkeit gegeniiber
Signalstérungen in dieser Komponente sogar gesenkt. Als eine Ursache ist die implizite
Mittelung zu nennen, die bei der Berechnung des geometrischen Signals erfolgt.

Einen besonders niedrigen Fehler weist die bivektorielle Komponente 015 der Filterant-
wort auf, die wie der skalare Anteil durch den quadratischen Operator des multivektoriel-

len Teager-Filters erzeugt wird. Die jeweiligen Fehler der zwei bivektoriellen Komponen-

Komponente Erzeugender Operator Bedeutung Dimensionalitét
1 Gy Kantendetektor i1D

0192 Gy Kriimmungsdetektor 12D

013, 023 G Vektorielle Merkmale —

Tabelle 4.1: Die Komponenten der Filterantwort des speziellen multivektoriellen Teager-Filters
und ihre Bedeutung.
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Abbildung 4.11:
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Zunahme des mittleren quadratischen Fehlers der zwei Teager-Filter bei stei-
gender Intensitdt des Rauschens: Der Fehler im skalaren Anteil des multivek-
toriellen Teager-Filters ist in Blau dargestellt, der Fehler in der bivektoriellen
Komponente 015 in Rot und in den Komponenten o3 und o031 ebenfalls in
Rot, gepunktet. Der Fehler des klassischen Teager-Filters ist in Schwarz dar-
gestellt.



ten, die durch den linearen Operator erzeugt werden, steigen dagegen erwartungsgems
am schnellsten an.

Eine weitere interessante Feststellung ist in diesem Zusammenhang, dass der klassische
Teager-Filter im Bereich eines nur geringfiigigen Rauschens sogar noch empfindlicher
reagiert als die Komponenten des linearen Anteils des multivektoriellen Teager-Filters.
Dieser Effekt geht erst durch einen weiteren Anstieg des Rauschens verloren.

Im Allgemeinen bestétigt dieses Ergebnis aber noch einmal den Vorteil der quadra-
tischen gegeniiber den linearen Filtern bei der Forderung nach stabiler Anwendbarkeit
auf verrauschte Signale. Die bivektorielle Komponente des quadratischen Operators zeigt
sogar, dass ein deutlich iiber die Moglichkeiten des klassischen Teager-Filters hinausge-
hendes Potential besteht.
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5 Schlusswort

Zusammenfassung

Am Anfang dieser Arbeit stand die Aufgabe, Anwendungen von quadratischen Filtern
im Rahmen der geometrischen Algebra zu entwickeln. Die Wahl dieser Kombination
war dadurch motiviert, dass jedes dieser beiden Konzepte eine Verallgemeinerung von
klassischen signaltheoretischen Grundlagen darstellt. Die quadratischen Filter sind dabei
eine verhéltnisméBig effizient implementierbare Untermenge der polynomiellen Volterra-
Filter. Sie bilden eine qualitative Erweiterung der in der Signalverarbeitung typischen
linearen Filter. Vergleichbares kann iiber die geometrische Algebra gesagt werden. Als
ein méchtiger Rahmen hyperkomplexer Zahlensysteme erméglicht dieses mathematische
Konstrukt unter anderem die Formulierung der komplexen Zahlen, der Quaternionen und
geometrisch motivierter Vektormathematik in einem einheitlichen Format. Die M6glich-

keit, neuartige Erkenntnisse zu gewinnen, war also ausreichend motiviert.

Die Moglichkeiten einer konkreten Realisierung vor diesem méchtigen Hintergrund
sind allerdings zahlreich. Erste Betrachtungen wurden daher zuerst in dem theoretischen
Umfeld kontinuierlicher, eindimensionaler Signale durchgefiihrt. Es wurde eine spezielle
geometrische Einbettung des Signals vorgeschlagen, die auf der Berechnung eines zum
Signal orthogonalen Vektors beruht. Die Formulierung dieses geometrischen Signals er-
folgte bereits mit Hilfe der geometrischen Algebra, die in Form der multivektoriellen

Faltung eine wichtige Voraussetzung fiir die Verarbeitung vektorieller Signale bietet.

Fiir die weitere Verarbeitung dieses konstruierten Signals wurde der Energieopera-
tor gewéhlt. Fiir diesen existiert eine diskrete Approximation in Form des quadratischen
Teager-Filters. Dieser Zusammenhang sollte spiter die Moglichkeit schaffen, die im Kon-
tinuierlichen gewonnenen Erkenntnisse auch auf praktische Anwendungen zu iibertragen.
Es stellte sich dann heraus, dass die Ergebnisse der Anwendung des Energieoperators
auf das konstruierte geometrische Signal Gemeinsamkeiten mit dem analytischen Si-
gnal aufweisen. Dies liefi den Schluss zu, dass die vorgeschlagene Methode, die durch
die Verkniipfung der geometrischen Einbettung mit dem Energieoperator ein neuarti-
ges Verfahren ergab, tatsichlich erweiterte Informationen aus einem reellwertigen Signal

gewinnen konnte.
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Nachdem die Anwendbarkeit der Methode im Diskreten anhand eindimensionaler Be-
trachtungen verifiziert wurde, erfolgte die Formulierung fiir zweidimensionale diskrete
Signale. Hier wurde eine sehr spezielle geometrische Einbettung vorgeschlagen, um den
Entwurf neuartiger Filter zu ermoglichen. Nachdem die notwendigen Berechnungen zur
Transformation eines reellwertigen Signals in seine geometrische Einbettung in die Form
eines Faltungskerns iiberfithrt wurden, konnte dieser mit dem Kern des quadratischen
Teager-Filters verkniipft werden.

Daraus ergab sich ein neuartiger Operator und es wurde festgestellt, dass sich dieser
unabh#ngig von einer spezifischen geometrischen Einbettung gestaltete. Es ist folglich
eine Gruppe von Operatoren entstanden, die auf dem Prinzip des Teager-Filters basie-
rend arbeiten und durch die Verkniipfung mit verschiedenen geometrischen Einbettungen
zahlreiche Moglichkeiten der weiterfithrenden Gestaltung bieten.

Abschlielend wurde die hier vorgeschlagene Einbettung experimentell mit dem so be-
titelten multivektoriellen Teager-Filter verkniipft, wodurch ein konkreter Operator ent-
stand. Dieser zeichnet sich durch zahlreiche interessante Bestandteile aus, von denen ins-
besondere ein Detektor intrinsisch zweidimensionaler Signale hervorzuheben ist. Dieser
Detektor ist ein sehr interessanter Hinweis darauf, dass sich noch zahlreiche Moglichkei-
ten hinter dem umfangreichen Aufbau der polynomiellen Filter und der geometrischen

Algebra verbergen.

Ausblick

Die Kombination von quadratischen Filtern mit einem in geometrischer Algebra ein-
gebetteten Signal hat sich als sehr erfolgreich herausgestellt. Es wurde eine Grundlage
fiir den weiteren Filterentwurf nach diesem Prinzip geschaffen. Aber auch schon die
Ansitze, die sich aus dem hier konkretisierten Filter ergeben, verdienen eine detaillierte
Untersuchung.

Da wiire zum einen der Detektor intrinsisch zweidimensionaler Signale, der auf natiirli-
che Weise aus dem experimentellen Filterentwurf hervorging. Hier verdeutlichte sich die
hoherdimensionale Bedeutung der verwendeten Grundlagen von quadratischen Filtern
und geometrischer Algebra. Der Zusammenhang mit dem monogenen Kriimmungssignal
sollte ndher untersucht werden, um die eventuellen Gemeinsamkeiten und Unterschiede
zu ermitteln und die Verfahren deutlicher gegeneinander abzugrenzen.

Eine anderer Aspekt ist die hier durchgéingige Betrachtung der Filter im Ortsraum. Die
geometrische Algebra stellt eine Fourier-Transformation fiir multivektorielle Signale zur
Verfiigung, die hier durchaus Anwendung finden kann. Hier ergeben sich moglicherweise

Wege, die einzelnen Filter, die sich in dieser Arbeit als Bestandteile des speziellen multi-
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vektoriellen Teager-Filters ergeben haben, eingehender als durch die blofle Identifikation
eines Faltungskerns zu charakterisieren.

Es bleibt zu sagen, dass der hier verfolgte Ansatz zwar gut fundiert ist und sehr
interessante Ergebnisse erzielte, die erste Idee dazu jedoch nur eine von zahlreichen ex-
perimentellen Proben war. Entsprechend viele andere Versuche gab es, die nicht den Weg
in diese Arbeit geschafft haben. Aus dieser Erfahrung heraus entsteht der Gedanke an
eine viel theoretischere und von Anfang an allgemeinere Herangehensweise. So mag diese
Arbeit zeigen, welche Art von Ergebnissen die Einbettung quadratischer Filter in geome-
trischer Algebra liefern kann, und Motivation fiir die Entwicklung einer umfassenderen

Theorie sein.
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A Aspekte der Implementierung

Vorbereitung

Motivation

Das Angebot an Programmen, die die Arbeit mit geometrischen Algebren unterstiitzen,
ist sehr begrenzt. Viele Implementierungen konzentrieren sich auf spezielle Anwendungs-
gebiete und dabei insbesondere auf die Geometrie im dreidimensionalen Raum.2% 21 Fijr
den Spezialfall der multivektoriellen Signalverarbeitung schien es bisher keine bereitste-
henden Losungen zu geben. Es war daher angebracht, die benttigten Hilfsmittel selbst
zu implementieren.

Bei der Wahl der Programmiersprache sprach vieles fiir MATLAB. Zum einen enthélt
diese Scriptsprache von sich aus bereits die Moglichkeit der expliziten Verwendung von
Vektoren und Matrizen, was eine sehr geeignete Grundlage fiir die Implementierung geo-
metrischer Algebra darstellt. Zum anderen erlaubt die umfangreiche Entwicklungsumge-
bung die Konzentration auf das Wesentliche und ermdéglicht so ein produktives Arbeiten.
Es stehen zahlreiche Visualisierungswerkzeuge zur Verfiigung, deren zusétzliche Imple-
mentierung somit entfillt. Die Speicherverwaltung wird weiterhin von dem dahinterlie-
genden System iibernommen, so dass sich der Programmierer auf anwendungsspezifische
Probleme seiner Arbeit konzentrieren kann.

Die Implementierungen der im Folgenden vorgestellten Programme sind insofern ein
wichtiger Bestandteil dieser Arbeit, als dass mit Hilfe dieser Software ein spontanes
Ausprobieren verschiedenster Ideen moglich war und aufwendige manuelle Rechnungen
vermieden werden konnten. Der Quelltext liegt dem Lehrstuhl fiir Kognitive Systeme

auf Cp-RoM vor.

Anforderungen an die Software

Die Software soll hauptséchlich das flexible Experimentieren mit multivektoriellen Vol-
terra-Filtern bis zur zweiten Ordnung erleichtern. Dabei ist nicht die Effizienz, sondern

die moglichst einfache Handhabung, der wichtigste Aspekt der Implementierung.
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Vorbereitung

Aus Griinden der in diesem Fall deutlich erleichterten Implementierbarkeit existiert ein
zusétzliches Hilfsprogramm, das in der Programmiersprache Perl entwickelt wurde. Es
erzeugt nach der Vorgabe eines Dateipfads und einer vollig beliebigen Signatur den Quell-
text einer MATLAB Funktion ga mult, die das geometrische Produkt der entsprechenden
Algebra berechnet und legt dieses Script in dem angegebenen Dateipfad ab. Der folgende

Aufruf fiihrt eine solche Aktion fiir eine homogen positive Signatur aus:
“> perl makefn.pl mytests/ +1 +1 +1

Durch Ablegen dieser Funktion im momentanen Arbeitsverzeichnis oder in einem in
der Pfadvariablen enthaltenen Speicherort kénnen die weiteren hier vorgestellten Funkti-
on darauf zugreifen. Die Implementierung setzt die Verfiigbarkeit einer solchen Funktion
im Folgenden voraus. Es obliegt der Verantwortung des Benutzers, der Funktion aus-
schliefflich dimensional konforme Multivektoren zu iibergeben.

Die globale Présenz dieser Multiplikation hat zwar den Nachteil, dass nur eine Form
des geometrischen Produkts zu einem Zeitpunkt verfiighbar sein kann, das Umschalten
ist jedoch denkbar einfach. Dazu wird die Funktion einfach mit einer neuen Definition

iiberschrieben.

Implementierung

Reprasentation von multivektoriellen Daten

Die in MATLAB verwendete Scriptsprache erlaubt die direkte Spezifikation von Vekto-
ren. Diese Funktion wird hier fiir die Multivektoren etwas zweckentfremdet. Dabei wird
im Sinne einer lesbaren Notation die Tatsache ausgenutzt, dass MATLAB redundante

Klammern ignoriert. So wird ein Vektor X der Algebra G3 etwa wie folgt formuliert:
X=[0[123]1[123]101;

Die Unterteilung in Skalar, Vektor, Bivektor und Pseudoskalar wird dem menschlichen
Leser dadurch sofort klar.

Da MATLAB keine Vektoren oder gar Matrizen unterstiitzt, deren Elemente erneut
Vektoren sind, muss fiir die Représentation eines Signals von Multivektoren das Kon-
zept des cell arrays verwendet werden. Dieses erlaubt die indizierte Speicherung beliebi-

ger Objekte, ist jedoch syntaktisch nicht mit der Matrizen- oder Vektordarstellung von
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MATLAB kompatibel. Der folgende Aufruf wiirde dem zweidimensionalen Signal X am
Ort' (1,2) den Multivektor o 4 2 - o9 + 3 - I zuweisen:

{2,1}r=[0[12]31;

Es existieren zwei Hilfsfunktion, um zwischen skalaren und multivektoriellen Daten zu
wechseln. Dies ist zum Beispiel dann niitzlich, wenn grofliere Mengen von bestehenden
skalaren Daten in die multivektorielle Darstellung iiberfiihrt werden miissen. Im folgen-
den Aufruf kann a ein einzelner Skalar, ein Vektor oder eine Matrix sein. Es wird dann

ein multivektorielles Signal entsprechender Dimension erzeugt:
X = scalar2ga( a );

Fiir die umgekehrte Konvertierung kann ein optionaler Parameter iibergeben werden,
der den Index einer spezifischen Komponente der Multivektoren auswihlt, deren In-
halt dem Skalar zugewiesen werden soll. Wird dieser Parameter ausgelassen, so erfolgt

standardméfig die Verwendung der skalaren Komponente:
a = ga2scalar( X, 2 );

Im Kontext dieser Arbeit wurde ein geometrisches Signal fiir ein- und zweidimensio-
nale Signale vorgeschlagen. Die Berechnung fiir einen reellwertigen Vektor von diskreten

Datenpunkten erfolgt iiber den folgenden Aufruf:

X = ga_embed( x );

Definition und Anwendung eines Volterra-Filters

Volterra-Kerne der Ordnungen Null bis Zwei werden nach einem einheitlichen Prinzip de-
finiert. Es wird eine Struktur angelegt, deren einzige geforderte Eigenschaft die Ordnung
des Kerns beschreibt:

H.order = 1;

Momentan erlaubte Werte fiir dieses Feld sind 0, 1 und 2. Fiir den Fall der Ordnung

Null erfolgt die Definition des Operators iiber eine einfache Konstante:

H.hO = 23.5;

!'Damit wird der MATLAB Konvention gefolgt, Koordinaten in der dem Leser méglicherweise ungewshn-
lich erscheinenden Reihenfolge (y, z) anzugeben.
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Fiir lineare oder quadratische Terme muss sowohl die Grofie des Tragers im Sinne seiner
Ausdehnung vom Nullpunkt aus angegeben werden, als auch eine Funktionsreferenz, die

die Werte des Kerns implementiert:

H.support = 2;

H.fn = Omy_teager_implementation;

Die Anwendung einer Reihe von Volterra-Operatoren erfolgt durch die Funktion ga -
volterra, die als erstes Argument die Reprisentation eines skalaren oder multivekto-
riellen Signals erfordert und eine beliebige Anzahl von weiteren Argumenten erlaubt,
die den zuvor beschriebenen Spezifikationen eines Volterra-Kerns geniigen. Weder die
Anzahl noch die Reihenfolge der Operatoren spielt eine Rolle, da ihre Ergebnisse am

Ende additiv tiberlagert werden:

Y = ga_volterra(x, HO, H1, H2);
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