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Vorwort zur 1. Auflage

Dieses (seit langem angekiindigte — jetzt endlich erscheinende) Skript entstand aus
dem Manuskript der im SS 93 gehaltenen Vorlesung ,,Computer Vision I”, die im Rah-
men des Hauptstudiums der Informatik an der Christian—Albrechts—-Universitdt zu
Kiel angeboten wird. Es soll die Teilnehmer der Vorlesung unterstiitzen, den breiten
Umfang dieses interdisziplindren Fachgebietes zu erfassen, ohne in jedem Fall auf Spe-
zialliteratur zuriickgreifen zu miissen.

Kapitel 5 zur Berechnung des optischen Flusses wurde von K. Daniilidis verfafst.

Fiir das Setzen in Latex und die Erstellung zahlreicher Abbildungen danken wir Ulrike
Garbe, Johannes Wittek und Volker Kriiger.

Wir bitten den aufmerksamen Leser, Fehler jeglicher Art, die zwangslédufig in dieser
Urauflage auftauchen werden, an uns weiterzuleiten.

August 1994

Vorwort zur 2. Auflage

In dieser 2. Auflage sind Fehler ausgebessert worden. Dazu wurde ein Index erstellt,
so daf$ das Auffinden spezieller Fragestellungen erheblich erleichtert wurde. Dartiber
hinaus soll durch Querverweise mehr Klarheit iiber die oft verwirrende Vielfalt paral-
lel verwendeter, aber dquivalenter Fachbegriffe geschaffen werden.

Wir bitten den aufmerksamen Leser weiterhin, eventuell noch vorkommende Fehler
an uns weiterzuleiten.

April 1995

Vorwort zur dritten Auflage

Den Anlaf8 zu dieser Neuauflage des Skripts gaben einige Anderungen in Kapitel 3.
Die Abschnitte 3.6 und 3.7 wurden grundlegend iiberarbeitet und um einen Abschnitt
tiber differentialgeometrische Mafse ergdnzt und auch die tibrigen Kapitel profitierten
von einer Fehlerkorrektur. Das 5. Kapitel tiber Bildfolgen wurde ausgelassen und wird
separat aufgelegt.

Wir bedanken uns herzlich fiir die unermiidliche Aufmerksamkeit der Leser beim Fin-
den der Fehler.

Januar 1997



Vorwort zur sechsten Auflage

Gegeniiber den vorigen Auflagen wurden folgende Erweiterungen vorgenommen:
Einfiihrung der quaternionwertigen Fouriertransformation und der quaternionwerti-
gen Gaborfunktion, Hinzuname einer Einfithrung in die Wavelettransformation. Gleich-
zeitig wurde Kapitel 4 iiber die stochastischen Modellierungen tiberarbeitet und von
der Lehrveranstaltung Computer Vision I nach Computer Vision II verlegt. Kapitel 4
erscheint deshalb auch nicht mehr in diesem Skript.

September 2000

Vorwort zur siebten Auflage

In dieser Auflage wurde die Fouriertransformation ausgebaut. In den lezten Jahren
stellte sich heraus, dafs ihre Bahandlung in der bisherigen Form zu knapp war, um ein
Verstehen ihrer unterschiedlichen Facetten zu ermdéglichen. Ihr wurde nun das Kapitel
2 vollstindig gewidmet.

September 2004
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Kapitel 1

Signaltheoretische Modelle

Gegenstand der Signaltheorie ist die Gewinnung, Ubertragung und Analyse sensorisch registrier-
ter Signale.

Die Signaltheorie beruht auf

o der Modellierung von Signalen,
o der Modellierung von Problemstellungen und

o der Modellierung von Losungen.

Zielstellung der Signaltheorie ist die Identifikation von Organisationsprinzipien der Signal-
strukturen. Ihre Wurzeln liegen in

o der Nachrichtentechnik:

- verlustfreie Informationsgewinnung (Sensoren)

physikal. - }
S 1
Prozess ena

- verlustfreie Informationsiibertragung (Kanéle)

Signal Signal

o der Kybernetik:

- sekundire Informationsverarbeitung (Rechnertechnik)

Prozessor/ Parameter
Signal ) Merkmale
Algorithmus
Bewertung
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In der Kybernetik wird Informationsverlust nicht nur zugelassen, sondern gezielt eingesetzt.

Die Systemtheorie befafst sich in formalisierter Weise mit den Systemen, die die obigen Abbil-
dungen realisieren. Oft werden dazu dhnliche Mittel benutzt, wie in der Signaltheorie.

Beispiel:

e Frequenzraumdarstellung eines Operators in der Bildverarbeitung

e Frequenzraumdarstellung eines Bildes

Die gewdhlten Modellierungsansitze fiir Signale und Systeme bedingen sich gegenseitig.

Wir werden in dieser Vorlesung diese Wechselbeziehung kennenlernen: z.B. deterministisch
oder stochastisch, stationdr oder nicht-stationér.

Signale sind Trager der Information. Sie sind struktueller Natur mit physikalischen Eigenschaf-
ten. Ein Bild ist als (mehrdimensionales) Signal irgendeiner physikalischen Herkunft zu verste-
hen. Muster sind Reprédsentationen der implizit im Signal enthaltenen (kodierten) Information.

Information ist als Nachricht aus der Umwelt an den Beobachter aufzufassen. Sie hat strukturelle,
semantische und pragmatische Aspekte. Fiir die Signaltheorie relevant ist der strukturelle Aspekt
der Information. In der Signaltheorie werden Strukturen mittels mathematischer Modelle be-
schrieben. Unter Identifikation versteht man das signaltheoretisch basierte Erkennen von Signal-
strukturen durch Vergleich mit Modellen (Matching). Aber auch aufierhalb der Signaltheorie
liegende Zugénge (z.B.: Mustererkennung, Geometrie) werden zur Identifikation genutzt.

Der fiir die KI relevante semantische Aspekt liegt auflerhalb des Modellierungsrahmens der Si-
gnaltheorie. Ebenso liegt die kontext-/ aufgabenabhidngige Bewertung von Information (prag-
matische Aspekt) aufierhalb der Signaltheorie.

Alle drei Aspekte sind aber fiir die erfolgreiche Losung einer CV-Aufgabe von Bedeutung.

Die Signaltheorie liefert den Zugang dafiir, eine implizite strukturelle Information in explizite
strukturelle Information umzuwandeln.
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1.1 Modelle der Signalanalyse

Die Modelle der Signalanalyse beziehen sich auf Prozesse und ihre Abbilder (Ereignisse, Ob-
jekte, Muster, ...), Signale (sensorische Daten) und Systeme (Filter, Algorithmen, Operatoren,
Transformationen, ...).

In vielen Aspekten ist die Dimension eines Signals ohne Bedeutung fiir die Modellierung der
Signalanalyse. Eine Reihe grundsitzlicher Unterschiede fiithren jedoch zu prinzipiellen Pro-
blemen der signaltheoretischen Modellierung der Bildanalyse. So gilt, daf$ multidimensionale
Signale nicht einfach logische Extrapolationen eindimensionaler Signale sind. Vielmehr stellen
sie eine neue Qualitit dar.

e einfache dimensionale Erweiterung — mehr Daten — technische Grenzen
Bilder in technischen Anwendungen haben oft die Dimension 512 x 512 Bildpunkte. In wissen-
schaftlichen Anwendungen werden aber auch z.B. 4000 x 4000 Bilder verwendet (Astronomie).

512 —s 5122 = 0.262M B — 5123 = 0.125GB

Bild-Kuben werden im Ergebnis der Computer-Tomographie erzeugt.
Bild-Folgen findet man bei der Analyse dynamischer Szenen.
Video-Bildfolge: 25 Bilder / sec mit 512 x 512 —; 6.5 MByte/sec
Kleinbild-Film: 24 x 36 mm, Auflésung 0.01 mm
Digitalkamera mit vergleichbarer Auflosung zum Kleinbildfilm:
ca. 10 MB ( = 3000 x 3000) ~S/W
30 MB ~ Farbe (3 x 8 bit)

Aber: Ein zweidimensionales Signal stellt gegeniiber einem eindimensionalen Signal eine an-
dere topologische Qualitdt dar! Dies hat viele Konsequenzen, die in der Signaltheorie noch
nicht beherrscht werden.

o Beispiel aus der Topologie: Begriffe “Loch” und “Rand”
Locher existieren in unterschiedlichen Qualitédten, je nach der Dimension eines Objektes.

% 1 Loch des Loch der
ex. kein Loch Loch der Flache Volumens Oberfliche
Rand ist identisch mit Object ~ Rand ist geschlossene Kurve Rand ist geschlossene Fliche 1 5
+ =

e Die Theorie mehrdimensionaler Signale ist nicht gut ausgebaut:
Viele Methoden der Bildverarbeitung sind einfach iibernommene 1D-Methoden.
- Beispiel: lineare Algebra (Vektoren f, Matrizen A)

fo=A-fi

Bemerkung: Wir nehmen an, daf} f eine Spaltenvektor sei.
aber: wenn f eine Matrix ist, dann ist A ein Tensor
— Konvertierung: Matrix — Vektor



4 KAPITEL 1. SIGNALTHEORETISCHE MODELLE

- D.E. Dudgeon, R.M. Mersereau: Multidimensional Digital Signal Processing,
Prentice Hall, Englewood Cliffs, 1984
ein gutes Standardbuch im klassischen Rahmen

e Zusétzlicher Freiheitsgrad der Abtastung

Bei zeilenweiser Abtastung: Beschrankung der Freiheitsgrade aber einfache algebraische
Beschreibung der Abbildung!

e Fundamentalsatz der Algebra
Im Bereich der komplexen Zahlen existiert fiir ein Polynom der Ordnung n eine
Darstellung als Produkt linearer Polynome

Bsp.n=2

2

p(z) = ag + a1z + aga® = p(x) = H(v’ﬂ — ;)
i=0

Fiir mehrdimensionale Polynome gilt der Fundamentalsatz nicht!

e Zusitzliche Symmetriekonzepte
1D: nur gerade/ungerade Symmetrie
2D: im Prinzip unendlich viele Symmetrien
(nur begrenzt durch die Gitterstruktur des Tragers)
- unsere Arbeitsgruppe: langfristiges Forschungsprogramm

o Intrinsische Dimension eines (lokalen) Signals
Zu unterscheiden ist die globale (Einbettungs-) Dimension eines Signals und die lokale
(intrinsische) Dimension einer Struktur (eines Teilsignales).
Die lokale Analyse/Interpretation von Signalen ist in der Bildverarbeitung von
zentraler Bedeutung.
Die intrinsische Dimension beschreibt die Anzahl der erforderlichen
Freiheitsgrade, um lokal eine Struktur zu beschreiben.

In der Mathematik wird auch der Begriff Kodimension verwendet.

Beispiel: 2D-Signal (Einbettungsdimension)
kann intrinsische Dimensionen Null, Eins und Zwei enthalten
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konstante Funktion: Null
(im Wertebereich)

/ lineare Funktion: Eins ~ Linien, Kanten
(in Geometrie)

nichtl. Fkt.: Zwei

/-\ Kriimmung
Kreuzung

Junction

Konsequenz: nichtlineare Algorithmen/Systeme zur Verarbeitung erforderlich!

1.1.1 Prozefimodelle

Definition (Prozefs):
Ausschnitte der objektiven Realitédt (Szene) bezeichnet man als Prozesse.

Prozesse finden in Raum und Zeit statt und besitzen eine physikalische Charakterisierung:

p=0p(x,y,2tq)

q ist eine physikalische Variable, beispielsweise ¢ = {p, 71,72} (MRI = magnetic resonance
imaging: p ist die Protonendichte des Wasserstoffes in den Molekiilen, 71 und 75 sind Relaxa-
tionszeiten, die etwas iiber die Chemie der beteiligten Molekiile aussagen).

Prozefieigenschaften

Definition (zeitlich stationir):

Ein zeitlich stationdrer Prozefd bedeutet 5
p
ot

Definition (rdumlich stationir):
Man bezeichnet einen Prozefs als riumlich stationir, wenn

o ( o _on\_,
or\ oy 0z)
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Rdumliche Szenen lassen sich meist nur planar abbilden (Projektion).

1.1.2 Signalmodelle

Signale sind Abbildungen von Prozessen.

Gegeben sei ein MefSsignal s:
s = hy{p}

Der Abbildungsoperator h, beschreibt geometrische Eigenschaften (Projektion des Raumes) und
physikalische Eigenschaften (photometrisch: Beleuchtung, Reflektanz).

Luminanz: L=R-I
Intensitdt der Beleuchtung: I
Reflektanz des Objektes: R

Physikalische Modelle werden in der 3D-Szenenanalyse verwendet.

Der Wert des Signals an der Position d € D wird mit s(d) € W bezeichnet, wobei D Definitions-
bereich und W Wertebereich des Mefssignals sind:

W C R? DCR"

Der Definitionsbereich der Bildverarbeitung wird oft als Ortsraum bezeichnet. Der Phasenraum
ist das kartesische Produkt aus dem Definitionsbereich D und dem Wertebereich W:

db=DxW

Die Elemente (Tupel (d, s)) des Phasenraums bezeichnet man als Phasen. Die Phasenverschiebung
Ad zweier Phasen d; und d, ist wie folgt definiert:

Ad = |d2 —d1| fur S§1 = S2

(di, 51)
: g(d2a S2)

Ad

dy dy D
Ein Bildsignal f entsteht durch Abbildung eines Mefisignals s unter der Wirkung des Abbil-
dungsoperators hy (Kamera, Mefigerit).

f = hs{s}
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p hy hs
Digitale Bildsignale zeichnen sich durch folgende Eigenschaften aus:

1. Diskretisierung des Definitionsbereichs: D C Z", bzw. D C N”

2. Quantisierung des Wertebereichs: W C N¢

reX, yevY
f(xay)—>fm,n mit me{O,l,--- ,M—l}
ne{0,1,--- ,N -1}

Die Bildpunkte (m,n) € D = D,, x D,, heiffen auch Pixel. Die Bildpunkte (m,n,0) € D =
D,,, x D, x D, heilen auch Voxel. Die Quantisierungen f(d) werden in der Bildverarbeitung
als Grauwerte bezeichnet:

gEfm,n 96{0,1,,G—1}

Ein Bild hat eine Dynamik von G Grauwerten. In der digitalen Bildverarbeitung benutzt man
standardméfig eine Quantisierung G = 2% = 256 Grauwerte. Fiir bestimmte Anwendungen ist
eine hohere Dynamik erforderlich.

Formal unterscheidet man:

e Grauwertbild (skalares Signal): {g} ~ 8 bit

o Farbbild (vektorielles Signal)

Echtfarbbild :  {r x g x b} ~ 24 bit
Falschfarbbild : {¢g} — {r}

o Tiefenbild (z.B. Laserabtastung)
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Definition (Ortsraum):

Die geordnete Menge aller Bildpunkte (Koordinaten) eines Signals, also der kanonische Defi-
nitionsbereich eines Bildsignals heifst auch Ortsraum.
[ |

Definition (Signalraum):

Die Menge aller moglichen Signale iiber einem Definitionsbereich wird durch den Signalraum

reprdsentiert. Er ist ein linearer normierter Vektorraum mit Skalarprodukt. Seine Struktur ist
unabhéngig von der Topologie des Signals. Das heifst, es wird nur die Vektorform eines Signa-
les berticksichtigt. Die (diskreten) Positionen des Ortsraums bilden die den Signalraum auf-
spannenden Achsen.

|
Definition (Dimension des Signalraums):
Die Dimension des Signalraumes ist gegeben durch:
dim(SR) = |D|.
|

Fiir ein Bild mit D = M x N mit M = N = 219 ist der Signalraum also 220_dimensional. Jede
Achse des Signalraums spannt || = G Signale auf. Ein Bild dieser Grof3e ist in diesem Fall ein
220_dimensionaler Vektor im Signalraum.

Definition (Volumen des Signalraums):

Das Volumen des Signalraums

vol(SR) = GIPm*Pul — GIPml|Dnl

spiegelt die Zahl der durch D und G reprasentierbaren unterschiedlichen Signale wider.
[ |

Beispiel: Fiir N = M = 210 = 1024 mit einer Quantisierung von G = 28 = 256 Grauwerten ist das
Volumen des Signalraums gegeben durch GMN = 28:1024-1024 — 98388608 , 1(2525222,
|
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Bemerkung:

Ein Bild wird durch einen Punkt des Signalraumes reprasentiert. Es wird durch
Angabe des Ortsvektors dieses Punktes beschrieben. Dieser Ortsvektor besitzt dim (D)
Komponenten vom Betrag f, ». Im Signalraum der Dimension 220 ~ 106 stellt al-
so ein Bild eine von ca. 10?°2°222 Mgglichkeiten dar. Hier liegt die Ursache fiir die
Komplexitat der Bildanalyse!

Zum Vergleich: In der Kryptographie werden heute Schliissel der Lange 128 Bit
verwendet, wahrend der Schliissel, den ein Bild darstellt (obiges Beispiel) ~ 8 Mio
Bit Lange hat.

Gliicklicherweise ist aber unsere Aufgabe nicht die vollstandige Entschliisselung.
Vielmehr interessieren wir uns fiir die Identifikation geeigneter Unterrdume in die-
sem hochdimensionalen Raum (das nennen wir Generalisierung ~ Zuordnung ge-
meinsamer Konzepte zu diesen Unterrdumen; z.B. “Katze”).

Veranschaulichung der Grof3e dieser Zahlen:

Weltalter: Erste Eddingtonsche Zahl E; ~ 10*° Elementarzeiten ( 102 sec)

Zahl der Nukleonen des Universums: Zweite Eddingtonsche Zahl E5 ~ 1080

Zahl der Photonen des Universums: N ~ 10

Primiire Signaltypen werden unmittelbar durch den Abbildungsoperator h, bereitgestellt.
Es werden folgende primaére Signaltypen unterschieden:

1. Zeitreihe (1D-Signal) :
=11 te{0,1,---, T -1}

2. Bild (2D-Signal):

B m € {01, M —1}
f=limal {n e {0,1,--- ,N -1}

3. rdaumliche Bildfolge (3D-Signal): Kubus
f=1fmmnkl ke{0,1,--- K —1}
4. zeitliche Bildfolge (3D-Signal): Stapel
f = [f m,n;t]
Beispiel: f = [fy, n i) bezeichnet man als Kubus. Diese Darstellung entspricht einem 3D-Bild.

f = [fmnyt) entspricht einem Stapel planarer Bilder, bei dem die Zeit t als freier Parameter auf-
tritt. Eine solche Darstellung entspricht beispielsweise einem Film.
|

5. mehrkanaliges Bild:
f = [fh.n] wobei p der freie Parameter fiir den betrachteten Kanal ist. Wahrend Grau-
wertbilder skalare Signale sind, stellen mehrkanalige Bilder vektorielle Signale dar.

Sekundire Signaltypen entstehen im Verlauf der Bildanalyse.

1. Binérbild :
fB = [fm,n]a fm,n S {Oa 1}
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2. Objekt:
fR:{fm,n | (m,n)GRCD} ,fm,nzl

Der Definitionsbereich eines Objektes ist die Region R C D,, x D,,. Man versteht unter
einer Region R alle Bildpunkte, die unter einem bestimmten Gesichtspunkt ein Homoge-
nitatskriterium erfiillen.

3. Kante:
fE':{fm,n | (m,n)EE afm,nzl}

Eine Kantenregion E bezeichnet alle Bildpunkte, die unter einem bestimmten Gesichts-
punkt ein Inhomogenititskriterium erfiillen.

4. Kontur, Kurve:
fC = {fm,n ’ (m,n) € C}

C ist die Region der Konturbildpunkte (diinn). Es gilt C' C E. Die Menge der Kontur-
punkte kann auch als Liste

fe={fi | tef{lo,l, - ,l—1}}

reprasentiert werden (parametrische Kurvendarstellung).

Eine Kontur (z.B. Kreis) ist stets geschlossen, denn

lo=1s.

Eine Kurve (z.B. Linie) ist stets offen, denn

lo # 1.

o«

L-1
lo

Eigentlich wird der Begriff Kontur nur in Verbindung mit einem diskreten Definitionsbereich
verwendet (sonst: geschlossene Kurve).

Bemerkung:

Es existieren zwei komplementdre Wege Strukturen in Bildern zu separieren: re-
gionenorientiert bzw. kantenorientiert.

Die Bildsegmentierung ist ein bedeutender Schritt der Bildanalyse, in dessen Ergebnis sekundére
Signaltypen als explizite Reprdsentation von Signalstruktur definiert werden.
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Definition (Segmentierung):

Die Segmentierung ist eine vollstandige Zerlegung des Bildtragers D = D,,, x D,, in Regionen
R, unter Wirkung eines Segmentierungspradikates P, so daf3

S—1
L. D=|JR,
s=0
2. Rs,, se€{0,1,---,5 — 1} sind verbunden

3. P(R,) = TRUE firalles € {0,1,...,5 — 1}
4. P(Rs\UR:) = FALSE fiir s # t, R; und R; sind benachbart

Spezialfall: Objekt-Hintergrund-Segmentierung

Die Anwendung eines einzelnen Segmentierungspréadikates wirkt wie ein syntaktisch definier-
ter Ausblendoperator und trennt ein oder mehrere Objekte vom Hintergrund. Das Problem be-
steht darin, diese syntaktisch definierte Trennung mit dem semantischen und pragmatischen
Konzepten der Aufgabe in Verbindung zu bringen.

le‘/’ 7 o o ©

- Znte OGQ /]/?/

Rs Kontur o o /
¢

Beobachtbare und verdeckte Variable

Wir haben als Gegenstand der Bildanalyse das Explizitmachen implizit enthaltener Informati-
on benannt. Dies soll an den Begriffen beobachtbare und verdeckte Variable erklart werden.

Jeder Bildpunkt (m,n) trdgt beobachtbare und verdeckte Attribute. Eine beobachtbare Varia-
ble repréasentiert ein Attribut, das unmittelbar beobachtbar ist (z.B. die Helligkeit als Grau-
wert). Deren rdumliche/zeitliche Organisation fiihrt aber zu verdeckten Attributen, die je nach
dem konzipierten Abstraktionsniveau ganz unterschiedlich aussehen kénnen. Z.B. kann e, ,,
eine Variable der Kantenzugehorigkeit oder t,, ,, eine solche der Texturiertheit sein. Auf ei-
nem anderen Niveau kann s, , ein Label der Zugehorigkeit zur Region R darstellen und by, ,,
schliefslich der dieser Region zugeordnete Begriff/Name.

Bildanalyse wird als (nicht unbedingt lineare) Folge von Abstraktionen bzw. Konzepten und
den diesen zuzuordnenden Variablen organisiert.
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Strukturen des Signalraumes

Um in der Folge des Uberganges von beobachtbaren auf verdeckte Variable Zugriff auf be-
stimmte Unterrdume des Signalraumes zu erhalten, bildet man gewo6hnlich neue Basissysteme
des Signalraumes.

Haéufig wird als algebraischer Einbettungsraum des Signalraumes die Menge aller n-Tupel
komplexer Zahlen (C™) bzw. reeller Zahlen (R") verwendet. Beide Rdume sind als linearer,
normierter Vektorraum mit Skalarprodukt zu interpretieren.

Sei { fo, f1, ..., fn—1} das n-Tupel des Signals f, dann stellt sich f im Signalraum dar als

n—1
[ = Z fi€i,
=0

wobei {¢;,i = 0,...,n — 1} das n-Tupel der Basisvektoren des Signalraumes ist; {e;} bildet die
kanonische Basis des Signalraumes.

a) Lineare Unabhingigkeit
Die Basisvektoren e; werden als linear unabhdngig betrachtet. Dann sind aber auch die
ihnen zugeordneten Grauwerte f; als linear unabhédngig zu behandeln. Aus der linearen
Unabhéngigkeit folgt ihre Unkorreliertheit (i.A. nicht umgekehrt).

Das heifst, die Pixel haben in dieser Représentation keine Beziehungen zueinander. Auf-
gabe der Bildanalyse ist es, diese Korrelationen zu rekonstruieren.

Die Topologie des Signals wird hochstens implizit repréasentiert (durch Abtastfolge).

11213 4 D=4

112 |D1| = |Ds| =2

Topologische und geometrische Struktureigenschaften sind nicht einfach im Signalraum
zu erkennen.

Ausweg: Berechnung von m verschiedenen topol./geometrischen Eigenschaften
- durch Filter (z.B. Richtungsfilter)
- durch statistische Hauptachsentransformation (“Eigenbilder”)
Karhunen-Loeve-Transformation
Représentation in Kopien C7, ..., C}}, des urspriinglichen Signalraumes
und Rekonstruktion der Zusammenhéinge hieraus

b) orthonormale Basis

1 fur i=j

- Kroneckersymbol
0 fir ¢#7

(ei,ej) = 0ij = {

(-, Skalarprodukt
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¢) Euklidische Norm
n—1
1£11= VIR = \| D1l = V(£ )
i=0

d) Skalarprodukt

n—1
(fh) =" fih * konjugiert komplex
i=0

Ubergang zu neuer Basis {b;}: z.B. durch System von Filtern

f=>_f

Projektion des Signals auf Basis:

Il =, f) Projektionskoeffizienten

)

Forderung: span { Filter } = span {Unterraum }

Weitere wichtige Signalmodelle:

1. C*(R",C) Raum der k-fach differenzierbaren Funktionen aus R" in C

e ex Modell von f als nichtdeterminierte Funktion
(Klasse der Funktion ist bekannt aber nicht deren Parameter)
z.B. partielle Ableitung k-ter Ordnung am Ort d

- Differentialgeometrie

— Approximation (z.B. Splines)
o giltC®cC..cC*’cC!cC®
e Bsp.: C%([a,b],C)
(h.f) = [ 0 @) @), |If]] = [} 1] (@) de

2. Funktionenraum Ls(R™) Raum der quadratisch integrierbaren Funktionen
Dieser Raum wird in der Fouriertheorie kontinuierlicher Signale angenommen

s = [ b (@) f (@) de hf € Ly(R)

o0

I =/ (@) Pde < oo

o0

Wichtiges Problem: Suche nach vollstandigem und interessantem Basissystem
dieses Raumes

~ Basisvektoren spannen Unterrdume mit interessanten
Struktureigenschaften auf
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Bsp: Wavelets

3. Folgenraum I, Raum der quadratisch summierbaren unendlichen Folgen

o0
2= 3 Jelf <00 {ea}€ls

n=—oo

Fouriertheorie: Isometrie von L2 (0, 27) und l2 wegen Parseval-Identitét

1 27 ) 0 )
3 | P = 3 jal

n=—oo

Cn = (f, e 2minT) Fourierkoeffizienten

Signaltypen

Es lassen sich folgende Signaltypen aufgrund ihrer Eigenschaften unterscheiden:

1. Unscharfes Signal:
Unscharfe/scharfe Kantenkonzepte ~ unscharfe/scharfe Objektkonzepte.

Ursachen der Unscharfe:

o inhiirente ProzefSunschiirfe:
— Mischung von Teilprozessen (z.B.: Partialvolumen - Réntgenstrahlen)
— Zufallsprozesse (z.B.: Nuklearmedizin)

o abbildungsseitige Unschirfen:
- Bewegung
- Verschmierung
— Rauschen

Man kann unscharfe Kantenregionen mit Hilfe von zusitzlichem Wissen auf scharfe Kontur-
regionen abbilden.

”Restauration”:
unscharfe inverse scharfe
Kantenregion Abbildung ~ Kantenregion
Modellwissen bzgl.
Verschmierung

2. Determiniertes Signal:
o funktional eindeutig beschrieben und im Prinzip bekannt
o Aufgaben: Signal unter anderen Signalen zu detektieren und zu lokalisieren

Beispiel: Kreis 22 + y2 = rZ , o bekannt
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3. Nichtdeterminiertes Signal:

o ist einer (bekannten) Funktionsklasse zuzuordnen, aber Parameterspezifizierung ist
unbekannt

o Aufgaben: Parameteridentifikation und Lokalisierung
Welche Realisierung der Klasse liegt vor?
Beispiel 1: Kreis 22 + y? = r? , 7 unbekannt
Beispiel 2: Linie: 2 Parameter = Hough-Transformation
siehe Einschub: Hough-Transformation zur Linienerkennung
4. Deterministisch-chaotisches Signal:

o funktional beschreibbar (DGL), aber dennoch im Wertebereich nicht vorhersagbar
(Biosignale).

e Aufgabe: z.B. Bestimmung der fraktalen Dimension des seltsamen Attraktors

siehe Einschub: Analyse dynamischer Systeme

5. Stochastisches Signal:
e kann prinzipiell funktional nicht beschrieben werden
o wird als Realisierung stochastischer Ereignisse (Prozesse) betrachtet
e Ursachen der Stochastik: Prozefs, Messung, Analyse
o Aufgaben (durch Modellierung der stochastischen Prozesse):

— Signalbeschreibung durch Prozefiparameter (z.B.: Gaufs-Prozef3: Mittelwert, Va-
rianz)

— Approximation durch nichtdeterminiertes Signal (z.B.: Methode der kleinsten
Quadrate)

6. Stationdres Signal:

¢ ein einheitliches Signalmodell wird angewendet (z.B.: bei Textur)

7. Nichtstationdres Signal:

o einheitliches Signalmodell mit unterschiedlichen Parametern

o unterschiedliche Signalmodelle
- regionale Stationaritat

— lokale Stationaritat
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Einschub: Hough-Transformation zur Linienerkennung
Gegeben : Bild mit Linienstrukturen (z.B. Bindrbild)
Gesucht : Parameter der Linien
Losung : Hough-Transformation

Die Hough-Transformation beruht auf der Annahme eines parametrischen Modelles geome-
trischer Entitdten, z.B. von Linien. Sie stellt eine Transformation aus dem Ortsraum in den
Parameterraum der Entititen dar. So wie der Ortsraum diskretisiert ist, ist auch der Parame-
terraum geeignet diskretisiert.

Alle Bildpunkte, die im Ortsraum auf einer Linie liegen, werden im Parameterraum auf einen
Punkt projiziert. Genauer, jeder Punkt im Ortsraum erzeugt eine Kurve im Parameterraum
und diese Kurven iiberlagern sich in einem Punkt, der eine Gerade im Ortsraum représentiert.
Im Falle eines Bindrbildes akkumulieren sich die Beitrdge im Parameterraum. Dieser wird zu
einem Akkumulator. Mittels Schwellenoperation im Parameterraum lassen sich alle Linien im
Ortsraum auffinden.

=V

y

Seien r die vertikale Distanz der Linie L zum Bildzentrum (r > 0) und ¢ die Orientierung des
Distanzvektors (0 < ¢ < ). Dann gilt fiir alle (x,y) € L

r =2 COS ¢+ y sin ¢

bzw.
xcosp+ysing—r=0.

Dies ist die Hessesche Normalform der Geradengleichung. Fiir zwei Punkte (z1,y;) € L und
(x2,y2) € L schneiden sich die entsprechenden Kurven im Punkt (r, ¢) im Parameterraum.

Vielfdltige Griinde (z.B. die Diskretisierungen beider Raume) fithren dazu, dafs der Schnitt-
punkt im Parameterraum nur ein Hiufungszentrum ist, also die exakte Gleichung = cos ¢ +y
sin ¢ — r = 0 nur unscharf erfiillt wird:

rcosp+ysing —r <e, e>0

Dies entspricht einer unscharfen Definition der Linien im Ortsraum. Die Schwelle ¢ ist zu

wihlen.
[ |
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Einschub: Analyse dynamischer Systeme

Gegeben : Zeitreihe eines deterministisch-chaotischen Signals

Annahme : Das System, welches als Quelle dieses Signals angesehen werden kann,
moge in seiner Dynamik durch eine Differentialgleichung n-ter Ordnung
beschreibbar sein.

Gesucht  : Ordnung n der Differentialgleichung als Mafs der Komplexitat des Systems

Losung :  Bestimmung der fraktalen Dimension der Phasenraumtrajektorie des
Systems aus der Zeitreihe. Diese Dimension wird mit der Ordnung der DGL
in Beziehung gesetzt.

Hier soll nur kurz der Kerngedanke skizziert werden.

Gegeben sei ein dynamisches System f, das von n Parametern abhingt (eine DGL n-ter Ord-
nung)

= f(p1,p2; -, pnit) mit  p; = p;(t).

Dieses System generiert eine Zeitreihe. Dann gilt: Zu jeder Zeitreihendarstellung kann eine
dquivalente Phasenraumdarstellung (Darstellung im Parameterraum) angegeben werden.

1. triviales Beispiel: ungedampfter harmonischer Oszillator (Pendel)

Die Zeitreihe stellt ein periodisches Signal des Auslenkwinkels 6 {iber der Zeit dar. Das Pendel
wird durch zwei Parameter beschrieben, den Auslenkwinkel p; = 6 und die Bahngeschwin-
dlgkelt P2 = %

Die genaue DGL interessiert nicht, sie ist von der Ordnung n = 2.

de
dt

Zeitreihe Trajektorie im Phasenraum
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2. komplexes Beispiel: deterministisch chaotisches Signal

=)

T

T C+Ly 2L+ 30+ 16y

Theorem von Takens (1981):
Bestimme die Dimension der Trajektorie des der Zeitreihe zuzuordnenden seltsamen Attrak-
tors im Phasenraum aus der Korrelationsdimension der Zeitreihe.

Hierzu wird aus der Zeitreihe f(¢) eine Menge von Zeitreihen f;(t),1 < i < n gebildet, de-
ren Korrelation untereinander ermittelt wird.

v
v

N
7

f, f, f,
Zeitpunkt : t, Zeitpunkt : t,

Redundanz und Relevanz

Fiir die Bildanalyse von grundsitzlicher Bedeutung sind die Eigenschaften Redundanz und Re-
levanz von Signalen.

Redundanz ist an die syntaktische Information gekoppelt und kann deshalb modelliert wer-
den.

Relevanz ist an die pragmatische Information gekoppelt und entzieht sich daher einer Mo-
dellierung.
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Definition (Redundanz):

Unter Redundanz R versteht man den Anteil am Signal, der mit Kopplung des Signals an den
Trager (z.B. die Menge der Bildpunkte) gebunden ist, selbst aber keine Strukturinformation
tragt. Der Begriff Redundanz gestattet, zwischen notwendigen (unverzichtbaren) und tiberfliissi-
gen (verzichtbaren) Daten zu unterscheiden.

Nyerzichtoar —1_ Nunverzichtoar

R:

Ngesamt Ngesamt

Beispiel:

1. Ein Quadrat ist hinreichend durch die Angabe seiner vier Eckpunkte definiert.

22
2. Ein Quadrat wird durch seine Kanten definiert (1D): Seien 2% Ecken durch 4 - 256 Kantenpunkte
ersetzt. Damit ergibt sich fiir die Redundanz R:

22 8
@ )
C )

3. Ein Quadrat wird durch seine Fliche definiert (2D): Seien 2562 = 21¢ Bildpunkte im Quadrat
und 22 zu seiner Definition notwendige Ecken. Damit ergibt sich fiir die Redundanz R:

22

_ —14
e =1-2

R=1-

Aus diesem Beispiel ist ersichtlich, dafi 2D-Strukturen mehr Redundanz enthalten als 1D-
Strukturen.
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Signalkode: nicht verzichtbare Bausteine eines Signals (Basissystem).

Signalkompression bedeutet Signalkodierung mit Redundanzminderung (optimal: Redundanz-
minimierung). Durch zusétzliches Wissen (nicht im Kode enthalten) wird die Redundanz des
Kodes vermindert.

Die Signalanalyse erfordert auch eine Unterscheidung von erwiinschter (relevanter) und un-
erwiinschter (nicht relevanter) Information.

Definition (Relevanz):

Unter Relevanz versteht man den Anteil des Signals, der in Hinblick auf die Zielstellung von

Bedeutung ist.

Relevanz bezieht sich auf den Anteil an Information, der an den Beobachter gebunden ist, d.h.
die pragmatische Information.
[ |

Definition (Irrelevanz):
Unter Irrelevanz versteht man den Anteil des Signals, der in Hinblick auf die Zielstellung nicht
von Bedeutung ist.

Irrelevanz bezieht sich analog zum Begriff der Relevanz auf den Anteil an verzichtbarer se-
mantischer Information, der an den Beobachter gebunden ist.
[ |

Triebfeder der Signalanalyse ist das Prinzip, Relevanz zu vermehren bzw. Irrelevanz zu ver-
mindern. Relevanz ist im Gegensatz zur Redundanz nicht generell formalisierbar. Redundanz
ist in der Bildanalyse deshalb von Bedeutung, weil sie Stabilisierung gegeniiber Storungen be-
wirkt.

Beispiel: Vermessung eines Quadrates

a) Ecken sind ungenau gegeben — starke Auswirkungen auf Rekonstruktion des Quadrates

b) Kanten sind ungenau gegeben—; Regressionsaufgabe fiir Rekonstruktion der Kanten aus unge-
nauen Punkten mit Fehlerminimierung!

Einschub: Signale als Systeme

Wir erwdhnten die enge Verbindung von Signaltheorie und Systemtheorie. Hier soll eine spe-
zielle aber bedeutende Methode der Signalanalyse angesprochen werden, die auf einer opera-
tionalen Definition von Signaleigenschaften beruht. Diese Methode heifst

Analyse durch Synthese

Wir werden im Kapitel 4 (stochastische Modellierungen) hierauf genauer eingehen.
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Aufgabe: Bestimme die Parameter eines stochastischen Systemes, welches das vorliegende Si-
gnal synthetisieren kann. (Erinnerung: Analyse eines dynamischen Systems, das ein determinis-
tisch-chaotisches Signal erzeugt.) Dies geschieht durch Minimierung eines Fehlermafes in ei-
nem Optimierungsverfahren. Das so parametrisierte System steht fiir das Signal.

Annahme: Ein rekursives System filtert den Input (Rauschen) in der Weise, dafy diesem die
gewtinschten Korrelationen aufgepragt werden.

fm y Z > g

g m-1

Das System wird durch eine Differenzengleichung (Analogon zu DGL) beschrieben. Der mo-
mentane Output wird aus dem momentanen Input und zuriickliegendem Output beschrieben.

Der zuriickliegende Output beschreibt den Zustand des Systems in zuriickliegenden Phasen.
Es gentigen wenige Zustdnde, um die Textur eines Bildes zu beschreiben, wenn das Modell gut
genug ist.

1.1.3 Systemmodelle

Seien f € F'und g € G Signalreprédsentationen und F', G Signalrdume.

Definition (System):

Ein System ¥ beschreibt die Relation zwischen dem Input f und dem Output g bzw. eine Abbil-
dung von f auf g.

e ¥ =(f,g):System

e g = h{f}: Abbildung der Signalreprasentation

Blockschema: Input-Output-Relation

Lf—— >, -~ 0:g
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Jedes rekursive System kann auf abstrakterer Ebene als vorwadrts gerichtetes System betrachtet
werden.

Der Begriff System steht fiir die in konkreten Anwendungen verwendeten Begriffe Operator,
Filter, Transformation, Algorithmus, u.s.w. Ein System ist eine Untermenge des Realisierungs-
raumes F' x G, der von den Signalrdumen F' und G aufgespannt wird.

G

,9)

YCFxG

poor
Daraus folgt, daf$ Signale und Systeme bzw. Signalmodelle und Systemmodelle sich gegensei-
tig bedingen!
Signaltheorie <= Systemtheorie
(Wahl des Begriffs hangt von Fragestellung ab!)

Signalanalyse:
Mit Hilfe eines bekannten Systems werden die Parameter eines unbekannten Inputsignals er-
mittelt.

Systemanalyse:
Mit Hilfe eines bekannten Inputsignals werden die Parameter eines unbekannten Systems
(black box) ermittelt.

Die Eigenschaften der Systeme pragen sich dem Output auf:

o deterministisches System
Abbildung Input-Output eindeutig und vorhersagbar (~ Verschmierung)

A A

e stochastisches System
Abbildung Input-Output mehrdeutig und nicht vorhersagbar (~ Rauschen)

A
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Beispiel: Beobachtungsgleichung eines Abbildungssystems:

§—— = h,s 9@9']"

?

n

o f = hg*s-+mn,wobei hy eine deterministische Storung des Signals s bewirkt und n eine stochas-
tische Storung ist. Man bezeichnet * als Faltungsoperator.

Die folgenden Systemeigenschaften sind von Bedeutung.

1. Vollstindigkeit des Systems:

A Sensitivitit

s LT 00~ (O

Keine (im Sinne der Modellbildung) erwiinschten Strukturen werden unterdriickt.
Sensivitit : Grad der Vollstandigkeit;
Beispiel: Die Verschmelzung benachbarter Strukturen bei der Kantendetektion

2. Eindeutigkeit des Systems:

Keine (im Sinne der Modellbildung) zusétzlichen Strukturen werden durch das System
erzeugt.

. E Spezifitit
. ‘ h < A" Yein stochastisches System!
/ Beispiel Kantendetektion:
: h B Doppelkanten von Linien

=l

Spezifitit: Grad der Eindeutigkeit
Beispiel: Entstehen von Doppelkanten bei der Kantendetektion

Einschub: Spezifizitit und Sensitivitit

Die Begriffe Spezifizitdt und Sensitivitédt spielen in der statistischen Entscheidungstheo-
rie eine tragende Rolle. Da sie aber auch den eingefiihrten Begriffen Eindeutigkeit und
Vollstandigkeit eines Systems entsprechen, sollen sie hier kurz beleuchtet werden.
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Annahme: Es existiere ein Operator zur Kantendetektion, der parametrisch an die eine
oder andere oben genannte Eigenschaft angepafit werden kann.

Gesucht: Strategien, die diese Parameteranpassung ermdoglichen.

Losung: Experimente mit unterschiedlichen Parametern und ihre statistische Auswer-
tung.

Folgende Situationen werden in der Entscheidungsmatrix in Beziehung gesetzt:
e FEine Struktur (Kante) ist vorhanden

e Eine Struktur (Kante) wird erkannt

Entscheidungsmatrix:
Struktur wird erkannt

5 ja nein TP : true positive
o .
g TN: true negative
s =| TP FN FP : false positive
z FN': false negative
E
4 =
5 FP TN
wn

Die Haufigkeiten p(e) der (negativen bzw. positiven) Antworten {iber dem Entschei-
dungskriterium (Merkmal e) lassen sich nur im Idealfall gut mittels einer Entscheidungs-
schwelle es separieren. In der Realitét tiberlagern sich beide H&ufigkeiten. Eine Ver-
schiebung der Entscheidungsschwelle fiihrt zu Anderungen der Fehlerhaufigkeiten. Um
hier richtig zu handeln, gibt es keine allgemeine Losung. Vielmehr mufi eine Strategie
gewdhlt werden, welche die Konsequenzen der zugelassenen Fehler berticksichtigt.

p(e)A ideal p(e)a realistisch

TNF TPF

€, e

Normierung der Haufigkeitsfunktionen:

N N
TPF+FNF =1 TPF =-12 = 7NF=2_IN
Np Ny
N N
TNF + FPF =1 FPF=- = pNp=-IN
Np Ny

Dann gilt
Spezifitit: TNF =1 — FPF

Um eine hohe Spezifitdt zu erreichen, mufs der Anteil der falsch-positiven Antworten
minimiert werden. Dies erh6ht den Anteil der falsch-negativen Antworten.
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Beispiel: Kantensuche - das Hochsetzen der Schwelle fiihrt dazu, daf$ nur noch die stirksten
Gradienten im Bild erfasst werden. Nachteil: Es entstehen Liicken — Nachbearbeitung
|

Beispiel: Differentialdiagnostik - die negativen Antworten werden in weiteren Schritten spezi-
fisch untersucht. Es besteht hoher Grad an Sicherheit, daf§ PF ~ T PF.
|

Sensitivitiat: TPF =1 —- FNF

Um eine hohe Sensitivitdt zu erreichen, mufs der Anteil der falsch-negativen Anworten
minimiert werden. Dies erh6ht den Anteil der falsch-positiven Antworten.

Beispiel: Kantensuche - das Herabsetzen der Schwelle fiihrt dazu, daf$ auch schwache Gradien-
ten im Bild erfafSt werden. Nachteil: Es werden Nicht-Kanten-Punkte erfafst — Nachbearbeitung.
|

Beispiel: Screening - die positiven Antworten werden in weiteren Schritten spezifisch unter-
sucht. Es besteht hoher Grad an Sicherheit, da§ NF ~ TNF.

3. Robustheit:
Empfindlichkeit eines Systems bei Anderung der Voraussetzungen (Modellannahmen).

— Modellannahmen fiir System sollten robust sein.

Beispiel: relative Unabhingigkeit eines Kantenoperators von Bildkontrast.

Stufenkante J/ J

4. Stabilitat:
Grad der Toleranz gegentiber kleinen Schwankungen der Inputwerte oder beziiglich des
Ausfalls von Systemkomponenten.

e instabiles System reagiert auf kleine Storungen des Inputs mit groflen Amplitu-
dendnderungen der Outputwerte.
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O O

5. Optimalitat:

Verhalten eines Systems, dessen Parameter so gewdahlt sind, daf3 sie eine Kostenfunktion
minimieren

Kosten:
e Abweichung Output vom gewtiinschten Output C' = |g — gopt|
e Aufwand zum Erreichen des Zieles

Beispiel:

o Maximierung einer Wahrscheinlichkeit
(MAP-Verfahren; Bayes-Strategie),

o Minimierung des mittleren quadratischen Fehlers
(MMSE-Verfahren: |g — gopt|* — min).

e Optimalitdt, Robustheit und Stabilitdt hdngen eng miteinander zusammen.

e Suboptimale Systeme sind oft robuster oder stabil.

6. Adaptivitit:
Adaptivitit ist die Fahigkeit eines Systems, sich an Anderungen der Parameter eines Sig-
nals anzupassen. Das System ist nicht mehr unabhidngig vom Signal.

Adaptive Systeme sind bez. der Systemparameter nichtstationdr;
~ die Systemparameter sind vom Inputsignal abhéngig.

o Kosten eines Optimalverfahrens werden signalabhingig verandert (lokale Optimal-
verfahren).
— bessere Approximation einer gewtiinschten Outputfunktion
— bessere Sensitivitdt (Vollstandigkeit) des Systems
(oft nichtlinear wegen der Wechselwirkung von Signal
und System).

7. Linearitat:
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e Lineare Abbildung von Input und Output:
haifi + asfo} = arh{f1} + a2h{f2}

o gewiinschte Eigenschaft technischer Systeme (Kamera, Verstirker, etc.)

aber: biologische visuelle Systeme sind nichtlinear!

Linearitdt bedeutet oft Unabhéngigkeit der Systemparameter vom Eingangssignal.

Nichtlinearitdt ist oft durch Abhédngigkeit der Systemparameter vom Eingangssi-
gnal bedingt.

Beispiel:
hs(s) ~ nichtlinear,
hg ~ linear.

. e ..n.l (Sgittigung)

1.1.4 Strategische Modelle

Strategische Modelle werden herangezogen, um die Art und Weise des Erreichens der Zielstel-
lung zu spezifizieren.

e Reduzierung der Komplexitdt der Systeme und/oder Problemstellung

e Reduzierung der Freiheitsgrade der Signale

Transformationen:
Signale werden in andere Darstellungsformen (anderes Basissystem) zu folgenden Zwecken
transformiert:

1. Reduzierung der Komplexitdt von Operationen

o logarithmische Darstellung:
Multiplikation — Addition
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‘ Transformation H urspriingliche Operation ‘ transformierte Operation
Fouriertransformation | Faltung Multiplikation
zahlentheoretische Faltung Addition
Transformation
Laplacetransformation || Differentation Multiplikation
konforme Transforma- || Skalierung, Rotation Verschiebung
tion
Hough- Auffinden und Identi- | Maximumsuche im Pa-
Transformation fizieren geometrischer | rameterraum

Objekte
Beispiel: Houghtransformation b
y = ax + b, wobei a,b ~ Parameter
Gerade —s Punkt i

2. Hervorheben invarianter Eigenschaften:
o Fouriertransformation: Verschiebungsinvarianz

e Mellintransformation[Bracewell, 1984]: Skalierungs-/Rotationsinvarianz

Teile- und Herrsche-Strategie: (devide and conquer)
Man versteht darunter die Abbildung eines Problems auf eine Menge kleiner Probleme, die
leichter 16sbar sind.

1. Reduziere alle Probleme auf Teilprobleme, die beherrschbar sind.

2. Lose Teilprobleme.

3. Rekonstruiere die Losung des Problems aus Losungen der Teilprobleme.
Dadurch kénnen aber Wechselwirkung und Korrelation verloren gehen.
Beispiel: . .

P! Bild —= Objekt ——= Merkmale

—= Approximation der Losungen

(optimale Losungen ~—=  suboptimale Losungen)

’

Konvergenz zu globalem Minimum

Konvergenz zu lokalem Minimum
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lokales Minimum

globales Minimum

1. Rekursion: Abbildung der Problemlésung auf zyklischen Graphen:

Fr=n{y =

Abbruch an Terminalpunkt, fiir den Ziel- oder Kostenfunktion vorgegebene Schwelle
erreicht.

2. Iteration:
Abbildung der Problemlésung auf linearen Graphen:

g="h{f} =R R 1)

Zum Beispiel: Kaskadierung von Elementaroperationen:

fop]—gt =] gt [y
Aquivalenz von Iteration und Rekursion bei identischen Elementaroperationen.
3. Separierung;:
Unabhéngige Behandlung von Teilproblemen (bei Nichtbeachten anderer Probleme), z.B.:

Das Einfrieren eines Freiheitsgrades des Problems reduziert die Komplexitit:

2D — 1D
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3.1 Separierbare Systeme
h = [hmn] = [hmnol - [hing,nls

. ! !
wobei mg = const. = 0 und ng = const. = 0.

0 M—=1 my =0 0 M—-1

_ 0 0
no =0 [hmmo] A\ =

[P ] [fom.n]

3.2 Dimensionsreduktion eines Signals

durch zeilenweise Abarbeitung 2D — 1D-Signal. Selektion einer Zeile:
f = [fmﬂl] — fn() == [fm]nol ng = const.

-

no

4. Projektion:
Anwendung eines Projektionsoperators auf ein Signal reduziert dessen Dimension

o Ppf = [fnlo, : Projektion auf n-Achse.

O

o P, f = [fm]o: Projektion auf m-Achse.

O

[fmlo= Z fm,n ~ Summation, wobei f; und f o marginale Signale sind.
n=0
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Beispiel:
e 3D — 2D (Projektion der Welt auf Bildebene)

o Tomographie (2D — 1D) — Radontransformation

5. Ausblendung:
Anwendung des Aperturoperators (Fensteroperator) A, blendet einen Teil des Signals
aus.
Afmz{ fm fur me Dy C D,
0 sonst

o Aperturoperator ist Spezialfall eines Wichtungsoperators
e Wichtungsfunktion: Wf = [wy, fi]
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1.2 Diskrete Signalfunktionen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Begriffe zur Beschreibung diskreter Signalfunktio-
nen eingefiihrt. Insbesondere wird die Beziehung zwischen dem Signal und seinem Defini-
tionsbereich diskutiert. Von besonderer Bedeutung fiir die im Abschnitt 1.3 einzufiihrenden
Operatoren sind die Begriffe Nachbarschaft und Umgebung eines Bildpunktes.

1.2.1 Signal und Triger
Der Begriff Triger steht fiir den Definitionsbereich des Signals. Man unterscheidet:

o physikalischer Trager: Art und Weise der Verkniipfung der Zellen des Definitionsberei-
ches (inhdrente Struktur).

o logischer Trager: Artund Weise des Zugriffs auf das Signal (Abtastung des Signals).

physikalischer Trager:
Repréasentiert meist Ortsraum oder Zeit, aber auch Frequenz (MRI Magnetic Resonance Imaging,
SAR Synthetic Apertur Radar).

Forderung an den physikalischen Trager: Struktur eines Gitters (topologischer Begriff):

1. Die Struktur ist zusammenhingend.

2. Die Struktur ist homogen, d.h.
e jeder Bildpunkt hat die gleiche Anzahl von Nachbarn und
e jeder Bildpunkt hat gleiche Gestalt und Orientierung.

Nur quadratische und hexagonale Gitter erfiillen diese Forderungen.

Die Forderungen sind Zugestdndnisse an

o die Grenzen der technischen Realisierung (Kameras, Bildspeicher) und an

e die Grenzen der Modellierung von Verarbeitungsstrategien

1D-Trager: lineares Gitter

“FT T LR ]

m=20 am

topologische Eindeutigkeit: jeder Bildpunkt hat linken und rechten Nachbarn

o Gitter = topologischer Raum — Vektorraum!

e Vektorraum:

1. Trager hat Koordinatenursprung (m = 0)
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2. Trager hat Basis (Einheitsvektor e;)

Einheitsvektor definiert elementare Verschiebung, um von einem Punkt des Trdgers zum
nichsten zu gelangen:

Gy, =M - €] am € Dy, ={0,1,2,...}

2D-Trager: planares Gitter
Es besteht topologische Mehrdeutigkeit:
1. Viereckgitter

2. Sechseckgitter » —
3. Dreieckgitter

liefern vollstandige und topologisch
homogene Zerlegung der Ebene.

Viereckgitter Sechseckgitter Dreieckgitter

T

Basis des Viereckgitters: orthogonale Basis e = [e1, e2]” von Einheitsvektoren.

e Bildpunkt (m,n) ist durch Vektor a,,, = me; + neg erreichbar

o Einheitsvektoren definieren Grofie und Richtung einer elementaren Verschiebung.

Ubergang zu schiefwinkligem Gitter fiir: o = Z(eq, e2) # 90°

— Basis: e? = [, ed]T. In Vektornotation ergibt sich:

d d
¢’ = De wobei D= 12

diz  doo
a = 90° a = 60°

orthogonales Viereckgitter: hexagonales Gitter:

1 0 1 0
0 1 1 V3

2 2
Beim Dreiecksgitter (aw = 120°) existieren drei linear abhédngige (Basis-) Vektoren.

o Es ist nicht metrisch homogen (nicht geeignet, den topologischen Raum in einen Vektor-
raum eindeutig abzubilden).

— Es existieren keine metrisch eindeutigen Verschiebungen!
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1.2.2 Abtastfunktion und Signalbegrenzung

Diracimpuls

o diskret: Einheitsimpuls

1 fir m=0
Om =
0 sonst

e kontinuierlich: Der Diracimpuls (Deltaimpuls) §(x) reprdsentiert als ein Vertreter der Dis-
tributionen! eine Klasse von Funktionen, die allein iiber ihre Eigenschaften bei Integra-
tion beschrieben sind. Der Diracimpuls ist hier ausreichend definiert durch die Eigen-
schaft:

[ 8@ @) do = 70

Insbesondere gilt dann:

Der Diracimpuls geht durch Grenziibergang aus der Funktionen f.(x) hervor:

o(z) = ll_r)% fe(z)

) 1/e fur |z <e/2 B 2¢
Jelz) = { 0 sonst Jelz) = €2 + 4m2g?
fe() 1 fe()
—€/2 €/2 T T

Die grafische Notation fiir eine Deltafunktion soll eine Linie sein, die die Lange des Im-
pulsintegrals der Deltafunktion besitzt, also z. B.:

!Damit ist 6(z) eigentlich keine Funktion, wird aber trotzdem meist als Funktion bezeichnet.
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2+
26(x—1)
1 x
Folgende Sétze gelten:
/ 0z —xo) f(x)de = f(x0) Verschiebung, Ausblenden
i 1 "
/ d(az) f(x) dx = - f(0) Ahnlichkeit
/ 6 () f(z) da = (=1)"f™(0) n-fache Differentiation

diskrete Version der Ausblendungseigenschaft:

Fn =Y Fxbmk
k

unbegrenztes Signal:

(e o]

f=[fm], wobeim € D = Zist.

e Einheitsimpuls am Koordinatenursprung:

0 sonst

5m:{1 firm=20 L N

oL 1 1 L1 1
-5-4-3-2-1012345

e Verschiebung an Position k:

35
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0 |
0 k
m

° Uberlagerung aller moglichen Verschiebungen:

Wert am Ort m wegen Ausblendeigenschaft fiir f; =1

IlIrn: i 5mfk:

k=—o00

0
-5-4-3-2-1012345
m

III ~ unendliche Folge von Einheitsimpulsen = ideale Abtastfunktion, Kammfunktion
oder Shahfunktion.

111 = [II1,,,] = [i S
k—oo

=
e Signalfunktion 3”0 ist als Wichtung der Abtastfunktion mit Signalwerten f,,, zu interpre-

tieren: o
= [ 3 fkamk] = [fin]

k=—o00

Dies folgt aus der Ausblendeigenschaft des Deltaimpulses

f="D_ fim—t
k=—o00

ST T T T T T T T

4t o -
oo 3 & O -
f 2 ¢ o .

1_ —

LTLL7yy

-5-4-3-2-1012345
m
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e Erweiterung auf r = 2:

Hlm,n = Z Z 5mfk,nfl
k1

begrenztes Signal:

e unbegrenztes Signal: niitzliches Modell, um Probleme des Signalrandes zu vermeiden.

e begrenztes Signal: durch Ausblenden mittels Aperturoperator A, der auf die Abtastfunk-
tion wirkt, so dafs

0 sonst

A?o:{f fir me {0,1,2,---,M —1}

M—-1
k=0

e Der Signalrand erfordert besondere Beachtung!

e Die Abtastfunktion entspricht der kanonischen Basis des Signalraumes , denn es gilt:
Om—k = 6? = €m

f= [fo,fr, fas -, fu—1]"  Signal im Ortsraum

- fO [150,050)"' ,O]T+f1 [0,150,05"' 50]T+f2 [0?0’1,05"' aO]T"'

N~ ~~

_ _ 1 _2
60_]@762 d1-r=ey, da_p=€j;

Signal im Signalraum

Sind die ej, die Basisvektoren des Signalraums, so ist die Notation fiir das Signal
M-1
f= Z Jmeém.
m=0

periodisches Signal:

e ist modulo der Kardinalitit M des Definitionsbereichs erklart.

Nutzen: Randprobleme werden umgangen.

Zwangsgleichung;: ~ ~ B
fm = fm+M - fm_M

Periode D,,: Menge unabhéngiger Signalwerte.

Dm=1{01,-- ,M—1} — M=|D|

Ein begrenztes Signal erhédlt man aus einem periodischen Signal, durch die Anwendung
des Aperturoperators.
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o Erweiterung auf r = 2: Periodizitit allgemeiner definiert

]im,n = fimtpr1,ntpa) } gemeinsame Zwangsgleichungen

fmvn = f(m+p12,n+p22)

o Periodizititsmatrix

P11 P21
P12 D22

P:

], det P#0

o Allgemeiner Fall fiir beliebige Perioden: p;; # 0 bei D = D,,, x Dy,:

=M =N =J =K — P= M- T
P11 = M, Pp22 =1V, P21 =+, P12 = = K N
Jim’n - Jim+M’n+J - Jim_M’n_J Zwangsgleichungen
fm,n = ferK,nJrN = fme,an

e Spezialfall: separable horizontale/vertikale periodische Fortsetzung bei D = D,, x Dy:

=M =N =p2=0 — P= M0
b1 =AM, P2 =1V, P21 =DP12= o0 N
= Jim’n - JierM’n - me_M’n Zwangsgleichungen
fm,n - fm,n—l—N - fm,n—N

e Zahl der Bildpunkte einer Periode von f ist |det P|

det P = p11p22 — p12p21

Auf die Tilde zur Kennzeichnung der periodischen Signalfunktion wird in den folgenden Ab-
schnitten verzichtet.

Offensichtlich beschreibt die hier interessierende Periodizitit das Erzeugen eines Supergitters,
dessen elementare Zellen durch D gegeben sind mit jeweils | D| Bildpunkten. Ist v = [v1, vo]T
ein Vektor, der einen ausgewdhlten Punkt aus D, z.B. den Ursprung (m,n) = (0,0), in densel-
ben Punkt einer benachbarten Zelle verschiebt, gilt vy = |D,,|e; und vy = |D,,|es.

Das erzeugte Gitter reprasentiert eine reguldre Parkettierung von Z x Z mit Zellen, deren Ge-
stalt durch P gegeben ist und deren Fldche sich durch | det P| ergibt. Es gilt

v = Pe.
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Beispiel:
[ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
Vi Vi
vz‘ 1 \’2; ) \

[ S i‘ [ e . .

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] * [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] * [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

regulire Parkettierung allgemeine Parkettierung
M
p_ 0 p_ M 0

0 N 4 N

In der Bildverarbeitung interessieren nur regulire Parkettierungen. In der Computergrafik interessiert
man sich auch fiir allgemeine Parkettierungen (siehe S.G. Hoggar: Mathematics for Computer Graphics,
Cambridge University Press, 1994).

|

1.2.3 Zeilenweise Bildabtastung

Die gebrduchlichste Art und Weise der Bildabtastung bei sequentieller Verarbeitung ist die
zeilenweise Abtastung. Sie ist modellierbar mittels Separabilitdt und Linienimpuls. Fiir r» = 2:
Separabilitit — Signal laf3t sich als Produkt zweier orthogonaler 1D-Signale darstellen.

Fiir den Bildpunkt (m, n) ist die Zerlegung fy, » = gm - by, nur im Ausnahmefall moglich.

mop
3 \

: l
Gm = @

Aber Verallgemeinerung ist i. allg. moglich:
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Linearkombination von Produkten separabler Komponenten:

-1
fm,n = E gm;ihi;n
=0

Linienimpuls:

Impulsfolge, die in einer Richtung homogen ist und in dazu senkrechter Richtung impulsfor-
mig:

M-—1
IIT - 6n—l = [Z 6m—k] . 5n—l fir m¢€ Dm, nebD,
k=0

N—

fm,n = fm;lmm : 6n—l

=
m
n

n=/eocoeoeee0eeee

—_

01 selektiert Zeile n = [. Die Zeile n = | wird dann wie ein 1D-Signal durch die Shahfunktion
II=(I11,,] abgetastet.

Vektordarstellung der Bildfunktion: Fiir D = M x N wird ein Bild als Vektor der Lange
P = MN dargestellt.

—f=f, | 0<p<P-1, P=M-N, p=nM+m]

1.2.4 Logischer Triger

physikalischer Trager : Art und Weise der Einbettung des Signals in den Definitionsbereich
logischer Trager : Art und Weise des Zugriffs auf Signal

Beispiel: MVS (Menschliches Visuelles System) ~ selektives (aufgabenbezogenes) irregulires Abtas-
ten.
|

o irrequlire Abtastung:

Schrittweite und Abtastung orts—bzw. zeitabhdngig (~ hierfiir Signaltheorie bisher kaum
entwickelt).

- inhomogenes Gitter ~ irreguldre Abtastung

o requlire Abtastung:
Schrittweite und Abtastrichtung verhalten sich homogen.

- homogenes Gitter ~ reguldre Abtastung
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Jittering:

Zugelassene kleine Storung einer reguldren Abtastposition:

o 0 o 0
X lisierte Abtast iti
o o o !.0 x realisierte Abtastposition

x x X ideale Abtastposition
o o o & o p

z.B.: Abtastung gestort um zufalligen Wert |y| < 1 mit Verteilungsdichte p(v) um Wert Null.

0
~y
Anwendung: "natiirliche” Darstellung von Computergraphiken
Resampling:

Regulédres Abtasten des Signals in Schrittweiten, die Vielfachen oder Bruchteilen der Einheits-
vektoren des physischen Tragers (A = 1) entspricht

Beispiel: A =2

o © o © o
60 O O o O o o
o © o 6 o 6 o
0O O O O O O o o
© o 6o © o 6 o
0O O O O O O o o
©o @0 ©0c Qo
0O O O O O o o o
|
Abtastfunktion bei Resampling:
o0
IHAm - Z 5mfAk
k=—o0

fm = fm-Hlam

= Abbildung des Definitionsbereichs D,,, — D mit M4 = %
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A > 1: Kontraktion (Stauchung) durch Unterabtastung:

S

logischer Trager wird kleiner als physikalischer Trager

A < 1: Expansion (Streckung) durch Uberabtastung:

AN

logischer Trager wird grofSer als physikalischer Trager

Falls A eine zweidimensionale Matrix ist mit |det A| # 0, so gilt fiir das abgetastete Signal f:

fn_i/ = fAﬁm - fm/,n/ = fm,n ' manm—l—algn,azlm—l—azzn

A steht fiir Streckung, falls |det A| > 1. A steht fiir Stauchung, falls |det A| < 1.

1.2.5 Nachbarschaften und Umgebung

Nachbarschaften und Umgebungen sind Fensterfunktionen, die einen Bildausschnitt beztiglich
eines Aufpunktes (m,n) definieren:

-Am,nf = { fZ,]|(Za.]) € um,n C D}

Uy, ist der Einzugsbereich des Aperturoperators A an der Position (m, n).

Distanz: p ~ Metrik-Parameter

o Distanzfunktion:

dp(amnaaij) = |lamn — aij”p = |I7llp

o Distanzovektor:
T
7= [§,n]
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e Norm des Distanzvektors:

B =

I7llp = (I€1" + [nl*)

amn

AN/

wichtige Metriken:
o absolute (Minkowski- oder City-Block-) Metrik: p = 1
di((m,n), (i, 7)) = [i =m| +j —n|

e Euklidische Metrik: p = 2

=

dQ((mvn)v (27])) = ((Z - m)2 + (] - n)2)
o Maximum-— (Tschebyscheff-) Metrik: p = oo
doo((m, 1), (i, 7)) = maz{[i —ml,|j —nl}

Definition (Nachbarschaft \):

Die Nachbarschaft NV eines Bildpunktes (m,n) ist durch die Menge aller Bildpunkte (i, j) ge-
geben, deren Abstand d,, = 1 ist.

(m,n) ~ Aufpunkt
(1,7) ~ Testpunkt

|
absolute Metrik (p = 1):
N
A~ (m,n) ~ 4-Nachbarschaft
N|A|N o .
N NeN N4:{(Z7]) ‘dl((%])?(mvn)):l}

T = |{|e1+|n|e2 entspricht elementarem Verschiebungsvektor in Richtung Basis der Signalfunktion
— Ecken sind nicht erreichbar, denn 7 = [1,1]T  +— |71 = 2.

~ City—Block—Metrik

Euklidische Metrik (p = 2):

N|N|N
N[A[N] =L = r=v2 —1
N|N|N
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e Euklidische Metrik nicht sehr geeignet fiir Nachbarschaftsdefinition im kartesischen Ko-
ordinatensystem

—  Wichtung der Nachbarschaftsbildpunkte (Komponenten des Distanzvektors)
erzeugt eine bessere Approximation der Euklidischen Metrik:

. 4134

z.B.: Chamfer—Metrik: NRE
r=B8,3 > lrlleas = $v2

4134

o FEuklidische Metrik ist ideal in polar separablem Koordinatensystem, da dieses gegentiber
Rotation invariant ist, falls der Aufpunkt um Ursprung liegt.

Maximum-Metrik (p = 00):

N|N|N

~  8-Nachbarschaft: Ng={(i,7) | dwo((4,7),(m,n)) =1}
N|A|N

r=[L1T +—  [|7)leoc = max(1,1) =1
N|N|N

Definition (Markovmasche M):

Eine Markovmasche M der Ordnung g ist durch alle Bildpunkte (i, j) gegeben, fiir deren Di-
stanz ||7|| zum Aufpunkt (m,n) gilt: 0 < ||7]| < q.

[ |
Bemerkung: Eine Nachbarschaft ist eine Markovmasche der Ordnung 1.
diskrete "Kreise” vom Radius 2:
M absolute Metrik M Euklidische Metrik My Maximum-Metrik
(City-Block-Metrik) (Schachbrett-Metrik)
4|3(2(3|4 321223 22222
3121|213 2(1(1(1(2 2|1(1(1]|2
211012 2(1/]0(1|2 2(1(0(1]|2
312|123 21111112 2(1(1(1]|2
413|234 3121223 21212122
Definition (kausales Signal):
Ein Signal g(z) wird als kausal bezeichnet, wenn gilt:
glx) =0 fir =<0
[ |

In einem physikalisch realisierbaren System folgt die Wirkung ¢(z) immer der Ursache (zeitli-
che Kausalitdt). Die Antwort eines solchen Systems auf eine Ursache bei © = 0 beginnt daher
frithestens bei = 0 und ist somit kausal. Die Pixel eines Bildes besitzen — aufser durch die
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Verarbeitung in einem sequentiellen Rechner — keine bindende zeitliche Ordnung. Bildsignale
sind daher oft als akausal zu betrachten.

Anwendungen:

1. Distanztransformation (Matching): Bestimmung des Abstandes von Strukturen.

2. Definition des Einflufibereiches auf den Grauwert am Aufpunkt (Operatorfenster).
Die Grauwerte im Einflufsbereich werden verrechnet und dem Aufpunkt zugeordnet.

e symmetrischer (akausaler) Einzugsbereich

-K. K

—L,

no—+

L

" !
Fiir einen Einzugsbereich der Grofie K x L, K, L ungerade, eines beliebigen Operators
gilt dann mit K, = (K;U und L, = %:

u:{(kal)| _KZSkSKZa—LZSZSLz}

Bildrand: symmetrisch

||
D, = {K,K,+1,--- M—-K,—1}
Definitionsbereich der Aufpunktkoordinaten: D, = {L,,L.+1,---,N—L,—1}
D = D, xD,

o unsymmetrischer (kausaler) Einzugsbereich
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Fiir einen Einzugsbereich der Grofle K x L eines beliebigen Operators gilt dann
U={(k1)0<E<K-1,0<I<L-1}

Bildrand: unsymmetrisch

o
|
D, = {0,1,--- ,M—K}
Definitionsbereich der Aufpunktkoordinaten: D, = {0,1,---,N—L}
D = D, xD,

e nichtsymmetrische Halbebenen - Kausalitidt (NSHP)

”Vergangenheit”

¢

[

U= {(k,1)|1<0:Vk, und 1 =0:k < 0}
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1.3 Synopsis der Operatoren

In diesem Abschnitt werden grundlegende Eigenschaften von Operatoren eingefiihrt. In den
folgenden Abschnitten wird die besonders wichtige Klasse der linearen Operatoren behandelt.

Definition (Operator):

Ein Operator O erzeugt eine Abbildung aus einem Signalraum F in einen Signalraum F 8

O:F—F,g=0f

Operatoren in der Bildverarbeitung sind i. allg. Funktionen, die Bilder in die Menge der Bilder
abbilden, also F’ = F. Haufig gilt aber auch F’ C F (Bsp: Binarisierungsoperator, Konturfolge-
operator).

Die Signaltheorie ist eng an die Klasse der linearen Operatoren gekniipft. Allgemein gilt, dafs
Operatoren der Struktur des Signalraumes angepafit sein miissen (metrisch, topologisch).

Wir werden die Darstellung von Operatoren im Ortsraum, im Signalraum und im Frequenz-
raum behandeln. Die Darstellung im Ortsraum ist an keinerlei Einschrankungen gebunden.
Auch topologische/gestaltsindernde Operatoren sind darstellbar. Im Signalraum lassen sich
nur lineare Operatoren behandeln. Die Eigenschaften Linearitdt und Verschiebungsinvarianz
sind fiir die Représentation von Operatoren im Frequenzraum erforderlich.

In diesem Abschnitt werden wir eine Synopsis der Operatoren fiir die Bildverarbeitung einfiihren
und die algebraischen Regeln der Verbindung von Operatoren behandeln.

1.3.1 Lokale und globale Operatoren

Definition (Support eines Operators):

Sei O ein Operator und f,, g, Signalwerte am Ort m mit g,, = Of,,. Dann heifit die Menge
U(m) C D, aller Bildpunkte, die bei der Berechnung von g,,, von O betrachtet werden, Ein-
zugsbereich oder Support des lokalen Operators O .

[

Die Definition besagt, dafs die Arbeitsweise eines Operators O von der Menge U/ abhédngt. Die
Koordinaten der Punkte in ¢/ konnen auf zwei Arten angegeben werden:

1. Transformation in globalen Koordinaten:
gm = O{fili € U(m)}
m, i heiflen dann globale Koordinaten.

2. Transformation in lokalen Koordinaten:
gm = O{filk eU(m), k =m — i}
k heifst hier lokale Koordinate.
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Es gibt drei wichtige Arten von Einzugsbereichen U/, die zu einer Typeneinteilung der Opera-
toren fiihren:

1. Punktoperator: U, , = (m,n)
Der Output eines Punktoperators O fiir einen Bildpunkt (m, n) hangt nur von der Koor-
dinate und/oder dem Signalwert dieses Bildpunktes ab.

fmyn gm,n

Beispiele:

1. Geometrische Operatoren:
Immn = Ofm,n = fm/,n/ mit O € {S, T,M,R}

1.1 Skalierungsoperator S
Sfm = fsm
i. Stauchung:|s| > 1
ii. Streckung: |s| < 1
1.2 Bewegungsoperatoren T, M, R
i. Translation T fi, = fin—1
ii. Spiegelung M fp, = f—m
iii. Rotation Rfmn = Rfm = fam = frum
A. R nur fiir mehrdimensionales Signal sinnvoll
B. R Spezialfille auf diskretem Triiger:

¢ = n - § (Viereckgitter)
¢ = n - 5 (Sechseckgitter)

2. Grauwerttransformation, Amplitudenskalierung oder Quantisierung
2.1 Funktion Tonwertanpassung (z.B. in Photoshop)
g(O) =G — f

9w = 0" ‘
0 Jw fo G-1

Der Operator ergibt sich aus urspriinglicher und gewiinschter Spanne des Grauwert-
bereiches mit der linearen Ubertragungsfunktion

9(o) ~ Y(u)

9mn = (fmn - f(u))f(o) — f(u)

+ 9(u)
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2.2

Im Gegensatz zu dieser linearen Grauwerttransformation beruht die Methode der His-
togramm-Egalisierung auf der Anwendung einer nichtlinearen Transformation, die
durch die Form des kumulativen Histogramms gegeben ist. Im Idealfall zeigt ein ega-
lisiertes Histogramm fiir alle Grauwerte die gleiche Héiufigkeit.

Fiir ein Bild der Ausdehnung M x N Bildpunkte sei h(f;), 0 < i < G — 1, ein

normiertes Histogramm,

card(f;)
MN

h(fi) =

Das kumulative Histogramm h.( f;),

i
he(fj) =Y h(f:)
fi=0

stellt eine monoton wachsende nichtlineare Funtion dar. Diese Funktion kann als Kenn-
linie einer nichtlinearen Grauwerttransformation dienen. Diese Grauwerttransforma-
tion entsprechend

g9i = (G = 1) he(fi)
fiihrt dazu, dafs alle Grauwerte g; etwa mit gleicher Hiufigkeit im Bild auftreten (ent-
spricht etwa der Maximierung der Entropie).

2. Lokaler Operator: U, ,, C D
Der Output eines lokalen Operators O fiir einen Bildpunkt (m, n) hangt von den Koor-
dinaten und/oder den Signalwerten an anderen Bildpunkten in einer begrenzten Umge-
bung U, , ab. Ein einzelner Bildpunkt hat nur im lokalen Kontext Bedeutung.

Beispiel:

fm,n
e : -
um,n gm,n

— lokale Filter

— lokale Interpolationsoperatoren

— morphologische Operatoren

3. Globaler Operator: U,, , = D
Der Output eines globalen Operators O fiir einen Bildpunkt (m, n) hdangt vom gesamten
Inputsignal ab. Jeder einzelne Bildpunkt hat nur im globalen Kontext eine Bedeutung,

d.hjeder

Bildpunkt des Outputs von O trédgt globale Information des Inputs.
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fm,n gm,n

Beispiel:
— Integraltransformation
— Frequenzraumfilter

— ideale Interpolation

1.3.2 Parallele und sequentielle Verarbeitung

Fiir lokale Operatoren werden zwei verschiedene Verarbeitungsstrategien unterschieden:

1. Die parallele Verarbeitung:
Die parallele Verarbeitungsstrategie zeichnet sich dadurch aus, dafs die Outputmatrix
verschieden von der Inputmatrix ist. Das bedeutet, dafy die Verarbeitung eines jeden
Bildpunktes der Inputmatrix v6llig unabhéngig von der Verarbeitung der tibrigen Bild-
punkte geschieht. Es bestiinde also die Moglichkeit, alle BP gleichzeitig, bzw parallel, zu
transformieren.

2. Die sequentielle Verarbeitung;:
In diesem Fall entspricht die Inputmatrix der Outputmatrix. Es werden also bei der
Transformation der einzelnen BP i.allg. nicht nur die urspriinglichen Inputdaten son-
dern auch die Outputdaten betrachtet. Dies hat zur Folge, dafy u.a. die Reihenfolge, in
der die BP verarbeitet werden, fiir das Transformationsergebnis entscheidend ist.

r

S

1.3.3 Verschiebungsinvarianz von Operatoren

Lokale Operatoren konnen iiber dem gesamten Definitionsbereich eines Signals die gleiche
Abbildungsvorschrift realisieren oder diese regional bzw. bildpunktweise variieren.
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Definition (Verschiebungsinvarianz):

Seien O ein Operator mit der Abbildungsvorschrift g,, = Of,, und T ein Verschiebungsope-
rator mit der Abbildungsvorschrift g,, = T fi, = frm—-. Gilt

TO frn = OT [

bzw.

TO = OT

so heif3t O verschiebungsinvariant oder homogen.

Ein verschiebungsinvarianter Operator kommutiert mit dem Verschiebungsoperator. Dies ist
einfach zu zeigen:

Tofm = Tgm = Im—r1

OT fm = Ofm—r = Im—r-

Demzufolge gilt die Abbildungsvorschrift g,, = O f,, fiir alle m € D.

Die Verschiebungsinvarianz eines Operators besagt , daf’ jeder BP des Definitionsbereiches mit
dem gleichen Operator abgebildet wird. Seine Arbeitsweise hdangt nicht von den Koordinaten
oder von sonstigen Eigenschaften des jeweiligen Aufpunktes ab. Eine Verschiebung des Inputs
hat also eine gleiche Verschiebung des Outputs zur Folge.

Die Verschiebungsinvarianz eines Operators ist fiir die Definition der Faltung und fiir die spek-
trale Charakterisierung von Operatoren von grundlegender Bedeutung (siehe auch Kapitel 2).

Definition (Verschiebungsvarianz):

Ein nicht verschiebungsinvarianter Operator heif3t verschiebungsvariant oder inhomogen.

Die Verschiebungsvarianz eines Operators besagt, dafd seine Wirkungsweise von den Koordi-
naten seines jeweiligen Aufpunktes abhdngt. Das bedeutet, daff die Wirkung des Operators
auf einen verschobenen Input nicht das gleiche Ergebnis liefert wie seine Anwendung auf das
nicht verschobene Signal und nachtragliche Verschiebung des Outputs. Im Extremfall kann es
sogar sein, dafs jeder BP durch einen eigenen Operator abgebildet wird: g, = O, fp.

Fiir einen verschiebungsvarianten Operator O,,, kann man eine (u.U. virtuelle) Bedingungsma-
trix ¢ angeben, die fiir jeden Bildpunkt m die Erfiillung der Bedingung c,,, verwaltet.
Also gilt O,,, = O(fm).
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fm,n

Bildmatrix

Im.n

n
Cm,n

Bedingungs-
matrix

Beispiel:
1. Filterbank-Methode: Je nach den lokalen Bedingungen (z.B. ,Glattheit” der Signalfunktion oder
Rauschen) geschieht ein Zugriff auf einen entsprechenden Operator aus einer Menge von Operatoren.

2. Inhomogene geometrische Entzerrung (Warping):

S g

Zusammenfassend erhalten wir folgendes Schema der Anwendung lokaler Operato-
ren:

inhomogen parallel inhomogen sequentiell
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1.3.4 Algebraische Beziehungen von Operatoren

Fiir Operatoren gelten die folgenden drei wichtigen Eigenschaften:

1. Operatorprodukt: O = 0,0, (Serienschaltung)
Das Operatorprodukt (Verkettung) ist i.allg. nicht kommutativ ! Es gilt:

0201f = 02{01f} ?é 01(92f = 01{O2f}

Zum Beispiel sind die Operatoren 7, R (Translation / Rotation) nicht kommuta-
tiv.

Die Klasse der linearen Operatoren ist kommutativ (Abelsche Operatoren). Aus
der Seriendarstellung ergibt sich die Kaskadenform eines Operators: Die sequen-
tielle (abhdngige) Anwendung von Teiloperatoren O;,1 < ¢ < ¢, hat die glei-
che Wirkung wie die Anwendung des Operatorprodukts: Die Teiloperationen O;
werden sukzessive auf die Zwischenergebnisse angewendet.

g=0f= Oqoqfl Q0 f

f—=] O = O, |—=y

e Reihenfolge ist i. allg. von Bedeutung

e Teiloperatoren wirken auf Zwischenergebnisse (Originaldaten kénnen ver-
loren gehen)

2. Operatorsumme: O = O, + O, (Parallelverarbeitung)
Aus der Kommutativitdt der Addition folgt:
(O1+0)f =01 f +Oof = f1) + f2) = f2) + f(1) = (O + O1) f

Die Operatorsumme ist kommutativ. Analog zur Kaskadenform des Operatorpro-
duktes wird hier auch von der Parallelform gesprochen.

g=0f=01f+0zf +---+ Oy f
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e Reihenfolge ist ohne Bedeutung

o Teiloperationen wirken auf Originaldaten (miissen erhalten bleiben)

3. Distributivitit:

Beim Distributivgesetz ist eine wichtige Eigenart zu bemerken, die direkt aus 1.
und 2. folgt: Es gilt ndmlich

(Og + 03)01 = 0,07 + O304

links: O W
f ———=0 (H—=9
0. |

01 02
rechts:
f —=y
0, 05
wohingegen
O1(0y + O3) # 0105 + 0103
(@)
links: §
. © P
O3
rechts: Os O,
f —= g
03 Ol

zu beachten ist.

Nur wenn O, linear ist, gilt auch das Distributivgesetz. Wenn O;, O,undQs linear
sind, fallen beide Distributivgesetze zusammen.
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1.4 Lineare verschiebungsinvariante Operatoren

Die linearen verschiebungsinvarianten Operatoren (LSI-Operatoren) spielen in der
Bildverarbeitung eine besonders wichtige Rolle: Faltung und Korrelation lassen sich
mit diesen Operatoren beschreiben. Durch Fouriertransformation kann man eine Fre-
quenzraumdarstellung von LSI-Operatoren angeben. Auflerdem bietet sich die effizi-
ente Ausfiithrung von Faltung und Korrelation im Frequenzraum an.

1.4.1 Lineare Operatoren und Impulsantwort

Fiir lineare Operatoren gilt das Uberlagerungsprinzip .
Definition (lineare Operatoren):
Sei L ein Operator. Falls gilt:

L(af +bg) =alf+bLyg a,beR

so heifst £ linear.

Bemerkung:

1. Ein linearer Operator bildet Bruchteile eines Signals in gleicher Weise
wie das gesamte Signal ab. Dies kann man durch die Operatorglei-
chung ausdriicken ¥£ = L3, welche die Invarianz beziiglich Sum-
menbildung darstellt!

2. Die hier interessiernden linearen Operatoren kénnen beliebig additiv
und multiplikativ vertauscht werden.

Fiir lineare Operatoren der Signalverarbeitung gilt die Kommutativitat
des Produktes linearer Operatoren:

L=LLy=LoL
Insbesondere gilt auch die Distributivitat:

Li(Lo+ L3) = L1Lo+ L1L3

Betrachten wir ein unbegrenztes Signal f als gewichtete Impulsfolge f,, = i FrOm—k

k=—o00

im Ortsraum. Ferner sei £ ein linearer Operator mit g = L f:

Gn =LY fibnr= D> [ildnr= Y [y

k=—o0 k=—o0 k=—o0
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Wir zeigen die Kommutativitdt der linearen Operatoren der Signalverarbeitung am
Beispiel von Punktoperatoren und einem Signal, das nur aus einem Impuls an der
Position k = m besteht:

Gm = Lo = Lfkdm—i = frlom—k

Der lineare Punktoperator £, skaliert den Einheitsimpuls in folgender Weise:

‘Cl(smfk = aémfk +b

Fiir einen anderen Punktoperator gelte £40,,,— = ¢d,,,—1 + d. Dann folgt

£1£25m—k = a(cém_k + d) + b= acém_k + ad + b
£2£15m—k = C(G&m_k + b) + d= ca5m_k + be + d

Also gilt die Kommutativitdt der Produkts linearer Operatoren nur fiir b = d = 0.

Da aber |6,,_i| = 1 fiir k = m, gilt auch

L10m—t = @Op_, +b = (a + b)ém_k = Q0p—k

und entsprechend £56,,—; = B6,,—1. Also gilt stets die Kommutativitdt £, L, = L£oL;4.

Wir behandeln nun die Darstellung eines linearen Operators im Ortsraum.

Definition (verallgemeinerte Impulsantwort):

Die Beschreibungsform eines linearen Operators £ im Ortsraum h}' = L£,,_; heift
verallg. Impulsantwort von L.
[ |

Die Impulsantwort £}* von L ist der Output des linearen Operators £ am Ort m fiir
einen Einheitsimpuls als Input am Ort k.

> L >

k k m

Ein allgemeiner linear Operator verdndert die Form des Eingangssignals und kann
auch eine Verschiebung des Signals bewirken. Die Reichweite der Wirkung eines Ope-
rators auf einen Einheitsimpuls hdngt von seiner Ausdehnung im Ortsraum ab. Die
Veranderung der Form des Signals hiangt von den Koeffizienten des Operators im Ein-
zugsbereich ab.
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Ist der betrachtete Ortsraum eindimensional, so ist  ein Vektor, liegt 2-Dimensionalitét
vor, so ist h eine Matrix. Ist der Operator verschiebungsvariant, so hiangt die (verallge-

meinerte) Impulsantwort vom Wirkungsort des Operators ab.

0 1|23 -1,-1)0,-1|1,-1
- »k 1,0 00-—64>k
L1V 0| 11
v
/
Verschiebungsvarianz
hi
————— P
k, k
k, k m

Definition (Impulsantwort):
Ist ein Operator linear und verschiebungsinvariant (LSI-Operator), dann ist seine Im-
pulsantwort eine verschobene Kopie einer raumlich invarianten Impulsantwort, d.h.

m
k= hmfk

Verschiebungsinvarianz

tanl
IV

Die Impulsantwort hdngt also nur von der Differenz zwischen Aufpunkt (k) und
Testpunkt (m) ab. Hieraus folgt die Darstellung der Faltungssumme:

Gm = fehm

k=—o0

oder in symbolischer Schreibweise:

9m :<f*h>m
g = fxh.
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1.4.2 Matrixdarstellung eines linearen Operators

Wir behandeln nun die Darstellung eines linearen Operators im Signalraum.

Betrachten wir ein endliches Signal mit den Werten f,,, m € D,, = {0,1,..,. M — 1},
dann gilt im Signalraum:

M—-1
f - Z fmem
m=0

Im Signalraum stellt sich das Signal als Vektoraddition seiner Komponenten dar. Wen-
den wir nun einen linearen Operator £ auf f an, so ergibt dies

M-—1 M—1
m=0 m=0

M-1
Lem = Z lk,mek lk,m =< Lek, €m >
k=0

Der Operator wirkt somit nur auf die Basis des Signalraumes. Man erkennt, daf$ un-
ter Umstdnden alle BP betrachtet werden miissen, um nur einen BP zu dndern. Der
Koeffizient I, ,, beschreibt hierbei den durch den Operator bewirkten Einfluf3 des Ein-
gangssignals am Ort k auf das Ausgangssignal am Ort m. Es gilt also

M—

—

9= Z 9kCk
k=0
mit
M—1
g =Y lemfm
m=0
bzw.

g=1Lf,
wenn die Signalvektoren als Spaltenvektoren vereinbart sind.
Aus obiger Gleichung folgt die Matrixdarstellung des linearen Operators L:
Fk
m | loo ho - -1
lO,l ll,l e lM—l,l

Der 1D-Fall ldfst sich auf den 2D-Fall tibertragen. Fiir das 2D-Signal f;; entsteht das
transformierte Signal g, ,, m,j € D,, ={0,1,...,M —1},n,k € D,, = {0,1,..., N — 1}
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durch die Transformation
M—1N-1

Imn = Z Z )\?;::ij,k

=0 k=0

Stellt man die Matrix L = [l ] durch eine Matrix aus Matrizen dar mit [, ,, = [)\fﬂ ,

so liefert dies die Matrixschreibweise:

g=1Lf

Das Element [, , beschreibt dann den Anteil der Wirkung der Zeile k in f auf die Zei-
le n in g und )\f:] bezeichnet den Anteil der Wirkung des Bildpunktes (j, k) in f am

)

Bildpunkt (m,n) im Signal g.

Diese Blockmatrix-Struktur von L ist eine Folge der zeilenweisen Abtastung. Also gilt:
lgn~NxNund L ~ MN x MN.

Beispiel: f ~ (3 x 3)-Signal

f g
00 | 10 | 20 00 | 10 | 20
o1 11|21 o01]11] 21
02 | 12 | 22 02 |12 22

Wirkung von Zeile 1 in f auf Zeile 0 in g:

Wirkung von Bildpunkt (1,1) in f auf Bildpunkt (2,0) in g:
[
m | A0 Mo Az
ho=| Ng A

10 10 10
)‘02 )‘12 )‘22

1.4.3 Transformation des Basissystems des Signalraumes — Eigenwert-
transformation

Die Matrixdarstellung eines linearen Operators hdngt vom Basissystem des Ortsrau-
mes ab. Wird ein Operator in einem diagonalen statt einem kartesischen Koordinaten-
system angewendet, muf$ seine Signalraumdarstellung die Transformation des Basis-
systems berticksichtigen. Wie die Transformation eines Operators aussieht, wenn das
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Basissystems B = {eg, €1, -+ ,epy—_1} in das Basissystem B’ = {¢{, €}, ,€},_, } linear
transformiert wird, liefert die lineare Algebra. Sei P = [py,,,] die Transformationsmatrix
des linearen, invertierbaren Operators P fiir die Transformation des Basissystems und
sei £ ein anzuwendender linearer Operator mit der Matrixdarstellung L.

M—1
e = prmer dh.  f = Pf
k=0

Wegen

g/:L/f/:L/Pf
und

g =Pg=PLf
folgt

L'P=PL
oder
L'=PLP!

Die Operatorgleichung beschreibt die Vorgehensweise zur Anwendung von £ in B’

1. Riicktransformation der Basis P~!: B’ — B

2. Anwendung des Operators L:f—g

3. Hintransformation der Basis P : B — B’
Beispiel: Eigenwerttransformation:

Frage 1: Welche Strukturen bleiben unter der Wirkung eines linearen Operators L erhalten (invariant)
- bis auf Skalierungsfaktor?

Antwort: Die Eigenvektoren des Operators L sind gegeniiber diesem invariant.
Frage 2: Welche Matrixdarstellung ist die einfachste fiir einen linearen Operator?

Antwort: Die Darstellung als Diagonalmatrix A mit den Diagonalelementen \;;, die man als Eigen-

werte bezeichnet, wird durch die Eigenwerttransformation erzeugt.
|

Die Eigenvektoren x; und die Eigenwerte \;, ¢ € {0,1,--- , M — 1} sind Losungen der
Eigenwertgleichung des linearen Operators L:

EI’Z‘ZAZ{E@‘ ZG{O,].,,M—:[}

Die Sakulargleichung
det (L —AI) =0

stellt die Losungsgleichung der Eigenwerttransformation dar. Aus ihr erhdlt man das
charakteristische Polynom, dessen Nullstellen die Eigenwerte \; sind. Hier ist A der
Vektor der Eigenwerte (bzw. das Eigenwertspektrum) und I ist die Identitdts-Diago-
nalmatrix.
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Die Matrixdarstellung des linearen Operators £ wird vereinfacht, indem die Basis in
eine neue Basis, bestehend aus den Eigenvektoren des Operators, transformiert wird.
Dann hat die Operatormatrix die Gestalt einer Diagonalmatrix A, auf deren Diagonale
die Eigenwerte des Operators stehen.

Ist dartiber hinaus der Operator symmetrisch, so bilden die Eigenvektoren sogar eine
Orthonormalbasis. In diesem Fall ist die transformierte Matrix des Operators £ durch

A=C'LC

darstellbar. Hierbei sind L die Ursprungsmatrix von £ und C die (orthogonale) Matrix
der Hauptachsentransformation .

Allgemein gilt also: Wird einem Operator £ beztiglich einer Basis B = {eg,e1,--- ,em—_1}
eine Diagonalmatrix A zugeordnet, so sind die Basisvektoren samtlich Eigenvektoren
von £, d.h. beziiglich dieser Basis ist die Wirkung des Operators £ auf ein Element
f € F invariant.

Anwendungen:

1. Komplexe harmonische Funktionen (das Basissystem der Fourier-Transformation)
stellen die Eigenvektoren von LSI-Operatoren dar.
Die Ausfiihrung einer Faltung, siehe Abschnitt 1.4.5, im Frequenzraum (nach
Fourier-Transformation) erfolgt durch punktweise Multiplikation, weil die Fal-
tungsmatrix diagonalisiert ist. Das ist die Grundlage des Faltungstheorems der
Fourier-Transformation (Abschnitt 2.5.3). Die Eigenwerte der Faltungsoperati-
on sind operatorspezifisch. Sie heiflen Koeffizienten der Frequenziibertragungs-
funktion des LSI-Operators (Abschnitt 3.2).

2. Die Karhunen-Loeve-Transformation (oder Hauptkomponenten-Transformation,
Hotelling-Transformation) ist eine statistische Eigenwerttransformation der Ko-
varianzmatrix (siehe Abschnitt 3.7.1). Wahrend die Merkmale der Kovarianzma-
trix korreliert sind, sind die Eigenvektoren (Hauptkomponenten) entkorreliert.

Beispiel: Losung der Eigenwertgleichung eines LSI-Operators
2 -5
I =

2-)) -5
1 (—4-))

1. Berechnung des Eigenwertspektrums
det (L — AI) =0

‘:)\2+2>\—8+5:0

A1/2:—1i\/1+ :—1i2
A=[1,-3]"

2. Berechnung der Eigenvektoren

o= (L) ()= (0)
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u1 —dug =0 — U1 = Huy
up —oug =0 — U] = Uy

Folglich ist ein moglicher Eigenraum Ly = {p [5,1], p € R}.

5 5\ [ w ) [0
e (12)(2)- ()

S5u; — dug =0 — U]l = U2
ur —us =0 — U1 = U2

Folglich ist ein anderer moglicher Eigenraum Lo = {41 [1,1] ,p € R}

1.4.4 Primitive Operatoren

In diesem Kapitel werden einfachste Operatoren betrachtet, die als Basis aller komple-
xeren Operatoren dienen. Angenommen sei eine periodische Signalfunktion f.

Der Translationsoperator 7

Der Translationsoperator T verschiebt den Input zyklisch um eine Position nach rechts:
Gm = Tf m = f m—1

Entsprechend verschiebt der Operator 7* den Input um k Positionen nach rechts. Der
Translationsoperator 7! verschiebt den Input zyklisch um eine Position nach links:

gm = T_lfm = fm-i—l

Beispiel: f sei eindimensional, D, = {0,1,2}. Mit T gilt dann

Fli il k| 5a: k] fl‘

N}

bzw mit T 1

N fi| fe fo‘

N}

Flil iR

Bezeichnungen:

T heifst der Operator der Rechtsverschiebung.
T~'  heifSt der Operator der Linksverschiebung.
T  heifst der Identititsoperator.
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Bemerkung: Der Identititsoperator ist das neutrale Element, das am Signal nichts
andert, also ¢,, = Zf,,, = fm. Er wird durch die Einheits-Diagonalmatrix reprasentiert:

10 0

0 0 0
| =

00 -~ 0 1

Offensichtlich ist 7 zu 7! invers (und umgekehrt):
TT '=T'T=1

bzw.

TM=TM=1

Der Operator 7 ist nicht involutorisch, da 72 # Z, und nicht idempotent, da 72 # T.
Ferner ist T linear und verschiebungsinvariant, woraus die Existenz der Matrizen und
der Impulsantworten folgt.

0 0 1 0 1 0 0
00| |

T=10 00 T7'=100 -+ 10
............... 00 --- 01
00 10 | 10 00

Bemerkung: Wegen der Linearitdt von 7 gilt fiir den skalierten Operator a7
Gm = AT frn =T afm.

Der Skalierungsfaktor wirkt also nur auf die Signalkoeffizienten.

Fiir die Impulsantwort gilt:

hy =Té =TI[L0,---,0" =
hpr =T % =T '1,0,---,0]" =1[0,---,0,1]"

Wir betrachten nun ein 2D-Signal f. Unter der Annahme der Separabilitdt des Ver-
schiebungsoperators gilt (wegen der Linearitdt gilt auch die Kommutativitdt der Ope-
ratoren)

T=TT.=T.T

wobei 3 )
gm,n = ﬁzfm,n = fmfl,n

gm,n = %fm,n = fm,n—l
Fiir die Matrix T gilt T’ = [ty,,] mit ¢4, = [)\f,’;] )
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Beispiel: Gegeben sei ein periodisches 2D~Signal f:

—— T =TT, — ——
Iz Joo | fi0 . PR IUH . Ji1 | for
Jou | fu T TT gor | 911 J10 | foo
Es soll folgende Transformation mit Hilfe von verketteten horizontalen und vertikalen Einzeltransfor-
mationen durchgefiihrt werden: Aus f soll § : f}l f;Ol entstehen.
J10 | foo
(0,0) = (1,0): A9 =1 oo (0,0) = (0,1) : A} =1 o
T (1,0) = (0,0) : Ay =1 T (1,0) = (1,1) : A1 =1
(0,1) = (1,1): A =1 . (0,1) = (0,0): A\§ =1 -
(1,1) = (0,1) = Mg =1 (1,1) = (1,0): \f =1

Daraus folgt:

T, =
So gilt fiir das Matrizenprodukt:
0001 0 0 0 A
0010 0 0 XY 0
T=TT,=T,T, = =
0100 0 A& 0 0
1000 M0 0 0

In diesem Beispiel werden Zeilen- und Spaltindindizes vertauscht. Dies entspricht ei-
ner Punktspiegelung um das Bildzentrum (aber nur in diesem Spezialfall einer 2 x 2 -
Matrix!).

Bemerkungen:

1. Ein Operator O ist verschiebungsinvariant, falls er mit dem Translati-
onsoperator 7 kommutiert, dh.: O T =T O.

2. Ist ein linearer Operator £ verschiebungsinvariant, so kann er als Li-
nearkombination von Translationsoperatoren dargestellt werden.
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3. Der Verschiebungsoperator kann als spezieller Summenoperator inter-
pretiert werden. Er ist also sowohl als Punktoperator als auch als loka-
ler Operator interpretierbar:

0'fm+1'fm—1

Der Spiegeloperator M

Sei f wieder ein 1D-Signal. Der Spiegeloperator M spiegelt den Input an einem bez.
M festgelegten Symmetriezentrum im Definitionsbereich der Signalfunktion (z.B. Ko-
ordinatenursprung). Da also der Spiegeloperator an ein Symmetriezentrum gebunden
ist, ist er nicht verschiebungsinvariant. La. gilt fiir M:

gm :M.fm = f—m

Ist f¢ eine gerade/symmetrische Funktion, so gilt offensichtlich M ffn = ffm = ffn

fe
0 | m
Fiir eine ungerade/antisymmetrische Funktion fo gilt M f;; = ffm =— f,gg.
J?o

Offensichtlich wirkt M wie 72™ im Falle f¢ und wie —72™ im Falle f°. Aus der Koor-
dinatenabhéngigkeit des Verschiebungsoperators erkennt man die Verschiebungsvari-
anz des Spiegeloperators.

Jede beliebige Funktion f 14t sich beziiglich eines gewdhlten Symmetriezentrums lo-
kal zerlegen in einen geraden Teil f¢, und einen ungeraden Teil f°, f,, = f5, + f5, wobei
gilt:

fr = (Z+M) fn

f;;m: (I_M)fm

N — DN =

Fiir ein Signal der Lange |D| = M gibt es aber M derartige Zerlegungen. Diese inte-
grale Zerlegung tiber alle M Spiegelungen wird im Frequenzraum sichtbar. Sie wird
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durch die Fouriertransformation realisiert. ) )
Ferner ist eine gespiegelte Funktion f gleich der Differenz von f¢und f*:

Mfu =Moo+ 1) = To= T

Zu bemerken bleibt noch, daf M involutorisch, d.h. M? = 7 (wegen M~! = M), aber
nicht idempotent ist (da M? # M) und linear, jedoch nicht verschiebungsinvariant ist.
Der Spiegeloperator kommutiert nicht mit dem Translationsoperator:

TM=MT "

Beweis:

Tim=TMfn=fom1=Mfn=MTf,

Der Skalierungsoperator S

Der Skalierungsoperator S bewirkt eine Skalierung des Definitionsbereichs einer Fkt.
f: L

Gm = Sfm = fem
s € Z. Die Skalierung ist nicht verschiebungsinvariant, da S beziiglich des Koordina-
tenursprungs skaliert. S ist jedoch linear, besitzt aber i. allg. kein Inverses.

Beispiel: Sei f : |a|b|c|d|ein periodisches Signal. Es soll mit s = 2 skaliert werden, also
Gm = fom mitm € Dy, = {0,1,2,3}

1 0 0 0 a a

_ 0010 b c
~:S —
Gm = S fm 1000 c a
0010 d c

Beim periodischen Signal hingt die Struktur der Matrix des Skalierungsoperators von
| D, | ab.

Beispiel: f:|a|b|c 5=2
1 00 a a
gmn=8fm:| 0 0 1 b | =1 ¢
01 0 c b

Achtung: periodisches Signalmodell (keine Anderung von D,y,)
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Summen- und Differenzoperatoren ¥, D

Sei f ein 1D-Signal. Dann ist der Differenzoperator D definiert durch:

Gl =Dfn=f—fr Di=T-T
gqlv;bd:llem:fm_fm+l lDl:I_Til

Analog ist der Summenoperator X f.a. m € D,,, definiert durch:

g;’lszzrfm:fm_'_fmfl Er:—z_'_T
giﬁS:Elfm:fm+fm+1 EIZI+T_1

Beide Operatoren sind linear und verschiebungsinvariant.

Beispiel: D,=1-T fiir M =3
g0 = Jo—J2
g = fi—Jo
92 = fo—h
Hieraus folgt
1 0 -1
D,=| -1 1 0
0 -1 1

und fiir hp, = Dy

|
Der Differenzoperator ist ungerade symmetrisch, denn es gilt D, = —7D; und D, =
—T ~1D,. Ferner besitzen D und ¥. keine Inversen.
Beispiel:
5D = T+T HEZ-T
= IT-IT '+I7 ' -7 '
= I-T 21D,
YD, = T '-T#T
|

Die Differenz und die Summe im Diskreten entsprechen der Differentation und Inte-
gration im Stetigen. Die zweifache Differenz ist dann also ein Analogon zur zweiten
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Ableitung:

Es gilt auch

Definition (Laplaceoperator):
D? = 27T —T ! heilt Laplace-Operator, in der Folge auch mit £ bezeichnet.

Dieser Operator erbt alle Eigenschaften des Differenzoperators, ist jedoch symmetrisch.

D2
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— D, D,
=Z-T)(Z-T7"

=T -IT -IT '+TT "
=27 - T —T!

2
-1
0

-1
2
-1
0

0
-1
2
-1

D?> =D, D, = DD, =D, +D, =D, + D,.

0 -1
0

-1

-1 2

Seine Impulsantwort ist hp> = [2,—1,0,---,0, — 1]T. Sie 143t sich aus der Matrix von D?

direkt ablesen, jedoch auch aus der Impulsantwort von D; und D, herleiten.

Fiir ein 2D-Signal ist der Laplace-Operator definiert durch

D2

D,D,

AL—Th =T =T =T
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Beispiel: 3 x 3 - Bild

: for k=1 k=2
F]_l —-1/-1 0 O0|-1 0 0
ml 4 —-1| 0 -1 0] 0 =1 0
-1 -1 4| 0 0 =1/ 0 0 -1
9.n
-1 0 0| 4 -1 —-1|/-1 0 0
D? = -1 0|-1 4 -1 -1 0
n=1 0 —1|-1 =1 4| 0 0 -1
-1 0 0|-1 0 0| 4 -1 -1
-1 -1 -1 4 -1
n =2
| 0 0 -1 0 0 —-1|-1 -1 4|

0 -1 0
hDZ - —1 4 —1
0 -1 0

1.4.5 Zyklische Faltung und Korrelation

In diesem Abschnitt soll die bereits erwdhnte Operation der Faltung nédher erldutert
werden. Ist & die Impulsantwort eines LSI-Operators, so ist die 1D-Faltung im konti-
nuierlichen (unendlich ausgedehnten) Fall definiert durch das Faltungsintegral

(Fri@= [ F©h@-od
und im diskreten Fall durch die Faltungssumme:

k=—00

Ist f periodisch mit M, so erhilt man die Faltungssumme

die man als zyklische Faltung bezeichnet.
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Das 2D-Faltungsintegral lautet:
Frieo) = [ [ Fen gy

—00 —00

Die 2D-Faltungssumme hat folgende Gestalt fiir eine periodische und diskrete Funk-

tion f:
M-1N-—

(f® ;l)mn = Z fk,lilmfk,nfl
0

k=0 I=

[y
—_

Bemerkung:

Die Funktionen f und g, sowie die Impulsantwort h besitzen den gleichen Definitions-
bereich. Wir werden in der Folge nur die Bezeichnungen f, g, h verwenden, wenn aus
dem Kontext (z.B. der Benennung der Art der Faltung) klar ist, wie der Definitionsbe-
reich zu verstehen ist.

Algebraische Eigenschaften der Faltung

Diese Eigenschaften gelten auch fiir die nicht-zyklische Faltung.
1. Kommutativitit: Es gilt

g =f®h =h® f
g =S fehon e = S0 i fon

2. Assoziativitit: Es gilt
9=1F® (hay®hw) = (f ®ha)) ® he

3. Distributivitit: Es gilt
9=1® (ha)+he) = (f®hw) + (f ® )

4. Neutrales Element:
g=f®o=f

Beweis von 1: Indexsubstitution m — k=1 bzw. k=m —1

Beispiel fiir 2: (X2)f = X(Lf) = L(Zf)

In diesem Beispiel ist L ein Laplaceoperator (berechnet ein Kriimmungsmafs) und ¥ ein Operator,
der auf irgend eine Weise einen lokalen Mittelwert berechnet. Es ist gleichwertig, ob ein gemitteltes
Kriimmungssignal oder die Kriimmung eines gemittelten Signals berechnet wird.

Beispiel fiir3: L~ ¥, — %,
Wir werden spiiter zeigen, dafs sich der Laplaceoperator durch die Differenz zweier Operatoren mit

schwacher (1) und stirkerer (¥2) Mittelung approximieren lift.
[
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Geometrische Deutung der Faltungssumme
Versucht man, die Faltung geometrisch zu deuten, so ergeben sich drei elementare
Schritte:

1. Spiegelung der Impulsantwort am Ursprung des lokalen Koordinatensystems
hk 2 h,k.

2. Verschieben der gespiegelten Impulsantwort unter Beachtung der Periodizitét
um m Stellen im globalen Koordinatensystem nach rechts: h_j ~ h,,_.

3. Bilden der Summe der Produktfolge.
1

Beispiel: 1D-Fall M =|D,,| =3, f=[3,4,5T
Operator ¥ =T+ T fiir M =3 giltauch %,, =T + T?>
X109m = fm+ fmrr ey i 9m = fon + f2

&,}
w
B
ot

hs,
m|0|1]|2 k10|12

1. Spiegelung:
Bemerkung: Wegen der Periodizitit M gilt h_j = ho_ = har—.

Mhs, | 1] 1] 0 [1]1]0]
k|-3]-2]-1]o]1]2]

2.,3. Verschieben und Bilden der Produkte:
1. m=0:

Mh|1]1]0
f13]4|5| g=3+4+0=7
Eol0|1]2
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2. m=1
MR |0 1
f 13145 gg=04+445=9
E [0]1]2
3. m=2
Mh |1 1
f 131415 g =34+04+5=8
kE |0 2

Ergebnis: g = [7,9,8]7

Beachte die Aquivalenz der Ausfiihrung eines Operators
im Ortsraum: Faltung mit der Impulsantwort
im Signalraum: Multiplikation mit der Operatormatrix

Beispiel: gewichtete Summe %" = aZ + bT
periodisches Signal f , M =3

Aus der Operatorgleichung folgt unmittelbar

go = afo+bf =afy+bfs
g1 = afi+bfy =bfo+afi
g2 = afa+bfi =bfi +afe

Hieraus ergibt sich

b
Ss=|b a 0| hs=[ab0]", Mhy=[a,0,b]"
0 b a

Faltung g,, = Zizo Jihm— liefert

go = afo+0f1+0bf2
g1 = bfo+afi +0fs
g2 = O0fo+0bfi +afs

Dies entspricht auch

90 a 0 b fo
g1 =|b a 0 fi
92 0 b a f2
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Beispiel: 2D-Faltung

y3l 5|3 yo-6 612
30503 ® 1 2] = | 6|-6|12
3053 1211 6]-6|12

f ® h = g

Berechnung der linken oberen Ecke:

35 3 3 5 3
P21

3513133 3
-1 2 0 -1

3 ;7775777‘777377\ 3 i 5 3

302 Lol 2
5131305 3

305 303 3 3

305 303 3 3

Operatordarstellung der Faltung

Die Faltung einer Funktion f mit der Impulsantwort eines LSI-Operators kann als An-
wendung des komplexeren Faltungsoperators Cj, der von der Art des LSI-Operators
abhéngt, aufgefafit werden

g=he®f=Cuf,

denn die Summendarstellung der Faltung ist nichts anderes als die Multiplikation ei-
nes Vektors f mit einer Matrix, deren Spaltenvektoren durch h bestimmt werden:

ho hM_1 R h2 hl

h h hs h

Ch _ 1 0 3 2
har—1 har—o hi ho

Da die Matrizen aller LSI-Operatoren die gleiche Gestalt besitzen, lassen sich diese,
wie bereits frither erwéhnt, als Faltung ausfiihren. Auch das Verschieben kann z.B. als
Faltung mit der Impulsantwort des Verschiebungsoperators aufgefafit werden:
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Beispiel: M =4
Im = T2fm = fm-2

Achtung: Hier gilt hy2 = Mhr.

fl112]|3|4|lg
m=0(0{0[1]0/|3
m=1(0{0|0]1] 4
m=2|1{0]0(0|1
m=3|0]1]0|0] 2

alsog:[3|4]1|2

Eigenschaften des Faltungsoperators

1. Die Matrixdarstellung jedes LSI-Operators hat die Struktur eines Faltungsopera-
tors.

2. Eine quadratische Matrix mit gleichen Diagonalelementen (auch der Nebendia-
gonalen) heifst Toplitzmatrix und spielt in der Signaltheorie eine besondere Rolle.

Beispiel: Die Matrix

16789
2 16 7 8
M=|32167
43216
5 432 1

ist eine Toplitzmatrix, gebildet nach der Regel

) G fir i—352>0
i, = .
Tj—it1 fiir i—5<0

aus dem Spaltenvektor ¢ = [1,2, 3,4, 5]T und dem Zeilenvektor r = [6,7,8,9].
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3. Ist jede Zeile einer Toplitzmatrix die rechtsverschobene Variante der vorherge-

henden Zeile, bezeichnet man die Matrix als Zirkularmatrix. Zirkularmatizen las-
sen sich durch Fouriertransformation diagonalisieren.
Offensichtlich ist die Matrix M des obigen Beispiels keine Zirkularmatrix.

Ist die Determinante der Zirkularmatrix ungleich Null, so ex. der zum Faltungs-
operator inverse Entfaltungsoperator C; '

g=h®f~g=Cf~ f=Clg=C'Cf =If

. Es gilt:
TCh=CnT
MC, =CIM
. Der Faltungsoperator ldfit sich als Linearkombination von Verschiebungsopera-

toren darstellen:

M-1
Ch=> hnT"
m=0

Beispiel: D2-Operator: D> =27 —T — T}, M =3

hDQ .

21-1]-1

= O O

Struktur des 2D-Faltungsoperators:

Der 2D-Faltungsoperator hat eine Représentation als Blockzirkularmatrix der Dimen-
sion MN x MN. Sie besteht aus N? Blocken, die jeweils eine Zirkularmatrix der Di-
mension M x M darstellen.

Chy  Chy_, Ch,

C, — Chy Chy Ch,
| Chnoy Chys Chy |
[ ho: har—1.1 h ]

Gy = hiy ho, ha
I har—1; har—24 ho, |
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Der Korrelationsoperator

Der zyklische Korrelationsoperator ist definiert durch eine Faltung mit einer gespiegelten
Impulsantwort:

M-—1
Im = Z fkhm—i—k
k=0

bzw:

g=hof=Mh® f
d.h. die Wichtungsfaktoren der verschobenen Impulsantwort werden direkt mit den
darunter liegenden Funktionswerten multipliziert.

Ist h von gerader Symmetrie, d.h. Mh = h, dann ist die Faltung mit der Korrelation
identisch. Dies ist ein besonders wichtiger Fall. Filter mit derartiger Symmetrie heifien
Nullphasenfilter (Abschnitt 3.2.3).

Operatordarstellung der Korrelation:
g=Knf
Ortsraum : g=hof
Signalraum : ¢ = K,f

Die Matrix des Korrelationsoperators hat die Gestalt

ho  hi -+ hy
h h h
K, — 1 2 0
har—1 ho -+ hu—s

Es gelten u.a. folgende wichtige Eigenschaften:

1. Quadratische Matrizen mit gleichen Antidiagonalelementen heifSen Hankelmatri-
zen. Der Spiegeloperator besitzt die Darstellung einer Hankelmatrix.

2. Jede Zeile ist gegeniiber der vorherigen linksverschoben.
3. Der Korrelationsoperator ist gegeniiber Translation und Spiegelung invariant.
Ty = KT
MK, = kM

Beispiel: Spiegelung um Mittelpunkt des Signals (M = 3)

0 0 1 a c
010 = b
1 0 0 c a

Achtung: Spiegeloperatoren sind nicht verschiebungsinvariant. Spiegelungen sind bedeutsa-
me Operationen zur Darstellung von Geometrie. Z.B. jede Rotation lafst sich durch Hinterein-
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anderausfithrung von zwei Spiegelungen erzeugen.

1.4.6 Lineare Faltung

Bisher wurde die Berechnung der Faltung fiir folgende Fille behandelt:

a) unendlich ausgedehntes Signal ;‘o
Uber die Ausdehnung der Impulsantwort werden keine Aussagen gemacht. Aber
offensichtlich ist sie maximal (unendlich).

b) periodisches Signal f
Die Ausdehnung der Impulsantwort ist ebenfalls maximal (eine Periode) und
selbst periodisch.

Hier wird der praktisch wichtige Fall der linearen Faltung eingefiihrt:

c) endlich ausgedehntes Signal f
Die Impulsantwort hat minimale Ausdehnung.

Vorteil: Reduktion der Komplexitét der Faltung um die Anteile der zyklischen Faltung,
die mit Koeffizienten der Impulsantwort 7 vom Wert Null berechnet werden.

Nachteile:
1. Es mufs der Rand des Signals beachtet werden.

2. Die Wahl des Ursprungs des lokalen Koordinatensystems der Impulsantwort
muf$ beachtet werden.

3. Einige schone Eigenschaften gehen verloren, die fiir die zyklische Faltung gelten,

wie
eWenni+j=M, M =|D,,|,dann 7" =T 7.

Unter der Annahme, daf$ ein endliches Signal f tiber den Rand des Definitionsberei-
ches mit Nullen fortgesetzt wird, lautet die lineare Faltungssumme:

Gmn =Y frhm—x me {01, M—1,.}

k=—o00

Die tatsdchliche endliche Begrenzung der Faltungssumme hidngt vom Definitionsbe-
reich des Signals und der Impulsantwort, sowie von der Lage des lokalen Koordina-
tensystems in der Impulsantwort ab.
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Beispiel: M =3, %, %,
Der Koeffizient der Impulsantwort im Ursprung des lokalen Koordinatensystems ist fett markiert!

EZZI_FTil : gm:fm+fm+1

110
S=1011]| m=[101"—n=11"
101
5, =Z+T : gm=Jfm~+ fm-1
(10 1]
Ss=1110]| h=[110"—hn=[11"
(0 1 1|

Wir erhalten vier unterschiedliche Ergebnisse.

a) zyklisch
fo fo A o fo fo fi fo
hy: 1 1 0 dgo = fot+fi hy: 1 0 1 g = fot+fo
0 1 1 g = fi+fo 1 1 0 g = fi+fo
1 0 1 g2 = fa+fo 0 1 1 g = fo+ N

Bis auf eine Permutation sind die Ergebnisse gleich.

b) linear

f+ 00 fo fi f2 00

hy : 11 g-1 = Jo
1 1 g9 = fot+th
1 1 G = ht/fe

1 1 g2 = fo

f: 00 fo fi f2 00

hy : 11 g9 = Jo
11 g = fitfo
I 1 g2 = fot N

1 g3 = fo

Die Ergebnisse beider Operatoren unterscheiden sich im Fall linearer Faltung durch eine Verschiebung.
Sie sind aber nicht permutiert.
|

Das Ergebnis der linearen Faltung ist verschieden von dem der zyklischen Faltung. Im
Fall linearer Faltung ist die Ergebnisfunktion verbreitert gegeniiber der Eingabefunk-
tion.
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Eigenschaften der linearen Faltung:

1. Je nach Wahl des lokalen Koordinatensystems und nach Ausdehnung der Im-
pulsantwort des Operators verbreitert sich die Ergebnisfunktion links/rechts ge-
geniiber der Eingabefunktion.

M, = My + M, —1

2. Ohne Erweiterung des Signals f auf M, Stiitzstellen (z.B. durch Auffiillen mit
Nullen), bleibt ein unbearbeiteter Rand.
Beispiel: h; : rechts 1 BP, h, : links 1 BP

3. Das Ergebnis der zyklischen Faltung entspricht dem der linearen Faltung eines
endlichen Signals, wenn Input f und Impulsantwort / eine Lange M, haben.
Es ist also erforderlich, die zyklische Faltung auf einem erweiterten Definitions-
bereich zu berechnen. Der sonst entstehende Fehler ist ein Alias-Fehler. Er heifst
“Wraparound”.

Beispiel: f: [1,1,1]7

a) nicht erweitert zyklisch: h - [1,1,1]7
Mp=M, =M, =3

f:1 11
h: 1 1 1
1 11
11 1
Gg: 3 3 3
b) erweitert zyklisch: h : [1,1,1,0, O]T
Mp= M, =M,=5
f: 11100
h: 1.0 0 1 1
11001
11100
01 110
00111
g: 1 2 3 21
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¢) linear: h - [1,1,1]"

f 00 1 1 1 00
h: 1 1 1
1 11
1 11
1 11
1 11
g: 01 2 3 2 10
|
Beispiel:

3 5 3 -1 2 -1
f=1353 h=|-1 2 -1
3 5 3 -1 2 -1

a) nicht erweitert zyklisch: ~ Koordinatenursprung linke obere Ecke

-6 —6 12

g=1 -6 —6 12

-6 —6 12

b) erweitert zyklisch (gleich linear):

[ 3 1 4 1 -3
-6 2 8 2 -6
g=1-9 3 12 3 -9
-6 2 8 2 —6
| -3 14 1 -3
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Beitrag des Wraparound:

{ { ) \
31 13 4|13
> -6 242 -6
L8 s 2 s
91 3 | 12 N3N-9

I
1
(98]
[E—
=~
—
1

1.4.7 Implementierung der linearen Faltung

Die Komplexitit pro Bildpunkt der Faltung mit einem Operator der Ausdehnung K x L
ist O(K - L) in der Anzahl der Multiplikationen und Additionen.

Da auch auf modernen Computern die Faltung noch immer einen Kostenfaktor dar-
stellt, ist das Ziel, die Anzahl der Operatoren zu reduzieren.

Moglichkeiten:

1.
2.
3.

Beachtung der Symmetrie der Impulsantwort
Beachtung der Separabilitdt der Impulsantwort
Synthese der Impulsantwort

e Reihenform (Kaskade)

e Parallelform

e gerade/ungerade Symmetrie

Rekursive Implementierung

. Realisierung im Frequenzraum (Faltungstheorem)

. Tschebyscheff-Transformation der Impulsantwort

Zahlentheoretische /Polynom-Transformation der Impulsantwort
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Beispiel: K =13, K x K

A-N

E-S
K-B
K-E
T-E

A-N | E-N E-S | KB | K-E T-E | AC-CRT | N-SN

M 169 28 14 6 4 7 13.65 3.95
A 168 168 24 24 16 57 94.15 37.13
Restr. | ohne | oktale | separ./ | Gauf$ | Gaufs | oktale | NxN | Nx N
Symm. | okt. S. Symm. | N=72 N=72

unsymmetrisch, normale Faltungssumme

oktale Symmetrie, nicht separabel

oktale Symmetrie, separabel

Kaskadierung von 3 x 3 - Binomialfiltern

Kaskadierung von 3 x 3 - Binomialfiltern und Expansion

Tschebyscheff-Transformation (oktale Symmetrie)

AC-CRT  Transformation nach chinesischem Restklassentheorem

nach Aggarwal und Cooley

N-SN Polynom-Transformation nach Nussbaumer

Symmetrie der Impulsantwort

Normalerweise besitzen Impulsantworten in der Bildverarbeitung ein hohes Mafs an
Symmetrie. Diese kann genutzt werden, die Faltungsgleichung zu modifizieren.

Folgende Symmetrieklassen sollen unterschieden werden (keine genormten Klassen-

bezeichnungen).

A:

keine Symmetrie

ohne praktische Relevanz

Halbebenen - Symmetrie

Beschreibung durch folgende Zwangsgleichungen:

hig = h iy
oder

Py = hi,—
oder

Py = hyg
oder

Py =h_i &

) )
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Beispiel: Richtungsgradient (modulo 8)

t A

111 1011
11-2]1 pl2) 1.
1] -1]-1 SHESEES

C: Punkt-Symmetrie

hig = h_p

Beispiel: modifizierter Laplace-Operator

-1 -1 -1
— -1] 8 | -1 —
-1 -1 -1

83

Bemerkung: Punkt-Symmetrie entspricht Isotropie. Auf dem Gitter fillt Punkt-Symmetrie

mit gewissen Linien-Symmetrien zusammen (Isotropie kann nur approximiert werden).

Filter mit Punkt-Symmetrie sind sogenannte Nullphasenfilter, siehe Abschnitt 3.2.3.
Nullphasenfilter stellen sicher, dafs der Output gegeniiber dem Input nicht verschoben

wird.
Bei Punkt-Symmetrie sind Faltung und Korrelation identisch.

D: Quadranten-Symmetrie

oo = Py
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Beispiel: Linien-Detektoren (modulo 4)

| AN /

Bemerkung: Richtung versus Orientierung

Einer Richtung kann ein Vektor zugeordnet werden. Eine Orientierung ist ein Merk-
mal eines eindimensionalen Unterraumes, der in einem Raum hoherer Dimension ein-
gebettet ist. Dieses Merkmal ist ein Winkel bzw. Vektor von Winkeln, der gegeniiber
Rotation um 180 invariant ist. Linien besitzen eine Orientierung, da sie einen 1D-
Unterraum bilden.

E: Oktal-Symmetrie

e = hy x|

Beispiel: Binomialfilter niedriger Ordnung (fiir hihere Ordnung approximieren sie Punktsymmetrie)

-
J

[\

N
[\ (98] 3]
o] (95} (3]

NS e A L

NS e N R

N
AN
\
N

6
9
6
3
|
Binomialfilter (Abschnitt 3.4) approximieren gaufsformige Wichtungen fiir lokale Glittung.

Implementierung einer oktalsymmetrischen Faltung:

Die Impulsantwort kann fiir den Fall eines 5 x 5-Operators aus vier Komponenten
synthetisiert werden. Hieraus ergibt sich folgende Zerlegung des Outputs:

gm,n = giﬂ,n _'_ grzn,n _'_ ggn,n _'_ g;ln,n

1 _
gm,n - fm,nh0,0
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K,
g,%ﬂ,n == lzl(fm,nJrl + fm,n,fl + fm+l,n + fmfl,n>h0,l

g?n,n = Z{izl(ferl,nJrl + fo—tntt + fotin—t + fo—tn—1) P

K. -1
gsm,n = 1=2 k:l(fm-l—k,n—f—l + fm—k,n—l + fm+l,n+k + fm—l,n—k + fm—k,n-l—l + fm—i—k,n—l

+ frn—tntk + frntin—r) iy

F: Identitat

hk,l =1

Beispiel: ungewichtetes Glittungsfilter
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Komplexitit der Faltung (asymptotische Zeitkomplexitit): X x K , K =2K, + 1

M A
A | K? K?—1
B | K(K - K,) K?—1
C| K+2K? K? -1
D| K+ K? K? -1
E|K+iK (K., —1) | K*—1
F |1 4

Die Berticksichtigung der Symmetrie linearisiert in gewissem Mafle die Anzahl der
Multiplikationen, dndert aber nichts an der Anzahl der Additionen.

Fiir Symmetrieklasse F wurde die konstante Komplexitdt des Boxfilter-Algorithmus
angegeben.

Separabilitit der Impulsantwort

Separabilitdt fithrt zu linearer asymptotischer Zeitkomplexitdt O(XK') der Faltung mit
einer 2D-Impulsantwort der Dimension K x K. Es gilt fiir die Anzahl der arithmeti-
schen Operationen pro BP:

M=2K+1
A=2K 1)

Unter Separabilitdat der Impulsantwort ist eine Symmetrieeigenschaft zu verstehen, die
zu einer Synthese einer 2D-Impulsantwort h = [hy,] aus dem duferen (Tensor-) Produkt
zweier senkrecht zueinander orientierter 1D-Impulsantworten h* = [hY] und k" = [h}]T
fihrt.

h=h"®h"
mit
hghg -+ hghl
h =
hiz)uflhg T hXIflh]]hfl

Tatsdchlich wird aber der Zusammenhang

h=h'*h"
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tiir die Implementierung von h genutzt. Um zu zeigen, dafs

h' @ b = Y x h",

miissen »* und A" in Matrixform gefaltet werden.

Beispiel: Faltung zweier senkrecht orientierter 1D-Impulsantworten

0/]011]0]|0 0/0({0]0]|0
0/014]0]|0 0/0({0]0]|0
0/016]0]|0 * 11416141
0/014]0]|0 0/0({0]0]|0
0/]011]0]|0 0/0({0]0]|0

41162416 4
6 24136|24| 6
4 4

16 | 24| 16

(=2 I R e B =2 B =R e ) i e R i e B B )
(= B R e B =2 =R i e ) i e i i e B B
(=2 e R N B =2 B =R e R B e B i e B B )
(=2 I R N B =2 B =R e i e R i e B B -

Implementierung separabler Faltung;:

1. nichtrekursives 2-Paf3-Verfahren

g:h”*(hh*f):h”*(h”*f)

2. rekursives 1-Paf3-Verfahren Mit

K.
1 _ v
gm—k,n_ Z hl fm—k,n—l
I=—K,

87
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folgt

h h
Immn = Z hkge}nflf(kfl),n + h*Kzgraner,n
k=—(K-—1)

Vergleich der Komplexitit:

In der folgenden Abbildung werden gemessene Ausfiihrungszeiten der Faltung fiir die
Symmetrieklassen A,B,D,E, SA und SD verglichen. Die Breite K des zweidimensiona-
len quadratischen Operatorfensters variiert zwischen K = 3 und K = 15. Aufgetragen
ist die auf die Ausfithrungszeit fiir K = 3 normierte Zeit 7, pro Bildpunkt. Der Nut-
zen der Beachtung der Symmetrie ist klar erkennbar.

Tp:L'
Tp.7:3

20 | A

15

10

e SA

SD

In der folgenden Abbildung ist der gleiche Sachverhalt in Abhédngigkeit von der Sym-
metrie aufgetragen. Die Abszisse ist also nicht metrisch korrekt! Dargestellt ist die auf
die Ausfithrungszeit bei Nichtbeachtung der Symmetrie normierte Zeit 7},, pro Bild-
punkt. Es ist erkennbar, dafs bei kleinen Operatorfenstern die Ausnutzung der Sym-
metrie (auch Separabilitdt) zu einem Mehraufwand fiihrt, der den gewiinschten Effekt
reduziert.
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0.6

A B D E SA SD SYM

Box-Filter-Algorithmus:

McDonnell (1980) ; Burr (1984)

Der Box-Filter-Algorithmus ist von Interesse, wenn alle Koeffizienten der Impulsant-
wort von gleichem Wert sind (h;; = const). Der Algorithmus nutzt Separabilitdt und
Identitdt und muf’ als Spezialfall der rekursiven 1-Pafi-Implementierung separabler
Filter angesehen werden.

Unabhéngig von der Ausdehnung K der Impulsantwort hat der Algorithmus die kon-
stante Komplexitdt M = 1 und A = 4. Der Algorithmus benétigt einen Puffer der
Lange M fiir ein M x M-Bild als Histogramm-Puffer (s.u.).

0. Initialisierung

K
1 _
ng(z - fmsz*l
=K,

1. Zeilen-Ubergang

1 o
Im—1n = Im-1n-1 T Jm-1n-14K.41 — fn-1n-1-K.
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2. Spalten-Ubergang
Lo 1 1
Imn = ﬁ(gm—l,n T Imik.n — gm—l—KZ,n)

Pro Ubergang (m — 1,n — 1) — (m,n) sind 4 Additionen und eine Multiplikation
erforderlich.

Initialisierung Puffer

_ .
n=K.: g, k.

+[+]+

n—l—KZE

n—1| Ubergang:

n 4/‘ ‘—‘ ‘ {% ‘ ‘—l-‘ (m—1,n—-1)—= (m,n)
m—1—K, 1m m+ K,

n+ K|+t =n—14+K +1

Zerlegung der Impulsantwort:

Wie bei separabler Implementierung besteht das Ziel, eine grofie Impulsantwort durch
die Verschachtelung kleiner Impulsantworten zu realisieren. Verschachtelung bedeutet
Reihenschaltung oder Parallelschaltung.

A) Reihenschaltung

Die Kaskadierung der Faltung nutzt deren Assoziativitat.
g=hx*[=(he*hw)*f=he*gu
Ist K x L die Ausdehnung von h und gilt K’ x L' fiir die h(;, so folgt

K:in (n—1)und L = ZLZ (n—1)

tir die Realisierung
h = h(l) * h(g) k.. 3k h(n).
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Die Impulsantworten h(; werden Wurzeln von h genannt. Die Wurzeln kénnen ver-
schieden oder gleich sein.

Da} !  K'= K+(n—1),erhoht die Kaskadierung von Wurzelfiltern ;) den Aufwand
der Implementierung einer 1D-Faltung im Verhéltnis zur direkten Implementierung
von h.

Im 2D-Fall hingegen fiihrt die Kaskadierung zur Reduzierung der Komplexitidt wegen

; K'L' < KL bzw. ; KY? < K2
> > (K

i=1 i=1

Beispiel: Einheitliche quadratische Wurzel K* = k (z.B. k = 3)

h = (h@)™ mit K =n(k —1) +1, n:f:ll
k=3| K=5 K=7 K=9
n=2|M=18 - -
n=3 — M =27 —
n=4 — — M = 36
direkt | M =25 M =49 M =381

Beispiel: Sei II, ein k x k-Boxfilter. Im Moment lassen wir den speziellen Box-Filter-Algorithmus
aufler Betracht. Dann erzeugt die Faltung zweier Boxfilter der Ausdehnung 2 x 2

A3 = H2 * H2
einen Dreiecksfilter
1 21
Ag3=12 4 2
1 21
Allgemein gilt fiir k x r - Boxfilter
Aoy = 112

Hinweise:

Aus den folgenden Abbildungen lassen sich drei Regeln fiir die Verkopp-
lung von Symmetrie und Kaskadierung in der Faltung ableiten.

1. Ist die Symmetrie kleiner als oktal, dann optimale Kaskadierung durch
minimale Wurzeln (z.B. 3 x 3)
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2. Oktale Symmetrie:
K < T7:nicht kaskadiert
K > 7: zwei etwa gleich grofle Wurzeln

3. Separable Implementierung schliefit Kaskadierung aus, da nx > K

SYM: A

15

10

SYM: E
15

L]
13
/ 11

°3

w
o
< -
©
-
[
-
w
=
ol
=
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~

px

SYM: SD

o 11

o 13

2 €
e 15
K

B) Parallelschaltung

Die Realisierung der Faltung durch Parallelschaltung kleinerer Operatoren entspre-
chend

g=hxf=(hqy+- -+ hw)=*f

h=7) he
i=1

wird durch die Distributivitdt der Faltungsoperation ermoglicht. Ein offensichtlicher
Nutzen entsteht, wenn parallele Ausfithrung méglich ist. Sind die h(;) im Vergleich zu
h beziiglich ihrer Symmetrie oder Kaskadierung besser, kann dies auch ohne Parallel-
verarbeitung vorteilhaft sein.

Dabei kénnen die h(;) von anderer Gestalt/Dimension als A sein.

Beispiele:
-1 -1 -1 0 0O 1 11
-1 8 —-1{(=9|010|—-|111
-1 -1 -1 0 0 O 1 11
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00100
0 00O0O
1 01 01
0 00O0O
00100

]+

SM=4A=4 A:-M=1A=4

Box: M =2, A=28

— o

—~ AN

I — |

+
— = = =~
— = = =~
— = = =
- = = o~
— = = o~

a

Il

(9 e\ B o I N BN
AN F MmN AN
DI A A SR
AN N F MmN AN
AN AN N AN AN

Box: M =1, A=14

A:M =25, A=24
E:M=6,A=24



Kapitel 2

Fouriertransformation

In Abschnitt 1.4.3 wurde behandelt, wie mit Hilfe einer linearen Transformation des

Basissystems eines Signals eine fiir gewisse Problemstellung giinstigere Signalreprasen-
tation erreicht wird. Dabei handelt es sich um das durch einen Vektor von Einheitsim-

pulsen aufgespannte Basissystem des Ortsraumes. Diesem Basissystem konnte eindeu-

tig ein Basissystem des Signalraumes zugeordnet werden.

In diesem Kapitel wird die Fouriertransformation behandelt, die eine lineare Integral-
transformation eines Signals bewirkt. Ihre Wirkung besteht darin, eine Abbildung des
Signalraumes auf sich selbst zu erzeugen, in der Eigenschaften der Ahnlichkeit oder
Unterschiedlichkeit von Signalwerten an verschiedenen Orten des Signals hervorgeho-
ben werden. Dies erreicht man durch einen Wechsel des Basissystems. Das neue Basis-
system wird durch komplexe harmonische Funktionen mit unterschiedlichen Frequen-
zen gebildet. Diese Frequenzen spannen einen Raum auf, der Frequenzraum genannt
wird.

Wiéhrend also in Kapitel 1 der Ortsraum und der Signalraum zur Formulierung si-
gnaltheoretischer Modelle benutzt werden, werden wir in diesem Kapitel die Frequenz-
raum-Représentation (auch spektale Reprédsentation genannt) zu Modellbildung fiir
Signale und Operatoren heranziehen.

Je nach Art der Représentation des urspriinglichen Signals werden verschiedene Fou-
riertransformationen unterschieden. Wir behandeln fiinf Reprdsentationen der Fou-
riertransformation. Welche hiervon in spéteren Kapiteln verwendet wird, hangt vom
spezifischen Problem ab.

95
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2.1 Integraltransformation

Die Fouriertransformation ist eine Integraltransformation. Eine Integraltransformation
ist eine spezielle Funktionaltransformation. In der Informationstechnik und speziell
in der Signalverarbeitung spielen Funktionaltransformationen eine bedeutende Rolle,
siehe [Oppenheim und Schafer, 1999], [Posthoff und Woschni, 1984] und [Preufs, 2002]

Beispiele: (* wird in Vorlesung behandelt)
Fouriertransformation (*), Hartleytransformation (*)
Hilberttransformation (*), Gabortransformation (*)
Wavelettransformation (*)

Laplacetransformation, Z-Transformation
Haartransformation, Walsh-Hadamard-Transformation
Fermattransformation, Mersennetransformation

Wir wollen hier Signale als Funktionen betrachten. Auch Impulsantworten von Ope-
ratoren konnen derartige Funktionen sein. Zunéchst seien diese eindimensional und
kontinuierlich im Definitionsbereich, also gegeben durch f(x).

Definition (Funktionaltransformation):

Eine Funktionaltransformation ist eine Abbildung 7, die jeder Funktion f(x) eines ge-
wissen Funktionenraumes eine Funktion

F(u) = T{f(2)}

eines anderen Funktionenraumes zuordnet. Die Funktion f(x) heifst Originalfunktion,
die Funktion F(u) heifit Bildfunktion. Laf}t sich umgekehrt die Originalfunktion aus
der Bildfunktion bestimmen,

f@) =T H{F(u)},

so nennt man 7 ! die zu 7 inverse Funktionaltransformation.
[ ]

Eines “gewissen Funktionenraumes” heift hier, daf$ an die zu transformierenden Funk-
tionen gewisse Eigenschaften gekniipft werden (z.B. im Falle der Fourier-Reihenent-
wicklung die Dirichlet-Bedingungen).

Definition (Integraltransformation):

Eine Integraltransformation ist eine Funktionaltransformation 7k, die mit Hilfe einer
Kernfunktion K (x, u) durch ein Integral

Flu) = Tl f(2)} = /C K (. u)f(2)da

definiert ist. In der komplexen Analysis ist das Integral im Allgemeinen ein Linienin-
tegral in der komplexen z-Ebene. Der Integrationsbereich C' kann aber auch die reelle
Achse oder ein endliches Intervall auf ihr sein.
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Die inverse Integraltransformation 7, ' wird definiert durch

fm:ﬁﬂmm=LK%wWWm

Genauer handelt es sich bei dieser Integraltransformation um eine Fredholmsche Inte-
gralgleichung 1. Art. Der erzeugende Kern dieser Integraltransformation definiert die
Beziehung der beiden Funktionenrdume untereinander, bzw. den Wechsel des Basis-
systems der betrachteten Funktionen.

Die Integraltransformation ist linear, d.h.

Tr{g(x) + h(x)} = Te{g(x)} + Te{h(z)}
Tr{ag(x)} = aTr{g(x)}.

Im Fall der Fouriertransformation ist der Kern K gegeben durch
K(z,u) = e 72,

Nicht jede Funktion f(z) kann mittels Fouriertransformation nach F(u) transformiert
werden. Hinreichende Bedingungen fiir f(z) sind gegeben durch (Dirichlet-Bedingungen):

1. f(x) ist absolut integrierbar im Integrationsbereich C, d.h.

/WMM§M<w
C

2. f(z) hat eine endliche Zahl von Diskontinuitdten und eine endliche Anzahl von
Extrema im Integrationsbereich.

Gegenbeispiele:

1) f(z) = 1L : nicht absolut integrierbar iiber [0, 1). Bei z = 1 tritt eine Polstelle auf.
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2) f(z) =sind : bei v — 0 geht die Zahl der Oszillationen gegen Unendlich (die Funktion hat
unendlich viele Maxima und Minima)

Nehmen wir an, dafs die Funktion f als (unendliche) Folge f,, gegeben ist, also als diskrete
Funktion vorliegt. Dann lautet die diskrete Formulierung der Integraltransformation

F, = Z Ko, u € D,.

meDy,

Offensichtlich ist der Transformationskern hier durch eine (unendliche) Matrix K = [K,,,] re-
prasentiert; f und F' sind Vektoren. Fiir festes © wird aus dem Transformationskern ein Vektor
b, (ein Basisvektor) mit den Komponenten b}, . Dann stellt

F, = Z bumfm:<bmf>

meDy,
ein Skalarprodukt der Vektoren b,, und f dar.

Mit anderen Worten, fiir ein festes u ist F, der Wert der Projektion von f auf b,. Er repradsentiert
die durch b, spezifizierte Eigenschaft von f.

Ist K der Transformationskern der Fouriertransformation, dann wird « als Frequenz oder Raum-
frequenz bezeichnet und D,, spannt den Frequenzraum auf. In diesem Fall repréasentiert F;, den
Anteil der Frequenz u an der Synthese des Signals f in einem integralen Sinn. Dies ist der
Zugang zur Frequenzanalyse des Signals f.

Die Basisfunktion der Fouriertransformation b, heifst komplex-harmonische Funktion der Fre-
quenz u. Im Fall der kontinuierlichen Fouriertransformation ist

bu(z) = e 92™ = cos 2muz — j sin 2muz

die Basisfunktion. Sie wird durch ein Paar trigonometrischer Funktionen reprasentiert, von de-
nen die cos-Funktion von gerader Symmetrie ist ( cos(—z) = cos(x) ) und die sin-Funktion von
ungerader Symmetrie ist ( sin(—z) = —sin(x) ). Also projiziert die Fouriertransformation fre-
quenzabhingig eine Funktion f auf diese beiden Symmetriekonzepte in einem globalen Sinn.
Das heifst, diese Symmetrieanteile werden tiber D, integriert.

Im Fall der diskreten Fouriertransformation stellt b, eine diskretisierte Version solcher trigono-
metrischer Funktionen dar.

Die aus den Basisvektoren b, fiir alle Frequenzen u gebildete Basis ist orthogonal. Deshalb kann
eine Riicktransformation (inverse Integraltransformation) formuliert werden:

fm=Y_ KpuF., mé€ Dy,
UEDu
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Die Orthogonalitdtsbedingung fiir komplexe Harmonische werden wir im nédchsten Abschnitt
zeigen.

Im Falle der Orthogonalitit gilt also K K —1 = J. Dann ist K eine reguldre Matrix, d.h. es gilt det
K # 0. K hat also D,, linear unabhingige Zeilen. Von Orthogonalitdt spricht man allerdings
nur im Falle reellwertiger Transformationskerne. Im Falle komplexwertiger Transformations-
kerne spricht man von Unitaritit.

Eine Integraltransformation 7x heifst unitdr, wenn gilt
KKT =71 dh KT =K1,

wobei K* den komplex-konjugierten Kern und K T den transponierten Kern bedeuten. Der
Kern K*T heif3t adjungiert.

Die komplexwertige Fouriertransformation ist eine unitdre Transformation. In Abschnitt 2.6
lernen wir auch eine reellwertige Fouriertransformation, die Hartleytransformation, und in
Abschnitt 2.7 die quaternionwertige Fouriertransformation kennen.

Nun werden die Konzepte der Integraltransformation auf den 2D-Fall erweitert. Eine 2D-
Integraltransformation ist im kontinuierlichen Fall definiert durch

Fuo) = Ticlf )} = [ [ Ky (o p)dedy,
C

und die inverse Integraltransformation ist definiert durch
f@w) = T {F o)} = [ [ K o) Fu,o)dudo
C

Im Fall der Fouriertransformation ist der Transformationskern

K(x,u) — e—j27r(xu+yv)

= cos27(zu + yv) — jsin 27 (zu + yv),

wobei x = (z,y) und u = (u,v).

Fiir konstantes u ist die zugehorige komplexe Harmonische (die Basisfunktion) ein sinusférmi-
ger Wellenzug in der durch Dy aufgespannten Ebene mit der Frequenz v = vu? + v? und der

Orientierung 0, tan 0 = .

In der folgenden Abbildung sind Beispiele fiir diese Basisfunktionen dargestellt.
Bei genauerer Betrachtung des Transformationskernes erkennt man, daf$ er auch geschrieben
werden kann

K(x,u) — 67j27r<x,u> — e*j27rxu

Das Skalarprodukt, (x,u), ist invariant gegeniiber isometrischen Transformationen (lassen den
Abstand zwischen zwei Punkten unbeeinflusst), also auch der Rotation. Die Fouriertransfor-
mation hdngt deshalb nicht von der Wahl der orthogonalen Basisvektoren der Ebene ab. Des-
halb ist K (x,u) gleichzeitig als isotrop in einem polaren Koordinatensystem zu interpretieren.
Die komplexen Harmonischen sind in einem polaren Koordinatensystem also als isotrope si-
nusformige Wellenziige vorstellbar. Sie heiflen dann sphirische (oder polare) Harmonische.
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Beispiele: Dy = [—1,1] x [—1, 1], Darstellung von sin 2rxu

L

(u,v) = (0,0.4) (u,v) = (1,2) (u,v) = (10, —5)

Im Rahmen der komplexen Algebra gilt aber auch, daff der 2D-Fouriertransformationskern

separabel ist:
K(X, u) — e—?ﬂ']’u(t)e—Qﬂ']’U’y.

Dies hat Konsequenzen fiir die Berechnung der 2D-Fouriertransformation, wie wir am Beispiel
der diskreten Formulierung zeigen:

Fow= Z ZKmnuvfmn ,U € Dy,v € D,y.
mEDm n€EDy,

Die 2D-Transformationsmatrix K = [K ] hat die Dimension D,, D,, x D, D,,, fiir ein Bild der
Dimension M x N also M N x M N. Betrachten wir nun die Konzequenzen der Separabilitét des
Transformationskernes. Dann folgt hieraus, daff Zeilen und Spalten eines Bildes mittels zweier
1D-Transformationen unabhéngig transformiert werden konnen.

Sei S = [S),,] die NxN - Transformationsmatrix in Spaltenrichtung und Z = [Z,,,,,] die (M x M)-

Transformationsmatrix in Zeilenrichtung. Dann gilt

F=ZfS,

Die Transformationsvorschrift

Fuv = Z (Z fmnSnv> Zmu

meEDm n€Dy
entspricht der Ausfiithrung folgender Berechnungsschritte:

1. Schritt: Spaltentransformation

Fmv = Z fmnSnv

n€Dy,

2. Schritt: Zeilentransformation
Fuv - Z Fvamu

meDm
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Die Reihenfolge der Fouriertransformationen kann auch vertauscht werden.

Zusammenfassend stellen wir fest, dafs das komplexwertige Basissystem der Fouriertransfor-
mation im mehrdimensionalen Fall aus algebraischen Griinden einige Moglichkeiten der In-
terpretation zuldf3st. Dies hat nicht nur Konsequenzen fiir die Berechnung der Fouriertransfor-
mation. Vielmehr ist die Wahl des geeigneten Koordinatensystems in Abhédngigkeit von der
Problemstellung zu treffen.

2.2 Repriasentationen der Fouriertransformation

Wir geben zunéchst eine Ubersicht iiber fiinf zu unterscheidende Reprasentationen der Fou-
riertransformation:

1. Fourierreihenentwicklung

N

. Fouriertransformation (kontinuierlicher Signale)

W

. Fouriertransformation diskreter Signale
4. diskrete Fourierreihenentwicklung

5. diskrete Fouriertransformation
Die Unterschiede resultieren aus dem Definitionsbereich der Signale. Dieser kann sein:

e endlich periodisch, endlich oder unendlich ausgedehnt

e kontinuierlich oder diskret
Bemerkung:

Bei allen Représentationen der Fouriertransformation nehmen wir reellwertige Funk-
tionen f(x) an. Im Allgemeinen ist die komplexwertige Fouriertransformation tiber
komplexen Funktionen definiert.

Fourierreihenentwicklung (FR)

fle) O—e@ ~H,€C

endlich periodisch
Grundintervall [—m, 7] unendlich ausgedehnt
kontinuierlich diskret
reell komplex
Yo = L[ f(z)e 2™y,

2

—T
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sind die Fourierkoeffizienten fiir jedes u € Z. Die Funktionen b = {b,(z) = 5=e 7?7} heiflen

komplexe Harmonische und bilden das orthogonale Basissystem der FR-Entwicklung;:

f(l’): Z ,Yuej27rum

Bemerkung:

Bei der Fourierreihenentwicklung und allen anderen Représentationen der Fou-
riertransformation treten negative Frequenzen auf.

Die Fourierreihenentwicklung kann fiir jedes beliebige Grundintervall I’ = [a, b] ausgefiihrt
werden. Seienz € [ = [—7, 7] und 2’ € I’ = [a,b], dann
™
r = m (2(E, —a— b)
1/b—
= —( aw+a+b>.
2 m

Fouriertransformation (FT)

fl@) O—@ F(u)

unendlich ausgedehnt unendlich ausgedehnt
kontinuierlich kontinuierlich
reell komplex

Die Herleitung der FT aus der FR erfolgt durch

L.L
1. T € [—5, 5]
2. periodische Fortsetzung

3. Grenziibergang L — oo

flz) = /OOF(u) eI 2T gy,

Fu) = /f(x)ejzm“’:dx
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Die Konvergenz des Fourierintegrals bei nicht quadratintegrierbaren (energiebegrenzten) Funk-
tionen f(x) bzw. F(u) kann mit Hilfe eines ,Konvergenzfaktors” e“I*l im Grenziibergang
e — 0 erzwungen werden:

o0

_ T j2mux—el|ul
f(zx) 151% F(u)e du
—00

e—0

F(u) = lim /f(ac)e—jQMx_Exd:U

Beispiel: f(x) = 1: unendlich ausgedehnte konstante Funktion

[oe)
1 O0—e lim g J2muz—elz| .
e—0
— 0o
. 2€
= lim

e—0 62 + 4772u2
=: 4(0) (Dirac—Impuls an der Stelle 0)

Fouriertransformation diskreter Signale (FTD)

fm O—@ F(ev)

unendlich ausgedehnt periodisch in 27
diskret kontinuierlich
reell komplex
~ z-Transformation, wenn z = e /%™ mit der Kreisfrequenz w = 27u
T 1 0
_ F Jw jwmd O— @ F Jwy — _— —jwm
fm . (6 )6 w (6 ) o mz_:oo fme

Diskrete Fourierreihenentwicklung (DFR)

frm O—@ F,
periodisch in M periodisch in M
diskret diskret

reell komplex
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M-1 .
fo = 3 FetH m=0,1,2,-- ,M—1
u=0
| Moo
E, = MmeeJT w=0,1,2,--- ,M—1
m=0

Die DFR benotigt im Unterschied zu FR nur endlich viele Koeffizienten.

Diskrete Fouriertransformation (DFT)

fm O—@ F,

endlich endlich
diskret diskret
reell komplex

Die DFT entsteht aus der DFR durch Ausblenden der Grundperiode M von Signal und Spek-
trum mit dem Ausblendoperator

AM 1 0<m<M-1
=
0 sonst

bzw.

M _ 1 0<u<M-1
=
0 sonst

M-1

S faWit 0<u<M-1
m=0

0 sonst

fm = A%I{fm}
1 M-1
Vi Y OEW™ 0<m<M-1
u=0
0 sonst

—j2rmu
I/[/]?/Iw = e M
—Jj2mu

W;\Z:eM
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2.3 Fouriertransformationen kontinuierlicher Signale

Fiir die Fouriertransformation kontinuierlicher Signale muf} unterschieden werden zwischen

e periodischen Signalen — Fourierreihenentwicklung

e aperiodischen unendlich ausgedehnten Signalen — Fouriertransformation

Wir werden hier einige Grundkonzepte betrachten, die wir in Abschnitt 2.4 auf den Fall dis-
kreter Signale tibertragen.

2.3.1 Komplexe harmonische Funktionen

Die komplexe harmonische Funktion mit der Kreisfrequenz w = 27w,
bu(x) = 9% = 2™ g = 0,41, 42, ...
ist periodisch mit der Periode P = 2Z. Es gilt fiir alle 2 € (—oc, 00)
bu() = du(@ + P) = $u(a +2P) = ... = g, (x +nP)

fur alle positiven ganzen Zahlen n. Da die Funktion auch periodisch mit der Periode 2P, 3P, ...

ist, heifit die kleinste dieser Perioden, P, die Grundperiode. Als Grundfrequenz bezeichnet

man wg = 2% bzw. ug = %.

DafR die Funktion e/*® komplexwertig ist, erkennt man unmittelbar an der Eulerschen Formel
eIt = coswr + jsinwe.

Aus der Reihenentwicklung der Exponentialfunktion folgt allgemein, daf3 sich die algebraische
Natur des Exponenten auf die Exponentialform tibertragt.
In der Fourieranalyse von Signalen treten positive und negative Frequenzen auf.
In diesem Fall gilt
ejwm + efjw:c ejwm _ efjw:c
coswy = ———— |, sihwr= ——"+——
2 2j

Dies impliziert auch die Eulersche Formel der komplexen konjugierten Harmonischen
e I = coswx — jsinwz.

Da

e/ | = Veos?wa + sin?wzr = 1,
verlduft e/“* in der komplexen Ebene auf dem Einheitskreis fiir alle w und z. Fiir w > 0 rotiert
e/“* entgegen dem Uhrzeigersinn, fiir w < 0 im Uhrzeigersinn mit wachsendem z.

Im A Im A
I 1 ! ! 1 |
VRN TN FERN RN eJwe
3 w>0
. wx
e > >
1,/]0 7 z x -1 ON—WIL Re
§ /’ efij

N S S S/
Re |- s s
1 ‘ ‘ ‘ 1
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Wir schreiben nur die komplexe Harmonische etwas anders, um eine Interpretation der Fre-
quenz u zu zeigen. Fiir jeden Wert u,u = 0,41, +£2, ..., ist die Funktion ¢, (z) = /%% eine
periodische Funktion mit der Frequenz w = uwy und der Periode P, = 22. Wenn die Grund-
periode definiert ist durch P = i—’;, dann P = uwP, und irgendein Intervall der Lange P enthalt
u vollstandige Zyklen von ¢, (z). Die Frequenz u gibt also die Anzahl der Perioden P, in der
Grundperiode P an.

AW

v

u =2
u=1
COS UWQT
Fiir jedes zg gilt
zo+P zo+P
U0 g — / €oS UwWpT + 7 sin uwopx dx
o xo
P firu =20
0 fliru # 0
Beweis:
zo+P

u=0:e/"0% =1 fijr alle z, folglich [ dz=P
o

u # 0 : Flache unter cos/sin ist Null

Sei die komplexe konjugierte harmonische Funktion
u(w) = ()" = o,

Dann impliziert das obige Integral die Orthogonalititseigenschaft fiir die Menge aller kom-
plexen Harmonischen {¢,(z)|u = 0,+1,+2, ...} :

zo+P

gbm(x)ﬁbtl (x)dx = ej(m*n)womdx
/ /
P

xo
P firm=n
0 firm #n

fur jedes xo.

Die Orthogonalitdt der komplexen Harmonischen ist die Grundlage der Fourierreihenentwick-
lung einer Funktion f(z).
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2.3.2 Fourierreihen periodischer Funktionen

Gegeben sei eine periodische Funktion f(x) mit der Grundperiode P und der Grundfrequenz
wo = 2. Dann ist die Fourierreihe (FR) der periodischen Funktion f(z) gegeben durch

(e o]
j UWO T
= § Yyl
U=—00
mit den Fourierkoeffizienten

zo+P

1 . 1 )
=g [ S@ermar= L[ p@ereonas
P

o
fir u = 0,+£1,£2, ... und fiir jedes xo.
Jx) Jx)

L A,

2P P P 2P 2P P P 2P

Die Grundfrequenz wy ist der grofite gemeinsame Teiler (ggT) aller Frequenzen w = uwy. Folg-
lich ist f(x) periodisch mit der Grundperiode P fiir jeden Koeffizienten ,. Umgekehrt kann
jede periodische Funktion mit der Grundperiode P représentiert werden durch eine Linear-
kombination komplexer Harmonischer mit unterschiedlichen Frequenzen.

Zwei periodische Funktionen f;(x) mit den Perioden P;,i = 1,2, addieren sich zu einer Funk-
tion f(z) = fi(x) + fo(x). Die Funktion f(z) ist nur dann ebenfalls periodisch, wenn P, /P»
eine rationale Zahl ist oder ein Bruch. Andernfalls haben die beitragenden Funktionen keine
gemeinsame Periode und ihre Summe ist nicht periodisch.

Beispiele:
filz) =sin2z P =% =x
fo(x) =sin2rz P, = 3—2 -1
f3(z) =sin2lz Py=2C
) f(x) = fi(x) + fa(z) : Pi/Pa=T=m (ggT{m, 1} existiert nicht)
f () ist nicht periodisch, da f1(x) und fo(x) keine gemeinsame Periode haben.
b f@) = @)+ fo@) : PP =g =5 (geT{2:21) = 1)

f(z) ist periodisch mit Grundperiode P = 2P, = 21 Py = 27 und Grundfrequenz wy = 2= = 1.

)

fa(x) = wsin 0.6z — 3 cos 1.5z + 11 sin 3z
ggT{0.6,1.5,3} = 0.3 — f4 ist periodisch
Hieraus folgt fiir f4 die Grundfrequenz wy = 0.3 und die Grundperiode P = 5%
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Herleitung der Entwicklungskoeffizienten der Fourierreihe:

zo+P 00 zo+P
f(x)efjnwozl:d:C — Z /,ymejmwoxej”WOmdx
o) m==00
00 xo+P
B SR
m=—00

o
Wegen der Orthogonalititseigenschaft verschwindet jedes Integral fiir m # n und wird gleich
P fiir m = n. Folglich gilt fiir jedes beliebige x(

zo+P
f(z)e ™m0 dy = Pry,.

o

Hieraus folgt unmittelbar der Ausdruck fiir die Fourierkoeffizienten ,,.

1 T 1 g5
[ —Jjuwox I —juwoT
= [ @ tmds = 4 [ e s
0 —P/s

Die Verschiebung der Integrationsgrenzen ist moglich, weil das Integral fiir den geraden/ungeraden
Signalanteil erhalten bleibt. Die Fourierkoeffizienten konnen reellwertig oder komplexwertig
sein.

Beispiel 1: Fourierreihenentwicklung

f(z) =1—3 cos 0.6z + 2 sin 1.27x + cos 2.1mx fiir alle x

ggT{0.67m,1.2m,2.17} = 0.3 — £(x) ist periodisch, weil alle — rational sind, mit

wg=03r , P=——=—
Also kann f(x) geschrieben werden als
f(z) =1 —3cos2wox + 2sindwoz + cos Twoz fiir alle x.

Berechnung der Fourierkoeffizienten (nicht nach Formel):

ejwm _ efjw:v ejwm + efjw;p
sinweg = —— COSWL = ———(——
27 2
f($) — 167j2.17r:1: _ zefjl.%r:v _ §67j0.67r:r
2 2] 2
3 2 . 1 .
1-2 70.6mx < Jl2nx - j21rmx
+ 5¢ + 2je + ¢

— 0.567]'70‘;01 +j67j4w0:v _ 1.567]'2(*;0:1:

+1 — 1.5eI290% _ jeidwor 4 () 5eiTwor
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109
Bemerkung: Da j = /—1,j% = —1ist —% = ? = 7.
Folglich sind die Fourierkoeffizienten ~y,, der Frequenzen w = uwy:
V-7=05,74=77-2=-15%=L=—-15v=—j7 =05
Alle anderen Fourierkoeffizienten sind Null.
|

Beispiel 2: Fourierreihenentwicklung

Rechteckimpulse mit Amplitude 1, Breite 2a, Periode P, Grundfrequenz wo =

2
P
Jx)
A
1
-P Pal aP p ¥
2 2
P
1] 1 [ 2%
— — 1dr = 22
Y0 P/f(x)dw P/ dx Iz
_p —a
2
P
2 a
1 . 1 )
Yu 2 / flx)e 7uotdy = F/eju“’oxdx
P —a
2
. 1 5 [e—juwoa _ ejuwoa] _ 2 sinuwpa
—Juwo

uwo P

Es werden also alle Fourierkoeffizienten ,,,u € (—o0, 0o) benotigt, um die Funktion darzustellen. Dies
ist typisch fiir Funktionen, die unendlich steile Kanten (Sprungstellen) haben.

Annahme: P = 4,a = 1

2T o7 2a
— == =—=05
wo P 9 Yo P
2sinuwpa  2sin (%)  sin (%)
Tu =
uwo P 21u

um

oderm=9-1=7,72=7-2=0,13=73=—3,7=7-4=0,7%=7-5=5,.

Obwohl die Sinusfunktion von ungerader Symmetrie ist, fithrt die Division durch die vorzeichenbehaf-
tete Frequenz zu gerader Symmetrie der Fourierkoeffizienten.
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Folglich
f(z) =05+ 1 (ej“"x + e_j‘”ox) — 3i (ej?"”ox + e_j?"”ox) + ...
s m
Da die Fourierkoeffizienten von gerader Symmetrie sind, sind sie auch reellwertig.
|

Bemerkung: Aus der Eulerschen Formel folgt die trigonometrische Fourierreihe, die nur po-
sitive Frequenzen nutzt.

flx) = v+ Z ((vu + Y—u) cos uwox + J(Yu — Y—u) Sin uwox)

u=1

o
= qp+ Z(au cos uwox + By, sinuwox)

u=1
mit
Q0 =, Oy = Yu T V—u ﬁu :j(ryu _r}/*u)
bzw.
zo+P
= [ @)
o = — x)dx
0 P
xo
zo+P
2
o = 5 f(z) cos uwpz dx
xo
zo+P
2
Bu = 2 f(z) sin uwoz dzx

Zo

Die Erweiterung zu nichtperiodischen Funktionen (Fouriertransformation) ist einfacher mit
der Exponentialform der Fourierreihe.

Diskrete Frequenzspektrum:

Die Fourierreihenentwicklung liefert eine umkehrbar eindeutige Zuordnung von f(z) und
{|u = 0, £1, £2, ...}. Die Menge der Fourierkoeffizienten {,} heifst diskretes Frequenz-
spektrum.

Da v, eine komplexe Zahl ist, konnen wir schreiben v, = a,, + jb, und es folgen

Amplitude von 7, : |v,| = /a2 + b2

Phase von 7, : <, = arctan g—z = oy

Polarform von 7, : v, = |7y |e/#*
komplex Konjugierte: v = a,, — jb, = |yu]e 7%

¢ Konjugierte Symmetrie (Hermitesche Symmetrie): Fiir reellwertiges f(z), d.h. f*(z) = f(x),
folgt

7: = V—u
bzw.

1Yul = |V=ul s Pu = ——u
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Das Amplitudenspektrum |v,| ist folglich von gerader Symmetrie und das Phasenspektrum
¢y, ist von ungerader Symmetrie. Wir sprechen in diesem Fall von Hermite-Symmetrie des
Amplituden- und Phasenspektrums.

Ist f(z) reel und gerade, dann ist ~,, eine reelle und gerade Funktion von u :
p
1 2
Tu = 0= 5 / f(x) cosuwpzx dz
—pP
2

Ist f(z) reell und ungerade, dann ist v, eine imaginédre und ungerade Funktion von « :

vl
\ww

Yo = jby = — f(x) sinuwoz dz

—-P
2

Kosinus und Sinus sind die geraden/ungeraden Beitrdge zu den Fourierkoeffizienten.

2.3.3 Approximation durch Fourierreihenentwicklung

Es ist oft unpraktikabel, eine Funktion f(x) mittels unendlich vieler Fourierkoeffizienten zu
représentieren. Vielmehr ist eine Approximation f(z) gesucht, die irgend ein Fehlerkriterium
minimiert, wenn die Fourierreihenentwicklung mit endlich vielen Koeffizienten erfolgt. Gene-
rell gilt: Es werden fiir eine gute Approximation umso mehr Koeffizienten benétigt, je steiler
lokal die Funktion verlduft. Fiir % (x) — oo folgt u — oo.

Sei )
e(z) = f(z) — f(z)

der lokale Fehler am Ort x. Fiir die Definition des Gesamtfehlers im Intervall [y, z1] gibt es
verschiedene Moglichkeiten.

Der totale Fehler o o
E, = /e(w)dw = / <f(£6) - f(ac)) dx

besitzt den Nachteil, daf kleines F; nicht auch kleines e(z) impliziert, da positive und negative
lokale Fehler sich ausloschen konnen. Diese Ausloschung wird vermieden mit dem totalen
absoluten Fehler £,

Ey = 7|e<:c>|dw - 7|f(w) — f(a)\dz.

Die Minimierung dieses Fehlers mit L;-Norm ist analytisch nicht mdoglich.

Hingegen ist die Minimierung des quadratischen Fehlers (L2-Norm)
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einfach analytisch zu realisieren. Dieses Kriterium berticksichtigt in gleicher Weise positive und
negative Fehler und berticksichtigt grofie Fehler starker als kleine Fehler.

Existiert fiir die approximierte Funktion f die Darstellung mit Hilfe von Basisfunktionen b;(x)
als Modell der Funktion f(x),

fo) =" aibi(x),
i=1
dann erlaubt das Gaufische Fehlerminimierungsverfahren diejenigen «; analytisch zu berech-
nen, die F» minimieren.
Wird anstelle des quadratischen Fehlers F; der mittlere quadratische Fehler £ verwendet,

z1

Jop— /eZ(x)dx,

Tr1 — X0
Zo

heifit das Optimalverfahren auch MMSE-Verfahren (Minimierung des mean square error). Ist
e(z) komplexwertig, wird |e(x)|? unter dem Integral verwendet.

Das Verfahren fiihrt auf ein Gleichungssystem, die Normalengleichungen, deren Losung alge-
braisch moglich ist, allerdings am einfachsten nur fiir eine kleine Anzahl von Basisfunktionen.

Beispiel 1: Minimierung des quadratischen Fehlers

A

Basisfunktionen: by (x) = 1, ba(z) = z, bg(x) = 2°
Modell: f(z) = arby (z) + agba(x) + azbz(x)
lokaler Fehler: e(z) = f(x) — f(x)

Finde im Intervall [0, 4] die «;, i = 1,2, 3, die den quadratischen Fehler minimieren

4
Ey = / (f(2) — anby (x) — agba(z) — asbs(x))? da
0

Notwendige Bedingung, um Es zu minimieren:

0E5
80[@-

=0 firi=1,23
Hieraus folgen fiir i = 1,2, 3 die Normalengleichungen der Art

- / by ()b () + s / bo ()b () + g / b ()b () dar — / F(@)bs(@)da
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mit folgenden beispielhaften Nebenbedingungen

4 1 4
f(@)ba(x)dx = xdxr + /xd:v = 1332 —|—lx2 _1 + T_ 4
) 0 3 2 2
Das System der Normalengleichungen kann in folgender Art geschrieben werden:
[ b3 (z)dx [ ba(x)by(x)dz [ bs(z)b1(x)dx aq [ f(z)bi(z)dz
[ b1(z)ba(z)dx [ b3(z)dx [ bs(x)ba(x)dx as | = | [ f(x)be(z)dx
[bi(@)bs(z)dx [ bo(x)bs(x)dz [ b3(x)dx as [ f(z)bs(z)dz

Die Losung dieses Gleichungssystemes existiert, wenn die b;(x) linear unabhingig sind. Dann lifit
sich folgende Gleichung durch Invertierung der Matrix nach dem Parametervektor o = [aq, g, ag]?
auflosen.

4 8 4 o 2
8 & 64 ay | =| 4
Losung: oy = 22 =143, 00 = —33 = —1.4, a3 = 7x = 0.35

f(x) =1.43 — 1.4z + 0.352>

Bemerkung: Das Basissystem {1, x, xQ} in diesem Beispiel ist nicht orthogonal. Der Nachteil
dieses Umstandes besteht in der aufwendigen Erweiterung der Ordnung des Funktionsmodel-
les. Es miissen hierbei alle Koeffizienten neu berechnet werden.

Die Legendreschen Polynome

(=1 a"
2nn! dzn

Lu(x) = (1-a?)"

bilden fiir n = 0,1, 2, ... ein Orthogonalsystem {L,,(z)}. Die ersten Basisfunktionen lauten

Lo() =1, Li(z) = 2, Lo(z) = %(3952 _1, ..
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Fiir praktische Anwendungen ist folgende Rekursionsvorschrift bedeutsam:

(n+1)Lpt1(z) — (2n+ VaLy(z) + nly—1(x) =0

furn =1,2,... Ausgehend von Ly(z) = 1 und L, (z) = = kann hieraus bequem Ls(x), L3(z), ...
berechnet werden.

Im Fall eines orthogonalen Basissystems ist die Erweiterung der Modellordnung méglich, oh-
ne die Koeffizienten der bisherigen Modellordnung neu zu berechnen. Die Matrix der Integrale
tiber Produkten der Basisfunktionen ist eine Diagonalmatrix. Deshalb entartet die Matrixglei-
chung in n entkoppelte Gleichungen. Dies zeigen wir an folgendem Beispiel.

Beispiel 2: Minimierung des quadratischen Felders

Annahme: gleiche Funktion wie in Beispiel 1
aber orthogonales Basissystem

™

bi(z) =1, ba(x) = cos (7> , b3(z) = sin (%)

/ bi(@)by(x)de =0 fiiri £ j
0

4 4 4
2 — 2 (TN g — [ L : _
/bQ(x)dx—/cos (2 )dx—/2(1+cos7rx)dx—2
0 0 0

4 4 4
2o — [ sin? (T = [ 11— cos _
/b3(£ﬂ)d£ﬂ—/&ln < 5 >dx—/2(1 cosmx)dr = 2
0 0 0

Gleichungssystem mit Diagonalmatrix:

- i
[ f(z)dx
4 0 0 ] 04
020 ay | = | [ f(z)cos (5E)da
00 2|/ as 04
gf(x)sin (%) da
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Die Matrixgleichung reduziert sich zu drei entkoppelten Gleichungen:
1 4
a = g /0 flx)dx
e X
ay = 5/0 f(x)cos (7>dm
1 /4 . T
ag = 5/0 f(x)sin (7>dx

Wir werden nun die Fourierreihenentwicklung als Minimierungsproblem im obigen Sinne be-
handeln:

e quadratisches Fehlermaf3

e linear unabhingige und orthogonale Basisfunktionen.

Gegeben: reell- oder komplexwertige Funktion f(z) iber Intervall [0, P]
komplexe Harmonische (orthonormal !)

1 .
x) = —=elU0 , u =0,+1,+2, ..., £N

x €]0,P]
2
wy = —
=P

Gesucht: Fourierkoeffizienten ~,, , so dafs
N
fN(x) = Z r}/ugbu(x)
u=—N

den quadratischen Fehler
" *
B = [ (#) - fv(a)) (£0) - Fu@) o
0

minimiert. Hier wird f(z) (und fy(z) ) als komplexwertig zugelassen.
{bu(2) u=0,%£1,...,£N} ist orthonormale Basis:

On(x)d), (x)de =0 furn,m =0,£1,....,£N und n #m

Om(x)dr (x)de =1 farm =0,+1,...,£N

Oy O — iy —



116 KAPITEL 2. FOURIERTRANSFORMATION
Notation (Skalarprodukt):

P
@) = ooy @ = (g0
0

P

j2* = (z,2)=

o
8

P
(t)x*(t)dt:/|x(t)|2dt
0

Entwicklung des quadratischen Fehlermafies:

N P

By = /P f@F @de = Y 2 [ ouo)f @
0 u=—N

0

s ZO/Pf 2) (2)dz + ZNU_Z m,/qsu )63

u=
Verkiirzte Schreibweise:

N

=P = Y (vulbus ) +vilfs b)) Z YVe
u=—N
Da v, komplex ist, soll die Berechnung von g—% vermieden werden. Stattdessen wird zum
Ausdruck von Ey der Term

N N

N
ST = D (f o fibn) = D (fidu) (b f)
u=—N

u=—N u=—N
addiert und subtrahiert :

N N
E2 - ‘f‘Q_ Z ‘<f=¢u>’2+ Z ((fa¢u><¢u=f>_’Yu<¢wf>_’yz<fa¢u>+7u72)
u=—N

u=—N

u=—N

u:fN

N N
= /17— D0 [P+ D) = (fi)l
u=—N

u=—N

Da die ersten zwei Terme unabhéngig von v, sind und der dritte Term stets nicht-negativ ist,
wird Fy minimiert, wenn

P
/ fjuwomdx
0

oder

Vo = /Pf(x)
0

3\

fir alle .
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Folglich ist die optimale Approximation mittels 2N + 1 Termen méglich:

N

N
- i 54 (fr )
u=—N N

u=—

Dies ist aber die Fourier-Reihenentwicklung mit endlich vielen Fourierkoeffizienten. Wir stel-
len deshalb fest:

Eine optimale Ndherung im Sinne der Minimierung des quadratischen Fehlers 1aft sich durch
Fourierentwicklung mit endlich vielen Termen realisieren. Fiir N — oo folgt Ey — 0.

Beispiel: Abgeschnittene Fourierentwicklung fiir N = 3,15 und 31.

Die Funktionen zeigen ein fiir endliches N nicht zu beseitigendes Uberschwingen an Diskontinuitiiten.
Diese Erscheinung heifit Gibbssches Phanomen.

A A
K v (%)
A A
N=15
| » - f \ »
2 X 2 1 0 1 2 *

2.3.4 Herleitung der Fouriertransformation

Die Fouriertransformation (FT) ist anwendbar auf nichtperiodische, unendlich ausgedehnte,
kontinuierliche Signale. Wir leiten die Fouriertransformation aus der Fourierreihenentwick-
lung her, indem wir fiir die Grundperiode den Grenziibergang P — oo betrachten. Dazu
gehen wir von Beispiel 2 (Fourierreihenentwicklung) aus.

Dort galt fiir die Fourierkoeffizienten

_ 2a _ 2sinuwpa
Yo = P Yu = ’LL(,UOP

Wenn P wichst, nimmt |v,| ab und kann u.U. nicht mehr den Frequenzgehalt eines aperi-
odischen Signals wiedergeben. Stattdessen wird die Grofle Py, = 25‘2% betrachtet, die un-

abhéngig von P ist. Diese Unabhédngigkeit ist in der folgenden Abbildung fiir die Félle P = P,
P =2P; und P = oo zu erkennen.



118 KAPITEL 2. FOURIERTRANSFORMATION

f(:L‘)A Plfyu
P=PF %
1 > w
—a0af 0 A
A PQKYU
. P - 2P1 2.
>z w
—a0a % 0 i e
Ja(@)s Fo(w)
. P =00 2a
> _—~ _—~ >
a0 oz =

Wenn P wichst, nimmt die Grundfrequenz ab wegen wy = 2Z. Deshalb nimmt die Dichte der

Frequenzen w = uwg zu, um schliefilich zu einem kontinuierlichen Frequenzspektrum tiberzu-

gehen.

Sei die Fourierreihenentwicklung gegeben durch

(e o]

fa) =5 Y qubeleor

wobei der Vorfaktor die Skalierung der Fourierkoeffizienten

P/s

1 .
=t [ e

—P/s

aufhebt.

Mit w = uwy, P = i—’; und F(w) = P, folgt

1

1 & , © .
f(z) = B Z Y P = o Z F(uwp)e" 0% w

U=—00 U=—00

Im Grenzfall P — oo gilt wg — 0, also wird w ein Element des Kontinuums und wy wird
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ersetzt durch das Differenzial dw. Hieraus folgt das Paar der Fouriertransformation

Flw) = /f(m)ej‘“dx fir alle w
1 T ; ..

flz) = o F(w)e’“"dw fur alle .
s

Die symbolische Notation der Fouriertransformation als linearer Operator lautet

Fw) = F{f(x)}

bzw.

fl@) = FHFWw)}
F(w) heifst das Frequenzspektrum von f(x).

In Abschnitt 2.2 fithrten wir die Fouriertransformation als F'(u) ein. Dies ist gleichwertig zu
der hier abgeleiteten Schreibweise. Lediglich die Normierung muf$ beachtet werden.

2.3.5 Eigenschaften der Fouriertransformation

Ebenso wie bei der Fourierentwicklung gilt auch hier, dafs eine nicht periodische Funktion nur
dann eine Fouriertransformierte hat, wenn sie absolut integrierbar ist oder allgemeiner, wenn
die Dirichlet-Bedingungen erfiillt sind.

Beispiele:

1) f(x) =e 2%, —0co < x < 00, ist nicht absolut integrierbar, da fiir v — —oo die Fliche unter
der Kurve unendlich wird.

2% . >0
2) f(z) = ‘ fire 2 ist absolut integrierbar:
0 fiir x <0

T yi 1 1
_ —2x _ —2x | °__ _
/]f(x)]dx—/e dx—_—26 O——§[O—1]—O.5
—00 0

3) f(x) = e 2l ist absolut integrierbar fiir alle .
|

Die meisten in der Praxis relevanten Funktionen sind absolut integrierbar, weil sie keine un-
endlich grofsen Werte annehmen, und sind von endlicher Ausdehnung. Sie sind deshalb trans-
formierbar.
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Im Fall nichtstetiger Funktionen f(z) mit einer Unstetigkeitsstelle bei x = x liefert die inverse
Fouriertransformation das Mittel von f(z¢+) und f(zo—),

17 :
f(5'30+)42'f(5'30 ):%/F(w)ewmodw,

wobei f(zo+) und f(zo—) die rechts- bzw. linksseitigen Funktionswerte an der Stelle x( sind.
Eine besondere Rolle spielt die Dirac-Deltafunktion 6(z—x) im Kontinuierlichen, da fir x — zg
folgt d(x — x9) — oo, obwohl

/ d(z — xp)dx = 1.

Obwohl das Fouriertransformationspaar f(zr) O———@® F(w) hierfiir keine Bedeutung hat, kann
die Ausblendeigenschaft

b
) f(zo) fir o € [a,b]
a/é(x ~o0)f(@)de = { 0 far o ¢ a,b]

formal angewendet werden. Dies liefert mit

/ oz — xo)efijd:v = e~ JwT0

—0o0

die komplexe Funktion e~/“* an der Stelle x = . Deshalb wird auch die Dirac-Deltafunktion
als Fourier-transformierbar angesehen:

F(w) = F{6(z — x)} = e 920,

Allerdings lafst sich die Dirac-Deltafunktion nicht durch inverse Fouriertransformation aus der
Spektralfunktion F(w) = e /%% zuriickgewinnen. Man kann aber zu den Spektralfunktionen
auch die Funktion F'(w) = §(w — wy) fiir beliebiges aber fest gewdhltes wy hinzunehmen. Dann
erhdlt man durch formale Anwendung der Ausblendeigenschaft die komplexe harmonische
Funktion

_ —1 . _ i /OO Jjwzx _ _ i Jwox
f@)=F " {o(w—wo)} = 5 | € d(w — wo)dw = 5=

die allerdings nicht absolut integrierbar ist, weil sie im Intervall [—oo, co] unendlich viele Ex-
trema besitzt.

Die inverse Fouriertransformation von F'(w) = d(w—wp) und speziell fiir wy = 0 liefert f(x) =1,
denn

F{f(z) =1z € (-0, 00)} = 27 (w).
Dies ist ein Impuls bei w = 0 mit dem Gewicht 27.

Interpretation: f(z) = 1 ist ein konstantes Signal, das keine Frequenzen ungleich Null enthalt.
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Absolute Integrierbarkeit ist eine hinreichende Bedingung der Fourier-Transformierbarkeit, aber
keine notwendige. Wir zeigen nun, dafs fiir periodische Funktionen, die nicht absolut integrier-
bar sind (wie die eben angegebene komplexe Harmonische), die Fouriertransformation mittels
Dirac-Impulsen angegeben werden kann.

Deshalb stellen wir fest: Ist f(x) absolut integrierbar oder periodisch, so ist die Funktion Fourier-
transformierbar.

Beispielsweise erhalten wir wegen der Linearitdt der Fouriertransformation

: 1 jwoT —jwox
F{sinwpz} = .7-"{2—],(6] 0T — g7 Jw0 )}
™

= ; (5(&} — wo) — 5(UJ + WO))

= —7mjé(w —wp) + mjo(w +wp) (rein imagindrwertig).

und
1 A
F{coswor} = {5 —Jwor 4 e]wox)}
= (6w S +wp)) (rein reellwerti
f(@) i ( S
A
1 2ﬂ- 900
0 > 0‘ > 0 w
—90°
sin wox
1 | I I l %900
0 x 0 0w w o 0 l >w
—90°
COSWoT
1 7"'[ lﬂ' 90°
0 x —w0 0 wo Pw ~50 0] o w
—90°

Eine allgemeine periodische, kontinuierliche Funktion f(z) mit der Periode P und der Grund-
frequenz wy = 2?” besitzt die Fourierreihendarstellung

[e.9]

J@) = 37 queer

U=—00

Die entsprechende Fouriertransformation von f(x) ist

F(w)=F{f(x)} = Z 27,0 (w — uwy).

U=—00

Das Fourierspektrum besteht also aus einer Folge von Impulsen mit dem Gewicht 27, bei den
Frequenzen w = uwy.
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Mit Hilfe der Fouriertransformation von Dirac-Impulsen ist es also moglich, auch fiir periodi-
sche Funktionen, die wegen der unendlichen Anzahl von Extremwerten die Dirichtletbedin-
gung nicht erfiillen, die Fouriertransformation zu realisieren.

Wir bemerken:
Periodizitdt einer kontinuierlichen Funktion bewirkt ein diskretes Frequenzspektrum.

Im Extremfall kann die periodische (kontinuierliche) Funktion auch in Gestalt einer gewich-
teten Folge von Dirac-Impulsen auftreten. Damit schldgt die Verwendung des Dirac-Impulses
eine Briicke zwischen kontinuierlichen und diskreten Funktionen. Es sei an Abschnitt 1.2.2 er-
innert, wo diskrete Funktionen als gewichtete Folge von Dirac-Impulsen eingefiihrt werden.

Beispiel 1: Impulsfolge (Abtastfunktion)
Impulsfolge mit Periode P = x¢

Fourierreihe mit wy = i—’or (Grundfrequenz ist invers proportional zum Impulsabstand im Ortsraum)

[e.e]

. 1
f(m) _ Z ,Yuejuwozv _ Z — pJuwor
u=—00 u=—oo 70

mit den (frequenzunabhingigen) Fourierkoeffizienten wegen Integration iiber P

2
Yo = i / 5(x)efjuwom dr = iefjuwox

o o z=0 L0
Zo
2
Fouriertransformation als Folge von Impulsen
[e.9]
2m
F(w) = E —(w — uwy)
Zo
U=—00
f(x) 4
—3x9 —220 —x0 0 o 220 3xo  4xo g
F(w)a
—3w() —2&)0 —Wwo 0 wo 2»,00 3&)0 Tw

Beispiel 2: Signumfunktion

1 wenn x > 0

Il
o

sgn(x) wenn x = 0

-1 wenn x < 0
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Ist nicht absolut integrierbar im Intervall (—oc, 00), aber die Approximation f(x) = e~**lsgn(x) mit
a kleine positive Konstante ist absolut integrierbar.

0 00
f{sgn(m)} = ig% ( / eaxeijdx+/eaxeng;dw)

—0o0 0

-1 1
= lim< — + ‘ >
a=0\a—Jw a+Jjw

w0 i Flsgn(a)} = —
. -1 1
w=20 hm<——|——>:0
a—0 a a
2 0
Flm(y =1 o mme?
0 wenn w =0

Die Signumfunktion ist von ungerader Symmetrie. Deshalb hat sie ein rein imaginires Spektrum. Die
Signumfunktion werden wir in Abschnitt 3.8 benotigen.
|

Beispiel 3: Sinc-Funktion und Rechteckfunktion

sin (7z)

sinc(x) =
X

mit sinc(0) = 1. Die sinc-Funktion hat Nullstellen bei x = =+1, £2,... und fiir x — oo folgt
sinc(z) — 0.
Die sinc-Funktion ist von Bedeutung beim Filterentwurf (siehe Abschnitt 3.2.3).

Rechteckfunktion f, und sinc-Funktion bilden ein Fouriertransformations-Paar.

fa(w):{ 1 firlz|<a

0 sonst

a

T : , -1 , .
Filw) = / fa(z)e 7¥%dx = /e]“:”dx = — (e — &9

Jjw
—a
~ 2sin (aw)
N w
_ 2asin (7?%) _ 9 & aw
T "R (7)

Die sinc-Funktion und die Rechteckfunktion sind von gerader Symmetrie. Deshalb haben sie ein reell-
wertiges Spektrum.
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Wegen der Dualitdtseigenschaft der Fouriertransformation gilt:
Wenn F(w) = F {f(z)}, dann f(-w) = £ F {F(z)}
Hieraus folgt
1 a axr
S F{Fa(@)} = F{Zsinc () } = fal—w) = fulw)

Sinc-Funktion und seine inverse Fouriertransformation:

fa(x) A Fa(w) A
2a
Oo—e
_ P w
@ 0 @ Tan o O N e
a a a a a a
el 4 fuleo) 4
1
a
T
o—e
- 0 s x —a 0 a w
a a

2.4 Fouriertransformationen diskreter Signale

Wir wollen in diesem Abschnitt diskrete Signale f = [f,,] einer Fouriertransformation unter-
ziehen. Dabei sind, wie in 2.2 zusammengefafit, wieder unterschiedliche Annahmen fiir den
Definitionsbereich dieser Signale zu machen. Hieraus resultieren verschiedene Formen der
Fouriertransformation diskreter Signale:

a) unendlich ausgedehnt — Fouriertransformation diskreter Signale (FTD)
b) periodisch mit endlicher Periode — Fourierreihenentwicklung diskreter Signale (DFR)
¢) endlich ausgedehnt — Diskrete Fouriertransformation (DFT).

Wie Abschnitt 2.2 verdeutlicht, haben diskrete Originalfunktionen auch andere Bildfunktionen

zur Folge. Vieles, was wir in Abschnitt 2.3 kennenlernten ist natiirlich einfach tibertragbar.

Sei g der Abtastabstand der diskreten Funktion f, so dafs fiir alle = gilt * = may. Ist f peri-
odisch, dann

fm:fm+M:fm+2M:... fiir m € Z.

Die kleinste Periode, M, heifst wieder Grundperiode.
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Wihrend aber fiir die kontinuierliche komplexe Harmonische ¢, (z) = €/“% gilt w = uwy €
(—00, 00), ist der Frequenzbereich der diskreten komplexen Harmonischen ¢y, ,, = €70 begrenzt,

Diese, fiir die Eindeutigkeit der Reprasentation wichtige Einschrankung stellt den wichtigsten
Unterschied zwischen den Féllen kontinuierlich/diskret dar.

Die Einschriankung folgt aus der Forderung, daf fiir eine periodische komplexe Folge e/«
mit der Grundfrequenz wy = %’T gelten mufs, dafy “2* eine rationale Zahl ist. Wir zeigen dies
am Beispiel der Sinus-Funktion. Fiir die Kosinus-Funktion gilt entsprechendes. Offensichtlich
ist die kontinuierliche Funktion sin wyx periodisch fiir jedes wq. Aber die abgetastete Funktion
sin womaxg ist nicht periodisch fiir jedes wy und jedes x¢. Wenn die diskrete Folge sinwomazg
periodisch ist, dann existiert eine ganze Zahl NV, so dafs

sinwgmzy = sinwy(m + N)zg
= sin(womzy + woNxg)

= sinwgmxgcoswoNzg + coswymaxgsinwyN g
tur alle m. Dies gilt nur, wenn
coswoNzg =1 und sinwgNzg =0,
also wenn fiir die Argumente dieser Funktionen gilt

2
woNzg=2mn oder @:ﬁn firneZ.

Also ist sinwymazg periodisch nur dann, wenn eine ganze Zahl n existiert, so daff N = %

eine ganze Zahl ist bzw., wenn “2*¢ eine rationale Zahl ist. Die kleinste Zahl N entspricht der
Grundperiode von sin wymao.

Beispiele:
1. Fiir die diskrete Folge sin 2k, k € Z gilt wozg = 2. Da “2%0 = 2 keine rationale Zahl ist, ist die
Folge nicht periodisch.

2. Die Folge sin 0.17 k ist periodisch, da <27 = 0.1 eine rationale Zahl ist.

Wie erkldrt man die Frequenz einer diskreten Folge wie sinwoyma? Zur Erinnerung: Im Fall

einer kontinuierlichen Funktion sinwyz ist wy = 25 mit P als Grundperiode die Frequenz. Dies

kann nicht direkt auf eine diskrete Folge tibertragen werden. Vielmehr gilt:

Definition (Frequenz einer diskreten Folge):

Die Frequenz einer diskreten Folge sinwomz, egal ob periodisch oder nicht periodisch, ist
definiert als die Frequenz der kontinuierlichen Funktion sin wx mit

T ™
T <wxy <7 bzw. —— <w< —,

die nach Abtastung mit der Schrittweite z( (entspricht sin w|z—m, z, = sinwymay) die diskrete
Folge sin wymax ergibt.
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Man bezeichnet die Funktion sin wz mit der nach dieser Definition begrenzten Frequenz als die
primére einhiillende Funktion der Folge sin woma.

24.1 Komplexe harmonische Folgen

Von nun an sei angenommen, dafs zp = 1 gilt. Folglich gilt fiir w = uwy

1 1
—mT<w<mT bzw —§<u§§.
Die komplexe exponentielle Folge e/“°™ mit
2
wn = —
0T M
ist periodisch mit der Grundperiode M:
ej2]c]m _ e]]%_}'r(m—f—M) _ ej21C]m ej27T

Die komplexe harmonische Folge

N

™

¢m,u = e]u(_f)m = ejqum , UEZ

besteht aus unendlich vielen komplexen Exponentialfunktionen, von denen nur M verschieden
sein konnen. Hieraus folgt, dafs alle diese Funktionen periodisch sind mit der Periode M:

N

™

_ eju(i—g)(m—i—M) _ eju(7)meju2w

)m = d)m,u

(bm-l—M,u

27

= eju(k

Y

und

Fiir gerades M und ungerades M ergeben sich unterschiedliche Schreibweisen der diskreten
(positiven und negativen) Frequenzen u, wenn der Frequenzraum positive und negative Fre-
quenzen iiberspannt. Deshalb wird vereinbart

u=0,1,... M — 1.

Die diskreten komplexen Harmonischen konnen wieder auf dem Einheitskreis visualisiert wer-
den, da |¢, | = 1 fur alle m und alle w.

Im Unterschied zum kontinuierlichen Fall kommen aber nur M verschiedene Positionen vor.
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ImA Im
b
a Re Re
=3 M=4
Beispiel: M =3firm=...,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...
dmo = 05 )m . {-.,a,a,a,a,a,a,a,a,a,..}
Gm1 = SRS {..;a,b,c,a,b,c,a,b,c,...}
Om2 = eI2(37)m {..,a,¢,b,a,¢,b,a,c,b,...}

In Klammern stehen die Positionen der Projektionen der Harmonischen auf den Einheitskreis. Wenn
u = 1 und m alle moglichen Positionen annimmt, erhilt man
m=0: a = &%

P P
— cos % +jsin§ — 0,5+ j0.866
-4

m=2: ¢ = 2% =% = 05— 50.866

27 .
m=1: b = 13 =¢l

Offensichtlich gilt:
®m,0 hat Periode 1 und Frequenz 0O

®m,1 hat Periode 3 und Frequenz w = %’r
Gm,2 = Gm,—1 hat Periode 3 und Frequenz w = — 2
|
Es gilt
MY p Zl ju(25)m M fir v = 0 (modulo M)
m,u = € =
m—0 m—0 0 sonst

Bemerkung: © = 0 (modulo M) bedeutet v = 0, £M , £2M ,... Wir zeigen, dass fiir u # 0

K—1
die Summe Null ergibt. Wegen kz—:o rh=14+r+r2. +rK1= 11:7";( olgt

N 1 — eu(5F)M
¢m7u == R o2
m—0 1— eju(_l)
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Hieraus folgt die Orthogonalititsbeziehung

Mz_l s Mz_l Jlu—v)(22)m M fiir v = v (modulo M)
muPmv = € =
m—0 ’ 0  fiir u # v (modulo M)

m=0

Die diskrete Fourierreihenentwicklung (DFR) fiir diskrete periodische Funktionen wurde in
Abschnitt 2.2 notiert. Ahnlich wie im kontinuierlichen Fall kann hieraus die Fouriertransfor-
mation diskreter, unendlich ausgedehnter Funktionen (FTD) abgeleitet werden. Anstelle der
absoluten Integrierbarkeit tritt hier der Begriff absolute Summierbarkeit.

Beispiel: Diskrete Fourierreihenentwicklung

Die Funktion f sei periodisch mit M als Grundperiode. Hier gelte M = 4.

fo = fi=1, fb=f3=0
- 1 3 ~ S0 2 1
Fy, = ZZ me*J'O'fm:1(1-1+1-1+0-1+0-1)
m=0
= 0.5=0.5¢"
. 1~ s 1 A A 5
o=y me_JTm:Z(1-1+1-e_]§+O-e_]7r+0-6_57r)
m=0
1 J
= J(1-j)=035e71
N 1<~ - 1
B = Zmee*ﬂ””—1(1-1+1-(—1)+0-1+0-(—1))
m=0
1
= Z(1-1)=0
LY.
- 1 5. 3 1
Py = ZZ me*J?m:Z(l-lJrl-j)
m=0
1 ) i
= (@+)) =035¢7

Offensichtlich ist das Spektrum diskret und periodisch. Hieraus erhilt man die diskrete Fourierreihen-
entwicklung der Funktion:

3
Jo = DT =054 0.25(1— j)l3" 4067 4+ 0.25(1 + j)ed T

u=0

— 0.5+ 0.35¢/ (3™ %) 4 0.3560 (Fm+7)

|Fu|A

059
035

|

3

|

|

o
ol

ﬁ 4
o3

Do |

)
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Beispiel: Fouriertransformation diskreter Signale
Es sei f eine unendlich ausgedehnte Funktion, die aber nur endlich viele Werte ungleich Null habe.

Beachte hierbei die Periodizitit des Spektrums.

foe=fa=fo=fi=fr=1

2
Fulfm} = F () = ) M= 4o plpei e/
m=—2

= 14+ 2cosw + 2cos 2w
Ima

1

32-10 1 2 3 4 m i w
(a) (b)
TF (),
— +180°
+90°
X > e %‘ ] ‘g + >
1 180° —
(c) (d

Da f symmetrisch um den Ursprung ist, ist das Spektrum eine kontinuierliche, gerade, reellwertige und
periodische Funktion.

Beziehung zwischen FT und FTD:

Die diskrete Folge f,,, m =0, &1, 2, ..., wird fiir 9 = 1 mittels

fs(z) = i fmd(x —m) fiirallexz € R

m=—0Q
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in eine kontinuierliche Reprasentation tiberfiihrt. Hieraus folgt

Fifs@)}= > fmF{ox-m)} firalles R

m=—0oQ

wegen der Linearitdt der Fouriertransformation. Wegen der Ausblendeigenschaft des Dirac-
Impulses folgt

F{é(x —m)} = / §(z —m)e 9y = eI, = e I

Die Fouriertransformation von f4(x) lautet also

Fifs@}y= > fme "

m=—0oQ

und ist identisch mit der FTD:
f{fs(x)} = -Fd {fm} .

2.4.2 Fourierdeskriptoren

Die Gestaltsbeschreibung von Objekten ist eine wichtige Problemstellung der Bildanalyse. Die
Gestalt wird durch den Objektrand wiedergegeben. Dieser Objektrand wird in der Bildverar-
beitung durch eine diskrete geschlossene Kurve reprisentiert, die man Objektkontur nennt.
Da die benachbarten Konturpunkte in Achsenrichtung und in Richtung der Diagonalen un-
terschiedliche Abstdnde aufweisen (in 8-Nachbarschaft), ist eine genaue Bestimmung der Ge-
staltsparameter problematisch. In der 4-Nachbarschaft treten dhnliche Stérungen auf. Wir wol-
len von diesen Problemen absehen und betrachten eine diskrete Randkurve der Linge L eines
Objektes in Parameterdarstellung, z; = (27, y;) mit0 <! < L.

(x.y)
/-1

0
L-2

Offensichtlich ist die Randkurve periodisch mit dem Umfang L:

Zi4nL = 2 , NEL
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Diese periodische Kurve wird in eine Fourierreihe entwickelt, wobei z; als komplexwertige
eindimensionale Funktion modelliert wird,

21 = x + jyr-

Die Fourierkoeffizienten

L—1
1 _ 2mjul
cuzzlg_ozle L ,UEZ

heifien Fourierdeskriptoren der Kurve.

Eine Objektkontur ist tatsdchlich eine diskrete periodische Funktion. Offensichtlich ist die dis-
krete Fourierreihendarstellung (DFR) die addquate Reprasentation der Fouriertransformation.

Aus den Fourierdeskriptoren kann die Kurve selbst wieder rekonstruiert werden.

L—1
2mjul
zl:Zcue L furalle0<Il< L
u=0

Geometrische Bedeutung der Fourierdeskriptoren:

Der Fourierdeskriptor
1Lt
co) = E lz_g Z]

steht unmittelbar fiir den Mittelpunkt (Schwerpunkt) der Kontur. Der Fourierdeskriptor

L—1

1 _ 2mjl

cl1 = — E zre L
L =0

kann fiir eine Approximation der Kontur durch einen Kreis verwandt werden,

2z = cre’t = 2z = el (P17
Die Gleichung beschreibt eine Kreisbewegung eines Punktes entgegen der Uhrzeigerrichtung,
die beim Winkel ¢; (gemessen von der reellen Achse) beginnt. Entsprechend steht der Fourier-
deskriptor c_; fiir einen Kreis mit entgegengesetztem Umlaufsinn (in Uhrzeigerrichtung) aber
gleichem Radius,
zfl = r_lej(“"l*%rl) , T—1=7"T1.

Beide Koeffizienten gemeinsam (4 Parameter): Ellipse mit Halbachsen a und b, beliebiger Ori-
entierung ¢ und beliebigem Startwinkel ¢, auf der Ellipse. Fiir ¢; = ¢_1 = 0 folgt

2wl 2ml
zl‘1| =z +2 ' = (r1+7r_1) cos (%) +j(ry —r-1) sin <%>

als die Parameterform der Ellipse, deren Halbachsen parallel zum Koordinatensystem liegen
und deren Startpunkt auf der z-Achse liegt.

Paarweise Fourierdeskriptoren hoherer Frequenz ergeben ebenfalls Ellipsen, die |u| mal durch-
laufen werden. Diese tragen zunehmend mehr Details zur Beschreibung der Form bei.
Beispiel:

Rekonstruktion der Gestalt mit N = 2, 3,4, 8 Deskriptoren:
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N
TOYTT

Invarianzeigenschaften der Fourierdeskriptoren:

a) Translationsinvarianz: Alle Fourierdeskriptoren, bis auf ¢y, sind translationsinvariant.

b) Skalierungsinvarianz: Skalierung der Kurve mit dem Faktor A bewirkt eine Skalierung
der Fourierdeskriptoren mit dem Faktor AA. Normierung der Deskriptoren auf |c; | fithrt
zu skaleninvarianten Fourierdeskriptoren.

¢) Rotationsinvarianz: Drehung einer Kurve um den Winkel 6 bewirkt Multiplikation der
Fourierdeskriptoren mit dem frequenzabhaengigen Phasenfaktor eI Esist moglich, die
Phasen aller Fourierdeskriptoren zu der von ¢; in Beziehung zu setzen. Dazu subtrahiert
man von allen Phasenwinkeln ¢, die Phasenverschiebung u¢;. Dann représentieren al-
le Deskriptoren die Phasendifferenz zur Phase des ersten Deskriptors und sind somit
rotationsinvariant, bis auf c; selbst.

Die Invarianzeigenschaften folgen unmittelbar aus den Eigenschaften der Fouriertransforma-
tion, die ftir die diskrete Fouriertransformation in Abschnitt 2.5.2 behandelt werden.

2.4.3 N-te Einheitswurzel und Kreisteilung

Zitat aus H. Pieper: Die komplexen Zahlen, Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1988

”Am 1. Juni 1796 konnte man in dem damals in Jena erscheinenden Intelligenzblatt der allgemei-
nen Literaturzeitung (Nr. 66) unter der Rubrik “Neue Entdeckungen” lesen:

“Es ist jedem Anfinger der Geometrie bekannt, daf$ verschiedene ordentliche Vielecke, namentlich das
Dreieck, Fiinfeck, Fiinfzehneck, und die, welche durch wiederholte Verdoppelung der Seitenzahl eines
derselben entstehen, sich geometrisch konstruieren lassen. So weit war man schon zu Euklids Zeit und
es scheint, man habe sich seitdem allgemein iiberredet, dafs das Gebiet der Elementargeometrie sich nicht
weiter erstrecke: wenigstens kenne ich keinen gegliickten Versuch, ihre Grenzen auf dieser Seite zu erwei-
tern. Desto mehr, diinkt mich, verdient die Entdeckung Aufmerksamkeit, daf$ aufSer jenen ordentlichen
Vielecken noch eine Menge anderer, z. B. das Siebzehneck, einer geometrischen Konstruktion fihig ist.
Diese Entdeckung ist eigentlich nur ein Corollarium einer noch nicht ganz vollendeten Theorie von
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groflerm Umfange, und sie soll, sobald diese ihre Vollendung erhalten hat, dem Publikum vorgelegt wer-
den. C. F. Gaufs, a. Braunschweig. Stud. der Mathematik zu Gottingen.

Es verdient angemerkt zu werden, dafs Hr. Gauf$ jetzt in seinem 18ten Jahre steht, und sich hier in
Braunschweig mit eben so gliicklichem Erfolge der Philosophie und der klassischen Literatur als der
hoheren Mathematik gewidmet hat.

Den 18. April 96. E. A. W. Zimmermann, Prof.”V

Schon Euklid gab in den “Elementen” die Konstruktionsbeschreibung der regelméfligen V-
Ecke an fiir 3 < N < 300:
3,4,5,6,8,10,12, 15, 16, 20, ...

bzw. fiir 2%, 3 - 2%, 5. 2%, 15 - 2" mit k € N.
Wie aber sollte man ein regelméfiiges N-Eck fiir N = 7,9, 11 usw. konstruieren?

”Bis zum Ende des 18. Jahrhunderts war man davon tiberzeugt (ohne es zu beweisen), dafs
man iiberhaupt keine weiteren N-Ecke aufier die oben angegebenen regelméfliigen N-Ecke, bei
denen n das Produkt von 2 oder 3 oder 5 oder 15 mit einer Potenz von 2 ist, mit Zirkel und
Lineal konstruieren kann (sondern nur mechanisch mittels Anwendung eines Winkelmessers).
Da erschien in Jena die zitierte Notiz des Studenten CARL FRIEDRICH GAUSS, in der er be-
hauptete, dafl “noch eine Menge anderer” regelméfliger Vielecke, z. B. das Siebzehneck, mit
Zirkel und Lineal konstruierbar waren. Zwei Jahrtausende war die Kreisteilung auf dem Stand
aus der Zeit des EUKLID stehengeblieben. Nun entdeckte der junge GAUSS die erste neue
Konstruktion eines regelméfiigen Vielecks seit dem griechischen Altertum: “Der Tag war der 29.
Miirz 1796; und der Zufall hatte gar keinen Anteil daran”, schrieb er spéter. Tatsdchlich war GAUSS
durch vorangehende Uberlegungen auf diese bahnbrechende Entdeckung vorbereitet, die nun
in bestimmter Weise kommen mufite. Die Grundlagen dieser Entdeckung, die Zurtickfiihrung
des Problems auf die Losungen (Wurzeln) der Kreisteilungsgleichung und die “Zerteilung der
Wurzeln der Gleichung

P 1
x _0

r—1

in zwei Gruppen” hatte GAUSS bereits im Winter 1796, wéahrend seines ersten Semesters an
der Gottinger Universitdt, gefunden. “Durch angestrengtes Nachdenken iiber den Zusammenhang
aller Wurzeln untereinander nach arithmetischen Griinden gliickte es mir bei meinem Ferienaufenthalt
in Braunschweig, am Morgen des gedachten Tages (ehe ich aus dem Bette aufgestanden war) diesen
Zusammenhang auf das klarste anzuschauen, so dafl ich die spezielle Anwendung auf das 17-Eck und
die numerische Bestitiqung auf der Stelle machen konnte.”

Fiir den Cosinus des Winkels 2Z gab GAUSS iibrigens den folgenden Ausdruck an:

1 1 1
— = —— 4+ —V17T+ — 4 —2v1
Ccos 16 16 7 16 3 7

1 / /
+§\/17+3\/17— 34 — 217 — 24/ 34 + 2V 17,

woraus man die Konstruierbarkeit dieser Grofse folgern kann.”

Zunichst wollen wir den auf Gauf$ zuriickgehenden algebraischen Weg zeigen, ein beliebiges
N-Eck zu berechnen. Dazu bettete er den Kreis als Einheitskreis in die komplexe Ebene ein. Die
komplexen Zahlen werden auf R. Bombelli (Algebra, 1572) zurtickgefiihrt.

DDiese Ankiindigung der Entdeckung der geometrischen Konstruierbarkeit des regelmagigen 17-
Ecks war die erste Veroffentlichung von GAUSS.
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Im

Zl5

Re

Die Ecken des dem Einheitskreis einbeschriebenen N-Eckes haben die Koordinaten

.on o\ T
o= ej%":<ej2ﬁ> mit 0 <n<N-1
27T+,_27T 27T+,,27Tn
= Cos—n sin —n = | cos — sin —
N TN N TPy
2 2\
Vo= <cos§—|—jsin§) =cos2m + jsin2r =1

Fiir jede Potenz (" gilt

N = "N _1"=1 mit0<n<N-1
¢t — ¢ (Periodizitit)
—n 1 CN N—-n : :
¢ = o = o =( (entgegengesetzte Orientierung)

Ist 2 = 7 (cos ¢ + j sin ) = re/¥ eine komplexe Zahl mit der Forderung " = 1, so gilt
N (cos N + jsin Nyp) = 1,

alsor™ =1,dh.r = 1, und cos Ny = 1, sin Ny = 0. Folglich ist N ein Vielfaches von 27,
p=mn- 2W“mitn € Z;somitist z = (™.
Damit ist folgender Satz bewiesen:
Essei N > 1. Es gibt genau N verschiedene komplexe Zahlen z mit 2" = 1, namlich
o = 1, z1:C:ej2Wﬂ, m=Ct=.,
N-1

j2m
Zn = Cn:ean7“'7 ZN—1:<

Dies sind die Ecken des dem Einheitskreis einbeschriebenen regelméfiigen N-Ecks, dessen eine
Ecke im Punkt zp = 1 liegt.

Die Zahlen 1,(,¢? ,...,¢V~! heien N-te Einheitswurzeln. Sie sind Lésungen der Kreistei-
lungsgleichung
N —1=0

Aus 2NV —1 = (2 — 1)(zN"1 +2N=2 4+ .+ 2+ 1) folgt, da entweder z — 1 = 0 oder 2V 1 +
N2 4 . +2+41=0.Die Losungen der letzten Gleichung sind ¢, ¢ 2 ..., (N~1 Hieraus folgt

1+¢+C+..+N =0
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”In seinem 1801 in Leipzig erschienenen Zahlentheoriebuch Disquisitiones arithmeticae (Arith-
metische Untersuchungen) l16ste GAUSS sein in der Jenaer Zeitung gemachtes Versprechen ein
und behandelte ausfiihrlich die Problematik der Konstruktion regelméfiiger N-Ecke mit Zir-
kel und Lineal. Im Vorwort bemerkte er: “Die Theorie der Kreisteilung oder die der regelmiifiigen
Vielecke gehort eigentlich nicht zur Arithmetica, aber ihre Prinzipien konnen nur der transzendenten
Arithmetica entnommen werden: dieses Ergebnis wird den Geometern genau so unerwartet erscheinen
wie die neuen Wahrheiten, die daraus hervorgehen, und die sie, hoffe ich, mit Vergniigen sehen werden.”

Im siebenten Abschnitt des fiir die Entwicklung der Zahlentheorie grundlegenden Buches
schrieb er: “Da die Teilung des Kreises in 3 und 5 Teile zur Zeit des Euklid bekannt war, gibt es si-
cher Griinde sich zu wundern, daf$ man in einer Periode von 2000 Jahren nichts zu den Entdeckungen
hinzugefiigt hat, und dafS alle Geometer mit GewifSheit verkiindet haben, daf$ aufler diesen Teilungen
und denen welche man daraus ableitet (die Teilungen in 2,15,3 - 2k 5. 2% 15 . 2% Teile) keine anderen
mit geometrischer Konstruktion ausgefiihrt werden konnen.” Mit zahlentheoretischen und algebrai-
schen Hilfsmitteln erkannte GAUSS, dafs die Konstruierbarkeit des regelmafligen N-Ecks mit
Zirkel und Lineal allein von der zahlentheoretischen Natur der Zahl N abhéngt.

Sein Ergebnis tiber die Kreisteilung, welches er aus seiner Methode gewonnen hatte, die Kreis-
teilungsgleichung aufzuldsen, lautet:

Die Teilung des Kreisbogens in p gleiche Teile (p Primzahl), bzw. die Konstruktion des re-
gelméfigen p-Ecks, ist mit Zirkel und Lineal ausfiihrbar, wenn p eine Primzahl der Form p =
2F + 1ist.”

Primzahlen . 2,3,5,7,11,13,17,19,23,31, 37, ...
Zahlen der Form 2F + 1 : 3,5,9,17,33,65,129, 257, ...
Primzahlen der Form 28 +1 : 3,5,17,257

Nur, wenn £ selbst eine Zweierpotenz ist, kann p eine Primzahl sein!

Welche Zahlen F,, = 22" + 1 sind Primzahlen? Diese Zahlen F,, heiflen heute Fermatsche
Primzahlen. Sie sind bis heute nur bekannt fiirm = 0, 1,2, 3, 4:

Fy=3F =5 Fy, =17, Fy = 257, Fy = 65537.

Nur fiir Primzahlen p der Form 22" + 1 kann das regelméfige p-Eck mit Zirkel und Lineal kon-
struiert werden. Das geometrische Problem der Kreisteilung ist damit zuriickgefiihrt auf das
(noch ungeldste) zahlentheoretische Problem, eine Ubersicht iiber alle Fermatischen Primzah-
len zu geben.

Fiir Signale dieser Lange lassen sich zahlentheoretische, sehr schnelle Verallgemeinerungen der
Fouriertransformation angeben, die Fermat-Transformation.

Fiir eine weitere Menge von Primzahlen, die Mersenne-Zahlen, existiert auch eine Mersenne-
Transformation.

2.5 Diskrete Fouriertransformation (DFT)

Die diskrete Fouriertransformation (DFT) geht aus der diskreten Fourierreihenentwicklung
(DFR) durch Ausblenden der Grundperiode M hervor, ohne daf sie die der DFR zugrunde lie-
gende Periodizitdt aufgibt. (Dies bereitet manchmal Schwierigkeiten im Umgang mit der DFT.)
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Auflerdem werden beim Ubergang von der DFR zur DFT die Fourierkoeffizienten ebenso mit
M multipliziert, wie dies beim Ubergang von der Fourierreihe (FR) nach der Fouriertransfor-
mation (FT) mit der Grundperiode P geschah:

F,= MEF, fir 0<u<M—1.

Die diskrete Fouriertransformation ist also im wesentlichen eine ausgeblendete und skalierte
diskrete Fourierreihe.

2.5.1 Herleitung der Diskreten Fouriertransformation

Andererseits ist die diskrete Fouriertransformation auch interpretierbar als eine an M dquidi-
stanten Positionen w, = 2T abgetastete Fouriertransformation diskreter Signale (FTD). Dies

wollen wir nun zeigen.

Sei f,, m=0,1,.., M — 1, eine Folge der Lange M. Seine FTD ist

00 M-1
F (ej“) = Z fneIm = Z fme e,
m=0

m=—0Q

Diese kontinuierliche Funktion ist periodisch mit der Periode 27. Die inverse FTD greift auf
Frequenzen w € (—m, | zuriick. Hiervon existieren unendlich viele. Aber nur endlich viele
Frequenzen w sind voneinander verschieden.

Fiir ein Signal der Lange M seien dies ebenfalls M dquidistante Frequenzen

2mu

Zur Vereinfachung werden diese aber aus dem Intervall [0,27) gewdhlt. Ist F(e/*) mit w €
[0,27) berechnet, so kann F (/%) durch periodische Erweiterung leicht auch fiir w € (-, 7]
angegeben werden.

Sei F,, = F (e/**) mit w, = 2 fijgru =0, 1,2,..., M — 1. Dann folgt

M—1

. j2rmu

F,=F (e]“’“) = Z fme’J - fir alle w.
m=0

Dies ist die diskrete Fouriertransformation von f,,,.

Fiir die Berechnung der inversen diskreten Fouriertransformation aus der inversen FTD bertick-

sichtigen wir, da F (e/*) nur an den Frequenzen w, = 2%, u = 0,1 ,.., M — 1, verfiigbar ist.

Dies fiihrt zu der Ndherung

2

e & [

p M o
2 (Z F (ejwu) éQﬂ%) <M> )

[e=]

2
|
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wobei wy = 2% das Frequenzintervall zwischen den diskreten Frequenzen w, ist. Diese Glei-
chung kann geschrieben werden

— g F,ed?™ 3 fiir alle m.

Dies ist die inverse DFT.

Obwohl bei dieser Herleitung lediglich eine Approximation der Folge f,,, entstand, bilden f,,
und £, echte Transformationspaare. Wir zeigen dies, in dem wir zunéchst die fiir die DFT
ubliche Notation einfiihren.

Sei f,, m =0,1, .., M — 1, eine Folge von M reell- oder komplexwertigen Zahlen, wobei
implizit angenommen sei f,,, = 0 fiir m auflerhalb des Intervalls der Breite M. Wir definieren

Wi = e 92m/M

als System von Basisvektoren W3, = e=72™/M 4 = 0,1, ..., M — 1. Die W), werden also durch
eine M x M-Matrix mit komplexen Eintrdgen reprasentiert. Die Basisvektoren Wy sind selbst
auf den Stiitzstellen m = 0, 1, ..., M — 1 unitdre Basisfunktionen (bezogen auf das Intervall der

Breite M), d.h.
M—

—_

W (WE)T = Mé(u — v)
m=0
Die Matrix W), ist unitir,

1
Wii =Wy, also Wy W[ =

Dann ist die DFT von f,,, gegeben durch

M—-1

Zf e I2m ST _me fur alle w € {0,1,..., M — 1}.

m=0

Die inverse DFT lautet

1 M-1 ‘ M-1
fon = — Zpueﬂ”% = — ZFW Y fiir alle m € {0,1,..., M — 1}.

Hieraus folgt durch Ersetzen der F,

FURY = MZ [Zfe ]—m
1

M—
— M f [Z e]27r(m nu/M] = f

Da ZM,OI eizn(m-—mnju/n — § folgt durch Anwendung der Ausblendregel der Deltafunktion,
daB F~YF,} = fm.

Die DFT bildet also ein eigenstdandiges Fouriertransformationspaar. Ihre Basisfunktionen &hneln
den kontinuierlichen komplex harmonischen Funktionen. Sie ergeben sich aus abgetasteten
Kosinus- und Sinusfunktionen unterschiedlicher Wellenldnge. Der Basisvektor W]?/I ist reell
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und konstant. Die Projektion des Signals f auf diesen Basisvektor liefert die Summe {tiber alle
fm,m=0,1,.., M — 1. Die W}, u # 0, besitzen eine 27-Periodizitit. Da

(WM = ¢=32mmu — 1 fiir jedes m und jedes u

folgt
W]\’”;[L(“JFUM) _ W]?/Iw ]\77/1[UM _ W]\r;}u

Folglich ist W), auch periodisch in M. Hieraus folgt

Fy=Fuxym = Fyvom = ...

Deshalb ist auch F,, periodisch in M. Da aber u tatsdchlich einer Kreisfrequenz w = u% ent-

spricht, ist die Periode von F, gegeben durch Mwy = M 2% = 27 und entspricht damit derjeni-
gen der FID, F (e*):
Fu=F{fn} = F(e)lmyz; = F

—q 27 27
W=URS Upr

Hieraus folgt die Interpretation der DFT als abgetastete FTD.
2.5.2 Eigenschaften der Diskreten Fouriertransformation

Abschliefiend wollen wir den Transformationskern der DFT etwas ndaher ansehen.
Wir betrachten die W}* fiir M = 8und v = 0,1,2,...,7 auf dem Einheitskreis.

-2
A A |
Wil = e IFIm = ik
Vng2 — TIFIM _ pmifm
Wén?) _ e—j%r?)m _ e—j%wm
m4d —j2—”4m _ _—jmm
W™ = e 73" =e

s

4

VVg11 =cos § — jsin

Fiir jede Position m im Ortsraum erzeugen die W;}" auf dem Einheitskreis in der komplexen

Ebene beim Winkel %% = 22 v m eine Projektion. Fiir aufeinander folgende Positionen m und

m + 1 &ndern sich die Orte dieser Projektionen entsprechend d¢* = %’T u. Furu = % werden
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mit 7 = m die grofiten Sprungweiten erreicht. Fiir u > 4L kommt es zu einem Phasensprung
um 7, was einer Umkehrung der Rotation und Verminderung der Frequenz mit wachsendem
u entspricht. Die Frequenz uy = % heifit Nyquist-Frequenz. Ihre Bedeutung lernen wir bald
kennen. Diese Frequenzabhingigkeit der DFT folgt daraus, dafd wir anstelle der Periode (—, 7]
das Interval [0, 27) in der Ableitung der DFT betrachteten.

Die zweidimensionale DFT bildet eine M x N-Matrix auf eine andere Matrix derselben Grofie
ab,

—1N-1
F,, = E fmn Wi Wi
m=0 n=0

firalleuw € {0,1,...., M —1} and allev € {0,1,.... N — 1}.

Ist f komplexwertig, so wird fiir die Speicherung von f und F' derselbe Platz benétigt. Im
allgemeinen ist allerdings f reellwertig in der Praxis. Dann belegt natiirlich /' den doppelten
Speicherplatz.

Die zweidimensionale inverse DFT lautet

1 M—-1N-—
- umW—vn
fon = 557 D ZO

u=0

fir allem € {0,1,.... M —1}und allen € {0,1,..., N — 1}.

Das Basissystem der zweidimensionalen DFT sind M x N-Basismatrizen

S
Wis
Wity = Wiy e W = | Wi ® LWL iR, WY
W;\L/[(M—l)

wobei ® das duflere Produkt der Basisvektoren der eindimensionalen DFT darstellt.

Wiéhrend die 1D-DFT periodisch auf dem Einheitskreis ist, ist die 2D-DFT periodisch auf einem
Torus. Da die 2D-DFT, wie alle anderen Repradsentationen der 2D-Fouriertransformation sepa-
rabel ist, konnen anstelle der Basismatrizen W}/, die den M x N- dimensionalen komplexen
Signalraum aufspannen, auch die entsprechenden Basisvektoren W}, bzw. Wy, zur Implemen-
tierung verwendet werden.

1

Fu = Z(men )W#ﬁ = NZf(men )
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q
oA TN r
U T
ﬂﬁ "
A i
ST Iy

%
",

Darstellung der Basisvektoren der DFT fiir M = 16;
links Realteil (Cosinus); rechts Imaginérteil (Sinus).

Die DFT, wie alle anderen Fouriertransformationen ist eine unitiare Transformation. Allen unitdren
Transformationen ist gemein, dafs sie eine Abbildung eines Vektorraumes (Signalraumes) auf
sich selbst erzeugen, fiir die das Skalarprodukt invariant ist, also

(frg) = Uf Ug),

wenn U die unitidre Transformation ist.

Abschlieflend noch eine Bemerkung zur Darstellung des Spektrums der Fouriertransformation
(bzw. auch der anderen Varianten).

Die kanonische Darstellung als komplexe Zahl an der Position u lautet:

1. Real- und Imaginédranteil (kartesische Koordinaten)

F =Fg+ jFy

In der Praxis bedeutender ist allerdings diese Darstellung:

2. Amplitude und Phase (Polarkoordinaten)

F=|F|-¢&?
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Amplitude:
A=|F|=\/F}+ F?}
Phase: ”
¢ = arctan F—;

Das Amplitudenspektrum A, ist von gerader Symmetrie und das Phasenspektrum ¢,, ist von
ungerader Symmetrie. Im Gegensatz zu Real- und Imaginérteil haben Amplitude und Phase
eine intuitive Interpretation. Das Amplitudenspektrum reprasentiert Luminanzeingenschaften
und das Phasenspektrum Struktureigenschaften eines Signals. Tauscht man das Amplituden-
spektrum eines Bildes gegen das eines anderen Bildes aus, wird das nach Anwendung der
inversen Fouriertransformation rekonstruierte Bild die Strukturen des Ursprungbildes etwa
beibehalten. Dies unterstreicht die Bedeutung der Phase fiir die Bildanalyse.

2.5.3 Theoreme der DFT bzw. FT

In diesem Abschnitt wollen wir kurz auf einige wichtige Theoreme spektraler Reprasentatio-
nen eingehen. In Abschnitt 2.7 werden weitere Zusammenhénge aufgezeigt. Die Bedeutung
dieser Theoreme ist unabhdngig von der gewihlten Reprasentation, ihre Formulierung hinge-
gen hangt natiirlich von der Reprasentation ab.

Linearitat

Die diskrete Fouriertransformation ist beztiglich der Superposition und der Multiplikation mit
Konstanten linear:
a- f+b-gO0—@a-F+b-G

Dies 14£3t sich sofort aus der Definition der DFT ableiten.

Beispiel:

11111 11111 0]0

1|-8|1|=1]1]1|1|- 9|0

11111 11111 0]0

ihnlich ngg(x) [5]3><3(:C)

Laplaceop.

|

Ahnlichkeitssatz

gilt im Diskreten nur mit Einschrankungen
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s > 1: Frequenzraum wird “dichter” abgetastet

Beispiel: Resampling eines Operators (Expansion)

1710101 1/1]1]1]1
1111 0j]010(010 1/1]1]1]1
1/1]1|—=]1|0|1|0|1|~|1]1]1]|1]1
1111 0j]010(010 171111
170101 171111
[ |
Beweis:
M-1
DFT{fsm} = fsmWJT\?u
m=0
M-1 w
smY
= fsmW]wS
m=0
lll\/ffl Ju
ms=
frg —_ W‘S
|S|ZflM
=0
_ 1
El

Frequenzraum als “reziproker Raum” (Physik): A,,, A, seien Distanzen im Orts- bzw. Fre-
quenzraum. Dann gilt:

1

Ay~ —

m Au
bzw.
ApA, =M

Ap=1:A,=M
Eine Distanz von einem Bildpunkt im Ortsraum entspricht im Frequenzraum einer Di-
stanz von M Bildpunkten (Frequenz v = M).

Ap=M:A,=1

Eine Distanz von m = M Bildpunkten im Ortsraum entspricht im Frequenzraum einer
Distanz von einem Bildpunkt (Frequenz v = 1).

Erinnerung: Die Basisfunktion W}, erfafit mit einer Periode im Ortsraum % Positionen.

M
W]%/[:Am:M, W]%/[:Am:?,

aber: Symmetrizentrum des Frequenzraumes bei v = 0 und u = . Deshalb bezeichnet die
Nyquist-Frequenz

UN = —
N7
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die hochste darstellbare Frequenz. In der alternativen Frequenzraumdarstellung
—uN S u < un

Das heift, es treten auch negativen Frequenzen auf (entsprechen Phasenverschiebung von
|Ay| = ).

|F| ; ||

—UN un
Resampling fiihrt zu der neuen Nyquistfrequenz

R 1
Un = —UN
N S

Fiir s > 1 schrumpft also nicht nur der Ortsraum, sondern auch der Frequenzraum. Néheres
hierzu im Abschnitt 3.1 zur Abtastung.

Verschiebungssatz und Modulationssatz

T fm = fry O—@ WHF,
W]\?[kmfm O—@ F, = TkFu

Eine Verschiebung im Ortsraum entspricht also einer frequenzproportionalen Phasenverschie-
bung (Modulation) im Frequenzraum und einer komplex-harmonische Modulation im Ortsraum
entspricht einer Verschiebung des Spektrums.

Matrixform des Verschiebungssatzes (Verschiebung im Ortsraum):
TF = Wi Wit Wy
mit Wy als Matrix der DFT. Matrixform des Modulationssatzes (Verschiebung im Frequenz-

raum):

Bedeutung/Anwendung (Verschiebungssatz):

e Bedeutung der Phase fiir Strukturprasentation eines Signals
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o Verschiebungsinvariante Signaldetektion :
Das Betragsspektrum eines Signals ist verschiebungsinvariant, bzw. die Fouriertransfor-
mation ist eine (bzgl. des Betrags) verschiebungsinvariante Operation.

fm O—@ F,
Im = fm—k O o Wj\ij[kFu = Gu

Hieraus folgt |F'| = |G| fiir alle Frequenzen w.
Bedeutung/Anwendung (Modulationssatz):

o FEin (lokaler) Operator, der eine komplex-harmonische Modulation eines Signals bewirkt,
erlaubt im Frequenzraum die verschiebliche Reprasentation lokaler Frequenzcharakte-
ristika (Bandpaf3-Operator). Das Gaborfilter (Abschnitt 3.10) ist ein solcher Operator. Es
lassen sich Positionen im Ortsraum Frequenzeigenschaften zuordnen (lokale Amplitude,
lokale Phase).

e Eine Verschiebung des Spektrums um % Positionen bewirkt, dafs der Koordinatenur-
sprung des Frequenzraumes im Zentrum des Definitionsbereiches liegt.

Wegen
j2am .
eI =™ = (—1)™
folgt
—mM
Wy 2 f O—@F,_u
2
bzw.

(<1)" fn O——@F,_u

Im 2D-Fall gilt
(_1)m+nfmn O —@ Fu— M, N

2V

Symmetrien der DFT und Zuordnungssatz

Der Spiegeloperator M wirkt auf ein Signal f,,, entsprechend
Mfm=f-m

Wegen Linearitdt der Fouriertransformation

fm = fa+fo Fy, = F;+F]
1 e _ 1

o = 3@+ M)fn Fy = S@T+M)E,
1 o _ 1

o = 5@ =M Fy o= 5@ -ME,



2.5. DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION (DFT) 145

Zuordnungssatz:
fo= Rt fr o+ g+ f7
O O
o ®

= Fy + Fp + 7 + 1134

Fiir ein reellwertiges Signal bildet sich der gerade Signalanteil in den Realteil ab und der unge-
rade Signalanteil in den Imaginérteil. Ein derartiges Spektrum heifst komplex konjugiert sym-
metrisch oder hermitesch.

Eine komplexe Funktion F' heifst Hermite symmetrisch, wenn F* = MF, d.h.
F_,=F;

bzw.
F,=F*,.

Aus dem Symmetrieeigenschaften von Real- und Imagindrteil eines reellen Signals folgt fiir
MF, = F_y = F; = F = jF;,

also der Beweis der obigen Aussage.
Die Fouriertransformation behilt also die Symmetrieeigenschaften eines Signals bei. Insbeson-
dere gilt fiir reelle Signale /¢ und f°

F{f¢} =F°=Fp
F{fy=F=jF;

Fr= MFRr  Realteil ist gerade symmetrisch

Fr= —MF; Imaginérteil ist ungerade symmetrisch

Auflerdem gilt fiir reelles f: |F|= M]J|F| Amplitude ist gerade symmetrisch
= —M¢ Phaseist ungerade symmetrisch

Hieraus folgt, dafs der Halbraum der positiven Frequenzen die Fouriertransformierte einer re-
ellwertigen Funktionen vollstindig charakterisiert.

Faltungssatz, Multiplikationssatz und Korrelationssatz

Faltungssatz : ¢, = (h® f),, O—@G,=(H -F),
Multiplikationssatz : ¢, = (h-f),, O— @G, =(H®F),
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Anwendung: Faltung im Frequenzraum:
h® f = DFT! {DFT{h}DFT{f}}

2D-Faltung: M* Multiplikationen (bei zyklischer Faltung) — Frequenzraumfaltung: M? Multi-
plikationen.

aber: in der Praxis (lineare Faltung: M?K? Multiplikationen) - Nutzen abhingig von der
Ausdehnung der Impulsantwort, da Kosten zur Berechnung der Fouriertransformation.

H sollte vorher berechnet sein.

Matrixform des Faltungssatzes (im Signalraum): g,,, = (h ® f),

g=Cnf Cn= W' DyWy
Wiyr:  DFT-Matrix
Dy,:  Diagonalmatrix zur punktweisen
Multiplikation von H mit F

Dy, = [(_Skl Hy )
Hy O
0 Hy O

0 -+ -+ 0 Hy,

Matrixform des Multiplikationssatzes (im Signalraum): G, = (H ® F'),,
G=CyF Cy= WyDyW,
Dy = [6mn ]
Hier zeigt sich, daf8 7 und 7! Toplizmatrizen diagonalisieren.
Korrelationssatz Fiir reelle » und f gilt
G = (f 0 )y O——® Gy, = (F HY), = (F MH),

da H Hermitesymmetrie besitzt (H* = MH)

Differenz und Summe

Die Differenz und Summe sind das diskrete Analogon zu Differentiation und Integration.
Differenz : D, f,, = fin — T fin

fm = fmo1 O—@ F, — WH{FE,

D,F,: Fy(1—¢7%™31) = F, - Hp,
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IH|
2M
u=0 : |H|=0

M
= |H| =2M

|

|

|

|

l
M u
2
Hp, ist ein Hochpafifilter
Summe: Y, fr, = frn + T fm

fn + frne1 O——@ F, + Wil F,

3. F, : F,(1+e77% ) = F, - Hy,
H|
2M

Hy, ist ein Tiefpafifilter
Differentiation kontinuierlicher Signale

d .

d—f(a:) O—@ j27u F(u)

x

Die Differentiation kontinuierlicher Signale fiihrt im Frequenzraum zur Betonung hoher Fre-
quenzen.
Beispiel: 2D-Laplace-Operator

0?  9?

Ve = (g2 + gz ) F10:9) O = (0P + 1) Fluo)

Integration kontinuierlicher Signale

1

4 [t O——® —Pl)

Die Integration kontinuierlicher Signale fiihrt im Frequenzraum zur Betonung niedriger Fre-
quenzen.
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Fourier-Korrespondenzen einiger wichtiger Funktionen

el 2muo® O—@ §(u—up)
1 O—@ (u)

cos(2mupr) O—@ (6(u + up) + 6(u — up))

N[

sin(2mugr)  O——@ 4 (8(u+ug) — d(u — ug))
e~ O—e@

111 () O—eo Il(v)

II(x) O—@ sinc (u)

A(z) O——@ sinc®(u)

sgn (z) o—e ﬂiu

Tabelle der wichtigsten Gesetze der 1 D-Fouriertransformation

Fiir zwei Signale f(z) bzw. g(x) und ihre Fouriertransformierten F'(u) bzw. G(u) gelten folgen-
de Sétze:

flz)+g(zx) O—@ F(u)+ G(u) Additionssatz
f(z)g(x) O—@ F(u)*G(u) Multiplikationssatz
flx)xg(x) O—@ F(u)G(u) Faltungssatz

f(x)og(x) O—@ F*(u)G(u), f,g reell Korrelationssatz

f(ax) o—e ﬁF(g), a € R\ {0} Ahnlichkeitssatz
flx —x) O—@ e 72mu0 P(y) Verschiebungssatz
e2muot () O—@  F(u— ) Modulationssatz
F*(x) O—@ f*(u) Vertauschungssatz
dci—nn f(x) O—@ (j27u)” F(u), n e Nt Differentiationssatz
/_xoo f(d¢ O o f;(:z)b + lF(O)é(u) Integrationssatz
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2.54 Quadratische Signalformen

[Mecklenbrauker, 1987] Signale im Ortsraum oder Frequenzraum kénnen quadratisch mitein-

ander verbunden werden.
Allgemein gilt: Die gemeinsamen Repradsentationen T, und T, I benutzen entweder die Sig-

nale im Ortsraum oder im Frequenzraum. Es gilt

M-1 M-1

Tgw = Z Z fm1f;12km,u;m1,m2

m1=0m2=0
M—-1M-1

F _ § : *
Tmu - FulFusz7U§u17U2

u1=0us=0

Die Transformationskerne sind Fouriertransformierte zueinander:
EO—O K

Erinnerung :
freell: f*=f F* = MF

Signalintensitat I

1 _
m,u;mi,ma 5m—m1 5m—m2
IVJ:L = § § fmlfmgém—mlém—mg
mi ma

wegen Ausblendeigenschaft der Deltafunktion
Z fmifsm—mi = fm

folgt
Ijy = fm fm = | fmn]?
Spektrale Leistungsdichte P
KP - 5u7u1 6'{1471]42

m7u;u1 7u2

damit:

PE = |F,?
I und P hidngen nur von m bzw. u ab.

Energie des Signals

E _

km,u;ml,mz - 5m1—m2
E _
Km,u;ul,uz - 6“1*U2
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Wegen > finy0m;—my = [,y folgt

M-1

Ef = Z |fm|2
m=0
M-1

oL Z ’Fu‘Q

u=0

Die Energie hingt weder vom Ort noch von der Frequenz ab (Isometrie des Energiemafles).

Parsevaltheorem:

Die Energie ist invariant gegem’iber der Fouriertransformation:
Ef = EF

Dies folgt aus der Unitaritdt der Fouriertransformation (Invarianz des Skalarpro-
duktes gegeniiber Fouriertransformation).

Autokorrelation
Der Transformationskern

R _
kr;ml,mz - 6m1*m2*T

erzeugt eine Signalreprdsentation iiber den Differenzkoordinaten 7 = m; — mo.

M-1
Ri = Z JmSmtr
m=0
= 15
R/ ist gerade symmetrisch:
= (f*Mf)-
= (fof)r

wegen Korrelationssatz f o f O——@ F F* = |F|? gilt:
Rl O—e@ PF

Spektrale Leistungsdichte und Autokorrelationsfunktionen sind zueinander Fouriertransfor-
mierte.



2.5. DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION (DFT) 151

2.5.5 Zyklische Faltung mittels DFT

In diesem Abschnitt soll fiir ein einfaches Beispiel mittels Faltungstheorem eine zyklische Fal-
tung berechnet werden.

Erinnerung;:
g=rf®h=F{F{[} F{h}}

Beispiel: 2D-Fall: M = 2

SRS

Es gilt:
M—1M-—
Z Z FrnWIUTY it I = ¢ 3

und entsprechend fiir H,,,, sowie
M—1M-1

Gmn = M2 D Gu W™ W™
u=0 v=0

Guv = Fuv Huv

1. Berechnung ohne Erweiterung (M = 2)

W — o—dmmu _ 1 firmu=0
-1 firmu=1

) 0 1
mau: m

0 0 0

1 0 1

Fir W™ W3 erhilt man folgende Tabelle zur Berechnung der X,,:
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Wy 1 1 1 -1

W (n,v)m’”) (0,0) (1,0) (0,1) (1,1)

1| (0,00 | 1 11 -1
X00 | X0

1 1,0) | 1 1 1 —1

1| (01) |1 11 -1
Xo1 ‘ X11

-1 (1,1 | -1 -1 -1 1

Hieraus folgt zur Berechnung von F und H :

Xoo = woo + w10 + To1 + T11
X10 = Too — 10 + To1 — T11
Xo1 = Too + 10 — To1 — T11

X11 = Too — T10 — To1 + T11

Also folgt
4 2 3 1
F — H =
2 0 ] [ 1 -1 ]
12 2
G=FH=
und schliefSlich

Dieses Ergebnis zeigt einen Wraparound-Fehler!

Berechnung mit Erweiterung (M = 4)

Erinnerung;:
Mg > Mf =+ Mh —1

(210 0] (110 0]

1000 1000
f= h—

000 0 000 0

000 0 000 0
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Hieraus folgt

2
3
1
0

o O o O

S O N W
o O o =

Dieses Ergebnis hat keinen Wraparound-Fehler!

Wie sehen F, H und G aus?

2.5.6 Fast Fourier Transformation (FFT)

Die Fast Fourier Transformation (FFT) ist ein Algorithmus zur schnellen Berechnung der DFT in
Zeit O(M -logy M).
Die FFT nutzt

1. die Symmetrieeigenschaft der DFT sowie

2. die Separabilitdt der 2D-DFT, d.h. die Moglichkeit der Zurtiickfithrung der 2D-DFT auf 2
1D-DFTs.

1D-DFT : M? komplexe Multiplikationen und Additionen fiir beliebiges M
(1 komplexe Multiplikation = 4 reelle Multiplikationen; 1 komplexe Addition = 2 reelle
Additionen.).

1D-FFT : M log, M komplexe Operationen, dabei aber Einschrankung fiir M durch M = 2",
d.h. M mufl Zweierpotenz sein.

Laufzeitvergleich (Anzahl komplexer Operationen):

M | DFT: M? | FFT: M log, M
2
8

4 2
64 24
64 4096 384
256 | 65536 2048

Im Falle eines 2D-Signals wird der Unterschied noch deutlicher (Ann.: M x M-Bild).

2D-DFT : M* komplexe Operationen
z.B. : 512 x 512 erfordert etwa 5 - 10!! reelle Gleitpunktoperationen; bei 200
Mhz-Prozessor (50 MFLOPS) entspricht dies etwa 3h Rechenzeit.

2D-FFT : M?log, M komplexe Operationen
z.B.: 512 x 512 erfordert etwa 1.5 - 107 reelle Gleitpunktoperationen; bei 200
Mhz-Prozessor (50 MFLOPS) entspricht dies etwa 0.3 sec Rechenzeit.
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Noch dramatischer ist der Unterschied im Fall der quaternionwertigen Fouriertransformation
(QFT), siehe Abschnitt 2.7. Wie M. Felsberg in seiner Studienarbeit zeigte, galt auf seinem PC
mit 200 MHz fiir die gleiche Bildgrofie wie oben

2D-DQFT : etwa 12 Tage
2D-FQFT : etwa 3.5 Sekunden.

Das Prinzip der FFT ist die Methode der sukzessiven Halbierung (devide and conquer) mit
p=M.
2

Dieses Verfahren wird n = log, M mal angewendet, bis am Ende die DFT nur noch aus 1-Punkt
Transformationen besteht.

2P—-1

meW“m:me ue{01,...,2P —1}

Indem der Definitionsbereich des Signals in zwei verschiedene Intervalle mit geraden bzw.
ungeraden Koordinaten zerlegt wird, zerfallt der obige Ausdruck in zwei Fouriertransforma-
tionen fiir Signale halber Lange.

P-1
u2m u(2m+1)
F, = + g f 2m+1 W2 P
m:0
gerade Indizes ungerade Indizes

In diesem Ausdruck steht die Ausdehnung des Definitionsbereichs im Ortsraum im Wider-
spruch zu der im Frequenzraum. Da aber WZ4™ = W™, folgt

P—-1
Fu=> fomWE" + Y fomWp™
m=0

mit dem Verschiebungsfaktor W}, der die Phasenverschiebung des Anteils aus ungeraden
Abtastpositionen reprasentiert. In diesem Ausdruck gilt v € {0,1,..., P — 1}. Das Spektrum
zerfillt in die Bereiche F;, und F, p. Wie sieht F; p aus?

Aus der Periodizitdt der Einheitswurzeln folgt Wﬁ“) WHund W, P = —W3p. Also gilt in
den beiden Teilintervallen des Spektrums:

F, = F;—FF{;W;}.
Fu+P = FS_FSWZUI}’

wobei F das Spektrum fiir gerade m ist und F jenes fiir ungerade m. Zwei Transformationen
der Lange % Punkte liefern also die erste Hélfte des Spektrums. Ohne weiteren Transformati-
onsaufwand wird die zweite Hilfte ebenfalls erhalten.

Die Berechnung auf dieser Stufe der Zerlegung wird tatsdchlich nicht ausgefiihrt. Vielmehr
erfolgt die Zerlegung solange, bis Transformationen der Linge eins erreicht werden (nach
n = logy M Stufen). Durch Addition/Subtraktion der Ergebnisse von Stufe k wird die Trans-
formation auf Stufe k + 1 konstruiert, bis k = n erreicht ist.

Die Anzahl der Operationen

m(n) fiir Multiplikationen
a(n) fur Additionen
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erhilt man durch Induktion

M=2n=1

M =4(n= 2)
M=8n=3

Allgemein gilt fiir n > 1:

m(n) =2m(n — 1)+ 27!
a(n) =2a(n—1) 42"
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Implementierung durch Umordnen der Daten, so dafs F'® und F° sukzessive berechnet werden

konnen:

1. Umordnen: geméf der Bit-Umkehrregel: Beisp. fiir M = 8
Fiir 0 < m < M — 1148t sich m darstellen durch Bindrkodierung

m = 22b2 + 21b1 + 2050

m’ berechnet sich dann durch

m' = 22b0 + 21b1 + 20b2

Also wird aus m = Z b2k, by, € B, durch Bitumkehr m’ = z by—1_12F.

=0

Beispiel: M =8 Sezen my die Bindrkodierung und my die dekadzsche Kodierung einer Zahl
m.

my =110 (myg=6) — my =011 (m), =3)

ma =001 (myg=1) — my=100 (m),=4)

mg =000 (myg=0) — my=000 (m)y=0)

my =111 (mp=7) — my=111 (m)y=7)

2. Berechnen: f: [fo’fl’f2"",f7]

eve od

e/ 0

Jo 2 N I3
Ja Jo s fr

1x8-Punkte-DFT

2x4-Punkte-DFT

4x2-Punkte-DFT
8x1-Punkte-DFT
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og% o B 000 ><:® /@\ /'®ng F,
Oofll £ & 100 =1 D =D ' Fq
2
szo % 5 010 V \'1‘2\1\ ><>< /®W83 )
01f31 f % 110 =1 A\ : D" F3
1[?5 ! g o01 @\ /\uﬂ\/ ><>< \/ulinl Fy
1551 5 5 101 = D > \UWS Fs
2
1 2 7 111 N D D 7
Beispiel:
Fo = [(fo+ fa) + (fa+ fo)] + [(f1 + f5) + (f3 + f7)]
Fy = [(fo+ fa) + (fa+ fo)] — [(f1 + f5) + (f3 + f7)]
fo

Pany pany

000 fo fo o000 /\u 1 D 0
ogll fa fa 100 / 1

f2

010 fa f2 o010 /\U

f3 fe fg

110

D
100 f1 f1 o001 /\u T D
1351 f3 f5 101 /
fe

110 s f3 o11 /\U

7 f7 f7

111

: : Pany Py
000 0 0 000 /\u I

f1 f

001 P 4100 /
f2

010 fa f2_o010 /\u

f3 fe fo

110

D

100 f1 f1 oot /w 1 D4
fs f

101 f3 5 101 /

fe

110 5 f3 o1 /\u

f7 f7 f7

111

M = 8 :n = logy 8 = 3 Stufen des FFT-Algorithmus
|

auf jeder Stufe : & komplexe Multiplikation mit Phasenfaktoren und M komplexe Ad-
ditionen

fir Fy, Fy : alle Phasenfaktoren sind Eins
sonst : auch Phasenfaktoren vom Wert j und -j

insgesamt : & log, M komplexe Multiplikationen
M logy M komplexe Additionen
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Die hierarchische Berechnung der FFT entspricht in dem Beispiel (M = 8) einer Zerlegung der
unitdren Transformationsmatrix der DFT in ein Produkt von drei schwach besetzten Matrizen
der unitdren Teiltransformationen. Die lineare Abbildung der Funktion f nach der Funktion F'
hat folgende Gestalt:

Fy 1000 1 0 0

F 0100 0 W 0

Fy 0010 0 0 W 0

Fs 0001 0 0 o wg

F|l |1000 -1 o0 0 0

Fs 0100 0 -W¢ 0 0

Fs 0010 0 0o -wZ 0

 Fr ] |O0OO0OO01 0 0 0o —-wg |
10 1. 000 0 o][1000 1 0 0 01][}f]
01 0 i 00 0 O 1000 -1 0 0 0 fi
10 -1 0 00 0 0 0010 0 0 1 0 f2
01 0 — 00 0 O 0010 0 0 -1 0 f3
00 0 0 10 1 0 0100 0 1 0 0 fa
00 0 0 01 0 i 0100 0 -1 0 0 f5
00 0 0 10 -1 0 0001 0 0 1 fo
(00 0 0 01 0 —i|[00O0T1 0 0 —1] 1 f7]

2.6 Hartley-Transformation
[Bracewell, 1984], Hartley (1942)

siehe auch : Proc. IEEE 82(1994)3, 372-... (Spezialheft fiir die Hartley-Transformation)

Fouriertransformation F : L;(R",R) — L1(R",C) (bzw. L;(R",C) — L;(R",C))
Hartley-Transformation # : L;(R",R) — L;(R",R)

Basissystem der Hartley—Transformation:

cas 2mux = cos 2mux + sin 2wux

1 o0
H(u) = Py / f(x){cos 2muzx + sin 2muzx} dx

» inverses Basissystem = Basissystem — gleiche Transformation

flz) = /_OO H (u){cos 2muz + sin 27rux } du
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» Warum ist Hartley—Transformation interessant ?

1. geringe Berechnungskomplexitat:
F: komplexe Multiplikationen und Additionen
H: reelle Multiplikationen und Additionen
1 komplexe Multiplikation = 4 reelle Multiplikationen und 2 reelle Additionen
1 komplexe Addition = 2 reelle Additionen

2. weniger Speicherplatz

3. Fouriertransformation kann aus Hartley—Transformation konstruiert werden und um-

gekehrt :
Flu)= Fr(w)+ jFi(u) = Fu(u)+ Fy(u)
mit
F.(u) = Fr(u) = /f(:v) cos(2mux) dx
F,(u) = jFr(u) = —j/f(ac) sin(2muz) dz
also
Flu) = He(u) = jHo(u)
mit
He(u) = [ f(x)cos(2ruz)dx geradsymmetr. Anteil d. Transf.
Hy(u) = [ f(z)sin(2ruz)dr ungeradsymmetr. Anteil d. Transf.
H(u) = He(u) + Ho(u)
S Ho(u) = S(H(u)+ H(—w) ~cosf = %(cas& + cas(~0))
How)= L(H(u) — H(—w)) ~sinf= %(cas@ — cas(—6))
S Faw) = 3(H(u) + H(—u))
Fr(u) = 3(=H(u) + H(-u))
also

[F(u)* = F(u)F*(u) = HZ(u) + HZ(u) = %(HQ(UHHZ(—U))

» diskrete Hartley—Transformation (DHT)
N 2rmu
Hu = m
Z f cas( 7 >

m
1 2
fm = Hucas< wmu>

Fiir die diskrete Hartley—Transformation existiert auch ein Fast Algorithmus (FHT).
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» 2D-Hartley-Transformation

H(u,v) = f(z,y)cas[2m(ux + vy)] dxdy

= f(z,y) cos(2mux) cos(2mvy) dedy

—00

_/OO /OO f(z,y) sin(2rux) sin(2mvy) dedy
+ /_C: /_O; f(z,y) cos(2mux) sin(2mvy) dedy

+ /Z /Z f(z,y) sin(2rux) cos(2mvy) dedy

— der 2D-Kern ist nicht separierbar wie bei der 2D-Fouriertransformation !
— die 2D-FHT ist gegeniiber der 2D-FFT nur doppelt so schnell !

= % [/ fla,y)e 2T dz | e=I2mdy

f1(u,y)
= [% filu,y)e 2™y

Erinnerung : F(u,v) = ffooo foooof(x,y)e_ﬂ”(“x+”y)dxdy

H(u,v) = Hee(u,v) + Hpo(u, v) + Heo(u, v) + Hpe(u,v)

+
gerader Anteil bzgl. 2, ungerader Anteil bzgl. y

mit
Hee(u,v) = i[H(u, v) + H(—u,—v) + H(—u,v) + H(u, —v)]
Hyo(u,v) = i[H(u,v) + H(—u,—v) — H(—u,v) — H(u, —v)]
Heo(u,v) = 31H(u,0) ~ H(=u,~) + H(u,v) ~ H(u, ~0)]
Hoo(u,0) = i[H(u, V) = H(—u, —v) — H(—u,v) + H(u, —)]

Konstruktion der Fourier Transformation:

F(u,v) = (Hee(u,v) + Hoo(u,v)) — j(Heo(u, v) + Hpe(u, v))

» Symmetrieselektivitdt von Fourier— und Hartley-Transformation

1D: f(z) = fe(z) + fo(z), f € R globale Separierung des Signals (in Abhidngigkeit vom
Symmetriezentrum) bildet sich ab in:

F: fO—e@Fr=F,
JoO—@ jF = F,

H - feO—@ H,
foO—@H,
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d.h., die in 1D moglichen Symmetrien werden durch die Fouriertransformation explizit ge-
macht.
Hingegen in der Hartley-Transformation sind die Symmetriekomponenten

H,=F, und H,=jF,

in der Funktion H = Hf nur vermischt enthalten. Die Hartley—Transformation kann im
1D-Fall also die globale Symmetrie von Signalen nicht darstellen.

2D: globale Symmetriezerlegung des Signals im Ortsraum (in Abhdngigkeit von der Wahl
des Ursprungs des Koordinatensystems):

f(x,y) = fee(xay) + foo(xay) + feo(x,y) + foe(x,y)

In der 2D-Hartley-Transformation iiberlagern sich die korrespondierenden Symmetriekom-
ponenten komplett:

H(u,v) = Hee(u,v) + Hpo(u, v) + Heo(u, v) + Hope(u,v)

In der 2D-Fouriertransformation entsteht eine partielle Trennung der Symmetriekomponen-
ten:

F(u,v) = Fg(u,v)+ jFi(u,v)
mit
Fr(u,v) = Hee(u,v) + Hoo(u,v)
Fr(u,v) = —(Heo(u,v) + Hpe(u,v))

— Zur vollstindigen Separierung der Symmetriekomponenten ist eine andere Transforma-
tion erforderlich.

Ursache der Nichtaddquatheit der komplexen 2D-Fouriertransformation:

Separabilitdt des Basissystems der 2D-Fouriertransformation (gilt allgemein fiir nD-FT)

D: €7j27ru:v67j27rvy _ €7j27r(um+vy)

entspricht wieder einem 1D-Konzept in der komplexen Ebene. — in C gilt: nur 1D-Signale
sind addquat transformierbar, da die Algebra von C nur Multiplikationen erlaubt, die in C
bleiben.
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| EESXN
=SSN\
e SIRNRMR
N\ YR\
IO T

Die Basisfunktionen der 2D-FT

Die Symmetrien hoher dimensionaler Signale sind im Komplexen nicht darstellbar. Je hoher
die Dimension des Signals, umso mehr Symmetriekomponenten kénnen aber auftreten. De-
ren Darstellung ist in der spektralen Analyse von nD-Signalen von Bedeutung.

Ausweg: Vermeiden des Verschmelzens der Komponenten des nD-Basissystems der Fou-
riertransformation dadurch, dafs jeder Koordinate x; des Signals im Ortsraum eine eigene
komplexe Ebene C; = R{1, j;} zugeordnet wird. Es ergibt sich als Forderung

D: e~ J12muz ,—ja2mvy ?é 67j27r(u:v+vy)

Das heifit, die Fouriertransformation von nD-Signalen mufs in reichhaltigere Algebren als
die der komplexen Zahlen eingebettet werden. Den Weg weist die Clifford—-Algebra (Clifford,
1878).

2.7 Quaternionwertige Fouriertransformation
[Biillow and Sommer, 1997].

Die quaternionwertige Fouriertransformation (QFT)
F7:L(R?,R) — Ly (R? H)
gestattet die Separierung aller Symmetriekonzepte eines 2D-Signals:

FYu,v) = Hee(u,v) — iHpe(u,v) — jHeo(u, v) — kHoo(u, v).



162 KAPITEL 2. FOURIERTRANSFORMATION

Das Basissystem der 7 lautet
Quo(z,y) = e~i2mua=i2mvy
Die Multiplikation zweier verschiedener komplexen Zahlen
e cCp =R{l,i}CH und e FWecC,=R{l,j}CH
ist in der vierdimensionalen Algebra der Quaternionen (H) moglich.
Die QFT macht Sinn fiir ein 2D-Signal. Allgemein gilt :
Ein n-dimensionales Signal erfordert die Einbettung der Fouriertransformation in

eine 2"-dimensionale Algebra. Eine derartige Fouriertransformation heifst Clifford-
Fouriertransformation fiir die Dimension n.

Eine 2"-dimensionale Algebra ist ein 2"-dimensionaler linearer Raum, vergleichbar R und C
fiir n = 0 bzw. n = 1. Wir lernen zunédchst die Algebra der Quaternionen kennen.

2.7.1 Quaternionen

Hamilton, 1843 (Multiplikation zweier Vektoren im Raum)

H={¢g=a+0bi+cj+dk|a,b,cdecR}

Quaternionen bilden eine nicht kommutative Algebra, die man als einen vierdimensionalen
Vektorraum tiber R interpretieren kann mit der nattirlichen Definition der Addition und skala-
ren Multiplikation. Mit den Basisvektoren

1= (1,0,0,0) 12=1
i= (0,1,0,0) i?=-1
j= (0,0,1,0) j2=-1
k= (0,0,0,1) B =-1

und den Multiplikationsregeln des Quaternionproduktes

1x] =k= —j=x1

jxk =i1= —kxj

kxi =j= —ixk
ixjxk =-—1

erhdlt man die Algebra der Quaternionen als spezielle hyperkomplexe Zahlen. Quaternion:

gq= a+bi+cj+dk =a+p=s+v
s=a ~ skalarer Teil (s) oder Realteil (a)
vV=p ~ vektorieller Teil (v) oder reine Quaternion (p)
v=>bi+cj+dk
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Quaternionalgebra: (H, %, 4,0, 1)

q = I[s7]

@3 = q1+q2=[s1+ 52,01 + V2] = [s3,03]

@3 = q1xq2=[(5152 — v1-v2), (5102 + S201 + V1 X v2)] = [s3, V3]
— q1*q2 £ @2 * 1 ~ nicht kommutativ

Bemerkung : * Quaternionenprodukt, - Skalarprodukt, x Vektorprodukt
Das Quaternionenprodukt erfordert zu seiner Berechnung
16 reelle Multiplikationen und 12 reelle Additionen.

Annahme : s; = s9 =0
d.h. q1, g2 sind Vektoren im R?, dann folgt

a3 = q1* g2 = [—v1 - V2,01 X Vo] = [s3, 03]
konjugierte Quaternion: q* = [s,—7]
Betrag: gl = Va* ¢ = V@ *q\/s2 + |[v]2 = Va2 + b2 + 2 + d2

gl = /5% + [v]2
5 a

*

. . . *
inverse Quaternion: g l= % =1 q

q* - q|2

Q=

Winkel zwischen zwei Quaternionen: o = Z(q1,¢2)

$1491

cosa = mit s1g2 = {q1, ¢2) (inneres Produkt)

la1llqz]
Einheitsquaternion: lgf=1:q¢l=q*
polare Darstellung: q = r(cos ¢ + Isin ¢) = re!? wegen Eulerformel

mitr = |q| , ¢ = arctan Pl ynd

S
reine Einheitsquaternion: I'=10, P=-1,|Il=Vb2+c2+d2=1
@3=100,1]*[0,I]=—I-I)+ I xI)=—|I?=-1
Einheitsvektor = reine Einheitsquaternion im 3D-Raum

(beschreibt die Orientierung einer im Raum gedrehten komplexen Eb

Die Algebra der Einheitsquaternionen R{1, I} ist isomorph zu der der komplexen Zahlen. Ist I
eine Einheitsquaternion, so ist auch el? eine Einheitsquaternion.

Die Exponentialfunktion fiir Quaternionen ist erklédrt durch

exp: H— H
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wegen
"
(@ — E o c
e\ = A ,q € H
k=0

Eine andere Darstellung der Exponentialfunktion einer Quaternion ¢ = [s, v] ist

e — o) (coS\v\ + ’%’Sin]vo .

Es gilt die Kommutativitat
P g oItz — ld2 o1

Es gilt zwar
el 4 oI02 — I(d1+¢2)

aber
el? x e £ PUHJ) I

Daher
e x 1Y £ ¢TIy ryeR, 2=432=-1,ilj

Dies ist die grundlegende Eigenschaft der Einbettung in die Algebra der Quaternionen, die fiir
die Fouriertransformation genutzt werden kann.

2.7.2 Quaternionwertige Fouriertransformation

Die Basisfunktionen der 1D-Fouriertransformation

Qu(x) — 67i27rum , Qv(y) — efj27rvy
werden nun als Quaternionen interpretiert und miteinander und dem Wert f(z,y) multipliziert.

In der Abbildung sind die Basisfunktionen der QFT dargestellt. Wahrend in Achsenrichtung
rein eindimensionale Strukturen unterstiitzt werden, sind die Basisfunktionen fiir gemischte z-
und y-Komponenten Reprasentanten zweidimensionaler Strukturen. Diese Eigenschaften wur-
den fiir die 2D-Fouriertransformation gesucht. Siehe im Gegensatz hierzu die Basisfunktionen
der komplexen Fouriertransformation.

Wegen der Nicht-Kommutativitdt der Quaternion-Multiplikation wird bei der Multiplikation
die Ordnung der Multiplikation zu fixieren sein, wenn f € H. Ist aber f € R, kann f(z,y) an
beliebiger Stelle in der Definitionsgleichung auftreten.

Fiwo) = [ [ e e g)e oy

flzyy) = / / 2T 4 (1, 1) el Y dudu
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[

Die Basisfunktionen der 2D-QFT

Die Berechnung kann dhnlich wie die der 2D-Fouriertransformation als kaskadierte 1D-Transfor-
mation erfolgen:

L. fN(ua y) = /OO e—i27ruxf(x7 y) dx

—00

2. Fi(uw) = / Flu,y)e 2Ty

Dabei gilt in H:
Fi(u,v) = R(FY) +iZ(F1) + §J (F?) + kK(F?) [ (u,0)

R,Z,J,K sind Operatoren, die den Realteil, Z-Imaginarteil u.s.w. von F;, erzeugen.

Seiq = a+ bi+ cj+ dk mita,b, c,d € R. Dann gilt

1 A

R(q) = azz(q—zqz—m—k‘qk‘)
1 o

I(q) = bzz(q—lqzﬂqﬁrqu)
1 L

Jq) = sz(qﬂqz—]qwrqu)

1 L
K(q) = d=Z(Q+zq2+JQJ—qu)
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Symmetrien (Zuordnungssatz):

1D: f

fe+ 1o , f € RoderC

F = R(F)+jJ(F) FeC

Wenn f € C und f gerade, dann transformieren sich Real- und Imaginérteil direkt.
Wenn f € C und f ungerade, dann vertauschen sich Real- und Imaginérteil bei der Transfor-
mation.

f:fe f:fo
f| RIT | RT
F| RJ JR

F(u) = He(u) = jHo(u)

2D : f = fee+foe+feo+foo ,fGRoderH

Fi = R(FY)+iT(F%) +jJ(FY) +kK(F') FleH

Wenn f € H gewisse Symmetrien besitzt, kommt es zu Vertauschung der Real- bzw. Ima-
gindrteile von F'9.

f:fee f:foe f:feo f:foo
fIRITK | RITK | RITK | RITK
F¢ RITGK|IRKITJ | ITKRI|KITLIR

Hieraus erhélt man schliefllich die Darstellung der quaternionischen Fouriertransformation
durch die Hartley-Komponenten.

F(u,v) = Hee(u,v) — iHpe(u,v) — jHeo(u,v) — kHoo(u, v)
Zusammengefafit gilt also:

1. Inder quaternionwertigen 2D-Fouriertransformation werden alle Komponenten der 2D-
Hartley-Transformation entkoppelt.

2. Die 2D-Fouriertransformation steht zwischen der 2D—quaternionwertigen Fouriertrans-
formation und der 2D-Hartley—Transformation in dem Sinne, daf} die 2D-QFT aus der
2D-FT in dhnlicher Weise hervorgeht wie die 2D-FT aus der 2D-HT.
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Re (U) _ o (U)

R (u) k () [ ] =real
[] =i-imaginar
B =j-imaginar
H
w B = k-imaginar

2.7.3 Quaternionische Hermite-Symmetrie

Erinnerung: Eine Funktion g : R" — C heifst Hermite symmetrisch, wenn g(z) = ¢*(—x)
fiir alle x € R™.

fO—@F | feR ,FeC
F(u) = F*(—u) ist Hermite symmetrisch

Konsequenz: f, O—@ Fr=F,
fo O—@ jFI=F,

Eine Funktion g : R? — H heifit quaternionisch Hermite symmetrisch, wenn

g(—x,y) = B(g(z,y))

9(z, —y) = a(g(z,y))

fir alle (z,y) € R
Fiir eine quaternionisch Hermite symmetrische Funktion g¢ gilt auch

g(—z,~y) = v(g9(z,,y))

a, 3, sind nichttriviale Algebra-Involutionen von ¢ € H.

alq) = —igi = a+bi—cj—dk
Bla) = —jaj = a—bit+cj—dk
v(q) = —kgk = a—bi—cj+dk

fO—@F! feR, FleH

F'? ist quaternionisch Hermite symmetrisch mit obigen Eigenschaften.

Konsequenz : fo O———@ R(F)
foe O—@ I(F7)
feo O——@ J(F)
foo O——@ K(F7)
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2.74 Das Phasenkonzept der 2D-QFT

Fiir die 2D-FT gibt es nur einen Phasenwinkel in der einzigen komplexen Ebene.

Fir die 2D-QFT existieren drei Phasenwinkel, da drei komplexe Ebenen den 3D-Vektorraum
aufspannen.

Fiir Rotationen in Rdumen beliebiger Dimension lassen sich Rotationsmatrizen verwenden.
Rotationsmatrizen sind orthogonale Matrizen. Im 3D-Fall lassen sich aber Rotationen besser
mit Quaternionen beschreiben. Wir werden deshalb das Phasenkonzept der 2D-QFT aus dem
Rotationskonzept der Quaternionen herleiten.

Eine reine Quaternion bzw. der Vektoranteil einer allgemeinen Quaternion
p=v=>bi+cj+dk
reprdasentiert einen Punkt im euklidischen Raum, da i L j L k. Sei
p=v=Vvi+dj+dk

ein anderer Punkt, der aus p durch Rotation hervorgegangen ist. (|p| = [p'| — reine Rotation
ohne Streckung).

Orthogonale Rotation:

Sei ¢ eine Einheitsquaternion, d.h. |¢| = 1. Dann realisiert ¢ eine orthogonale Rotation. Die Ro-
tation mittels Einheitsquaternion p’ = ¢ x p ist vergleichbar mit der Rotation in der komplexen
Ebene durch Multiplikation eines Vektors mit einer komplexen Zahl (in polarer Darstellung).
Im Falle der orthogonalen Rotation fallen die Koordinatenurspriinge von C = R(1, /) und
R? C H zusammen.

Aus der Multiplikation p’ = ¢ * p 148t sich ableiten, daf8

/

p' = (cos@+ Isinf)xp

» [ ist Rotationsachse (senkrecht auf Rotationsebene, die p und p’ enthilt)

» 0 ist Rotationswinkel

» ¢ = cosf + Isin 6 ist eine Einheitsquaternion (|q| = 1), die eine orthogonale Rotation realisiert
q=cost + Isint) = cos@ + il;sin + jI;sin O + klj sin 0

fir I = (I;, I, Iy) , P+ 12+ 1 = -1
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» Wire [q) #1 — zusétzliche Skalierung (Dreh-Streckung)

» Die Forderung nach Orthogonalitdt der Rotation ist eine zu starke Einschrankung fiir die
Wahl der Rotationsachse fiir beliebigen Punkt des Raumes. (Falls die Orthogonalitdt nicht
eingehalten wird, dann ergibt p’ = ¢ * p eine Quaternion und keinen Vektor, d.h. ¢ bildet p
nicht in einen Punkt p’ ab!)

Allgemeine Rotation:

Die Rotationsachse geht nicht durch den Koordinatenursprung. Dies wird durch eine Spinor-
Multiplikation erreicht.

Spinor-Produkt: Quaternionen sind spezielle Spinoren vom Betrag 1, |¢| = 1.

0 0
p’:q*p*q“'m1=1,q:ums§+lgn§

mit I = (IZ‘,I]‘, Ik)

Da|q| =1, gilt ¢! = ¢*.

In der Gleichung wird eine Rotation des Raumes R? beschrieben. Man ist aber oft an der Rota-
tion des Koordinatensystems interessiert, deshalb

o entweder Ersetzen von 6 durch —6

e oderp =q txpxgq

Im allgemeinen Fall muf fiir Spinoren nicht gelten |¢| = 1.

Seiq =Xgq, ¢ =1, X € R, \# 0. Dann gilt
-1
po= d*pxd
= )\q*p*)\_lq_lz)\)\_lq*p*q_l

= qxpxq !

Fir g = [s,u] , p = [0,v] erhédlt man

/

P =1[0,v+2s(uxv) + 2u X (u X v)]
Also ist p’ ein Vektor im R3.

Mehrfach-Rotation:

Quaternionen bilden eine Gruppe beziiglich der quaternionischen Multiplikation. Also lassen
sich Mehrfach-Rotationen durch Kaskadierung von Quaternionen-Multiplikationen darstellen.

P=@+p*¢=(@*q)*p*(@*q) =@ (@ *p*q)*¢
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» Eine Mehrfach-Rotation ldf3t sich kompakter formulieren und schneller sowie stabiler mittels
Quaternionen ausfiihren im Vergleich zur Anwendung von Rotationsmatrizen.

» Grund: Rundungsfehler in der Matrixmultiplikation erzeugen Abweichungen von der ge-
forderten Orthogonalitit. Es entstehen keine reinen Drehungen, sondern auch Skalierung
und Scherung. Noch gravierender ist dies beim Schéitzen von Rotationen. Zur Vermeidung
der Fehlerfortpflanzung ist dabei eine fortgesetzte Normalisierung erforderlich.

Rotationsmatrix:

!
p = qxpxq = Mp
fir ¢ = [s,9] =[a,(b,c d)] gl =1

1—92¢2 — 242 2bc — 2ad 2bd + 2ac
M = 2bc 4+ 2ad 1 —2b%2—2d>  2cd — 2ab
2bd — 2ac 2¢d +2ab 1 —2b% —2¢2

Die Rotationsmatrix des Euklidischen Raumes l4f3t sich in 12 verschiedenen Varianten in das
Produkt dreier Rotationsmatrizen um die den Raum aufspannenden Koordinaten darstellen.

Beispiel:
M = M;(¢) My () M;(6)

@,1,0 ~ Eulersche Winkel

Eine entsprechende Zerlegung existiert fiir die Quaternion der Rotation.

¢ = Grxq*q; el =gl =lal =1

mit den Rotationen um die Koordinatenachsen

L ie/2 _ ¢ (i@
qi e [cos X (sm 2,0,0)]
» 0 0
- = j6/2 = S — 3] —_
q; e |:CO& X (O,sm 2,0>]

e | Y LY
qk e |:CO& 5 (0,0,5111 2)]

Hieraus erhélt man die polare Form der quaternionwertigen Fouriertransformation:
Fi(u,v) = (|F(u,v)], ¢(u, v), 0(u, v),1(u, v)) = [F(u, v)|e?0) k() ¢if(ur)

— Es existieren in H drei Phasenwinkel ¢, 6, 1.
— Rotationswinkel: (2¢, 26, 21))
Prozedur zum Berechnen der Phasenwinkel: fiir jedes (u, v)

1. Normiere F?
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2. Konstruiere die Rotationsmatrix M, die durch F/|F'?| erzeugt wird

3. Berechne die Eulerwinkel

1D: ¢ € [—7, 7|
2D: (¢, 0, 0) € [—m,w[ x [-7 /4,7 /4] x [-7/2,7/2]
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Kapitel 3
Anwendungen von LSI-Operatoren

e Spektrale Charakterisierung von Bildern und Operatoren
o Tiefpafifilterung und Bildgldttung

e Gauf3-Filter und Unschérfeprinzip

e Hochpafsfilterung und Kantendetektion

e Hierarchien von Skala und Abstraktion

e Lokale spektrale Reprasentation

3.1 Spektrale Charakterisierung von Bildern

Digitalisierung = Diskretisierung + Quantisierung

3.1.1 Diskretisierung

Diskretisierung gestattet die Betrachtung eines ortskontinuierlichen Mefisignals f, an diskreten
Orten (m,n):

fs@y)  — fon
T,y € R m,n € N

Die Diskretisierung wird realisiert durch Abtastung (sampling) des Signals fs(z,y) mit einem
flachenhaften Sensor a(z,y), der das Signal fs(z,y) tiber seinen Einzugsbereich lokal integriert.
Dies entspricht der Eigenschaft lichtempfindlicher Elemente des CCD-Chips in einer Digital-
kamera. Bei einem Abtastintervall 7 x 7 ergibt sich an den Positionen (z,y) = (m7,n7t) das
diskretisierte Bildsignal fmn

fmm = fs(mT, nt) = (fs *x a)(m7,n1)

173
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Die Abbildung durch integrierende Flachenelemente 143t sich als Faltung des Signals f; mit
dem Fldchenelement a, gefolgt von einer idealen Abtastung beschreiben (Multiplikation mit der
idealen Abtastfunktion s).

[T R
S

Die Funktion f ist zunéchst unendlich ausgedehnt. Durch Multiplikation mit der Aperturfunk-
tion des Gesichtsfeldes

F:(FS-A)*

1 firm<M-1,n<N-1
wag =
0 sonst

entsteht folgende Korrespondenz
f:f-wg Oo—e F:F*Wg.

Eine ideale Abtastfunktion s(x,y) ist eine Folge von Einheits—Deltaimpulsen mit dem Impulsab-
stand 7 und geht aus der Einheitsimpulsfolge (Shah-Funktion)

l(z) =Y 6z — k)

keZ

durch Skalierung mit 1/7 hervor:

o~ (22
()
= (Z o(x — k:T)) (Z Sy — lT))
keZ leZ
= Z O0(x — kr,y — 1)
k€7

Die Fouriertransformierte der Einheitsimpulsfolge ist wieder eine Einheitsimpulsfolge:
l(z) O——e Il(u)

Daher folgt fiir die Fouriertransformierte S der Abtastfunktion aus dem Ahnlichkeitssatz der
Fouriertransformation:

s(z,y) = %IH(E,Q) O—@ S(u,v) = W(ur,vr)



3.1. SPEKTRALE CHARAKTERISIERUNG VON BILDERN 175

Eine Folge von Impulsen mit Abstand 7 im Ortsraum korrespondiert mit einer Folge von Im-
pulsen mit Abstand 1/7 im Frequenzraum. Die Abtastung eines Signals f im Ortsraum (die
Modulation mit der Impulsfolge s) bewirkt also die additive Uberlagerung der periodischen
Wiederholung des Spektrums F' (die Faltung mit der Impulsfolge .S). Wegen der Reziprozitit
von Ort und Frequenz gilt dann:

» Je grofier der Abtastabstand, desto kleiner der Abstand der Wiederholungen des Original-
spektrums, d.h. um so starker deren Uberlappung.

3.1.2 Abtasttheorem

Eine hinreichende Bedingung fiir die fehlerfreie Rekonstruktion eines kontinuierlichen Signals
aus (bzw. die vollstdndige Reprasentation in) seiner abgetasteten Form ist die Einhaltung des
Abtasttheorems. Danach hangt das Abtastintervall 7 vom spektralen Gehalt des kontinuierlichen
Signals ab. Bezeichnet man:

us = 1 als Abtastfrequenz bzw. Abtastrate und

Ug als obere Grenzfrequenz des kontinuierlichen Signals

so lautet das Abtasttheorem:

1
Uug < s oder wuy > 2uy

» Die Fouriertransformierte der Abtastrate mufs mindestens doppelt so grof3 sein wie die obe-
re Grenzfrequenz des Signals.

» Fiir die Einhaltung des Abtasttheorems muf? also das kontinuierliche Signal bandbegrenzt
sein. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, muf3 diese Eigenschaft durch Tiefpaffilterung vor der
Abtastung hergestellt werden.

» Ein integrierendes Flachenelement bei der Abtastung besitzt die Wirkung eines Tiefpafsfil-
ters, reicht aber oft nicht fiir die Bandbegrenzung aus, so daf$ eine zusétzliche Filterung des
Signals notwendig wird.

» Bei Verletzung des Abtasttheorems kommt es zu einer Uberlappung der durch die Abtas-
tung entstandenen Wiederholspektren, die zu einer Verfalschung des rekonstruierten Si-
gnals fithrt. Der von der Uberlappung herriihrende Fehler heift Aliasfehler (aliasing).

» Ein Beispiel fiir die Verletzung des zeitlichen Abtasttheorems beim Filmen ist, dafs zu schnell
drehende Wagenrédder so erscheinen, als wiirden sie sich riickwarts drehen (Wagenradef-
fekt).

Die Nyquist-Frequenz
1 Ug
u = — = —
NTor T 2
muf$ zur Grenzfrequenz u, des Signals in der Relation ux > u4 stehen.
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/\ﬂache Kanten

F
| |A ) verfalschtes Signal (Aliasfehler)
steile Kanten

~
~
~
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Eindimensionales Aliasing

177

Oben sieht man die Unterabtastung eines eindimensionalen Wellensignals und unten das re-

konstruierte Signal.
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f(x) F(u)
W
oO——e
a(x) A(u)
Oo——e
f(@) * a(x) (F(u) - A(u))
/\\/
oO——e
F(ug)
~ 0.04
s(x) S (u)
Oo——e
T x
- 0 7 27 ,%f%O%%U
(f(z) x a(x))) - s(x) (F(u) - A(u)) * S(u)
Oo——e
—2‘7'—‘7'(‘) ’7" 2‘7'1j —%—%0 %‘%u

3.1.3 Bildgiiteparameter

Das signaltheoretische Modell der Bilderzeugung beruht auf folgenden Annahmen:

e Homogenitdt von h
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e additives, d.h. signalunabhéngiges Rauschen n

s—= h ® i

Beobachtungsgleichung;: f=sxh+n

h: Punktantwort der Kamera — deterministische Signalstdrung,
entspricht dem Flachenelement a der Abtastung

n: Rauschen — stochastische Signalstorung

Deterministische Bildgiiteparameter

Die optische Abbildung durch die Kamera wird beschrieben durch eine systemcharakterisie-
rende Funktion:

h(z,y) O——@ H(u,v)

h  Punktantwort der Kamera (point spread function, PSF)

H Ubertragungsfunktion des Systems (system transfer function)
|H| Modulationstibertragungsfunktion (MTF)
Eigentlich gilt h = g - PSF, wobei g den Gewinn (Empfindlichkeit) ausdriickt und sich dem-

zufolge auf die Bildintensitdt auswirkt. Hier sei die Normierung g = 1 fiir alle Orte (z,y)
angenommen.

|H (u)]
h(x)
FWHM: full
FWHM }Y:Ilgth at
a
maximum
x Ug u
Es gilt
1
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» Die radumliche Ausdehnung der Punktantwort (Punktverbreiterungsfunktion) bestimmt die
Auflosung der Abbildung. Kleine Punktantworten bedeuten hohe Aufldsung und umge-
kehrt.

» Die Modulationsiibertragungsfunktion gibt die relative Kontrastddmpfung an oder die Am-
plitude der Abbildung einer harmonischen Schwingung mit der Frequenz u.

Stochastische Bildgiiteparameter

Der Signal-Rauschabstand SNR (signal to noise ratio) oder kurz Rauschabstand ist definiert als
das logarithmierte Verhéltnis von Signalenergie zu Rauschenergie (Fehlerenergie). Die Einheit
des Signal-Rauschabstands ist das Dezibel (dB).

>y fi

=" dB
Zk,l ”i,z

SNR =10 10g10

» Je hoher das SNR, desto geringer ist die Storung durch das Rauschen.

» Typische Werte sind:

Verfahren Amplitudenverhéltnis Rauschabstand

Video ~ 100 40 dB
CCD 500...1000 54...60 dB
Szintigraphie 1,5...25 3,5...28 dB

3.1.4 Darstellung von Spektren
Zentrierung

Der Algorithmus der DFT legt den Gleichanteil des Spektrums Fj ( in eine der Bildecken. Zur
korrekten Positionierung der negativen Frequenzen miissen wir die DFT entlang der Achsen
um M /2 bzw. N/2 zyklisch verschieben. Gleichwertig dazu ist die Vorzeichenumkehr jedes
zweiten Pixels von f:

Chiey

frn(=1)™" O——@  F, i,

Logarithmierung

Das Spektrum nattirlicher Bilder weist einen starken Abfall der Amplitude mit wachsender

Frequenz auf. Typisch ist:
1

Vu? + v?
Erinnnerung;: Fy o reprdsentiert die Summe / das Integral aller Funktionswerte des Definitions-

bereiches! Der Helligkeitsumfang, den das visuelle System erfassen kann, ist auf etwa 32 Stufen
begrenzt, so dafs grofie Teile des Spektrums bei der Darstellung auf einem Bildschirm so nicht

’Fu,v’ ~
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wahrnehmbar wiren. Als geeignete Hilfsmafinahme gilt die Anhebung kleiner Amplituden
durch Logarithmieren:

By — log(1+[Fuyl)

Amplitudenspektren (logarithmiert und normiert) einiger 2D-Funktionen
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3.2 Spektrale Charakterisierung von LSI-Operatoren

3.2.1 Ubertragungsfunktion eines LSI-Operators

Die kontinuierliche und periodische Ubertragungsfunktion H (e/*’) eines diskreten 1D-Operators

lautet:
o0

H(e?) = Z By e79%™
hyp = i hi, ~ d(m —k)
k=—o00

» Die Ubertragungsfunktion H (e/*) eines diskreten Systems ist periodisch in w mit der Periode
2m.

» Oft wird die Ubertragungsfunktion eines LSI-Operators auch tiber den Umweg der Dis-
kretisierung einer kontinuierlichen Impulsantwort, von der die Transformation bekannt ist,
berechnet. Die Ubertragungsfunktion der diskreten Impulsantwort ergibt sich dabei durch
die Summation der im Spektralbereich periodisch wiederholten Ubertragungsfunktion der
kontinuierlichen Impulsantwort.

» Die komplexharmonische Funktion f = e/2™"0 jst eine Eigenfunktion der Zirkularmatrix C,
aller LSI-Operatoren bzw. des Faltungsoperators C;,. Die Ubertragungsfunktion H (ug) ist
ein Eigenwert eines bestimmten LSI-Operators h. Die Eigenwertgleichung lautet:

Cnf=Af

~ Wirkung eines Operators mit Impulsantwort h auf ein spezielles Signal f

Die Eigenwertgleichung ergibt sich aus

9(x) = (h* f)(z) O——® G(u) = (H F)(u)
g(z) = FH{(H F)(u)}
g(x) / H (u)F(u)e?*™ dy,
mit der Annahme f(z) = ¢/2™0% O———@ F(u) = §(u — ug)

x) = /OO H(u)d(u — ug)e?*™%du,

o0

wegen der Ausblendeigenschaft / 0(z — xo) f(x)dz = f(x0)

—00

9(x) = H(up)e?*o”



3.2. SPEKTRALE CHARAKTERISIERUNG VON LSI-OPERATOREN 183

3.2.2 Amplitudeniibertragung eines LSI-Operators

Hier wollen wir annehmen, daf§ die Impulsantwort eine kontinuierliche und unendlich aus-
gedehnte Funktion ist. Die Amplitudeniibertragung (Amplitudengang, Betragsspektrum) ist der Be-
trag der Ubertragungsfunktion:

Ubertragungsverhalten einiger Operatoren

1. idealer Allpafl AP (entspricht dem Identitdtsoperator im Ortsraum)

A

Ml)_lA..... .. ..'
N

2. idealer Tiefpafs TP (eingesetzt als Glattungsfilter)

N =T
S

3. idealer Hochpafs HP (eingesetzt als Ableitungsfilter)

S -
<
N | =1

4. idealer Bandpafi BP (Serienschaltung von Hoch— und Tiefpafs)
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3.2.3 Phaseniibertragung eines LSI-Operators

Die Phasentibertragung (Phasengang) ¢(u) ist das Argument der komplexen Ubertragungs—
funktion H(u) = a(u) + j b(u).

¢(u) = argH(u)
( b(u)

arctan —= i a(u) >0
z(U)
B arctan % +7; alu) <0 A blu)>0
arctan % —m; alu) <0 A blu) <0
0 ;oa(u)=0 A blu)=0

» Die Phase ist nur fiir Frequenzen definiert, die zur Amplitudeniibertragung beitragen, also
fiir A # 0. Fiir den Fall A = 0 kann die Phase willkiirlich auf 0 gesetzt werden.

» Einidealer TP hat einen streng linearen Phasengang (Linearphasensystem).

Beispiel eines Linearphasensystems

Ein idealer Tiefpaf3 H(u) mit oberer Grenzfrequenz u, entspricht im Ortsraum einer Impulsantwort in
Gestalt einer (unendlich ausgedehnten) si nc-Funktion.

sin [2mue(z — 7))

h(z) =

m(x —T)

hix)A

Ein idealer Tiefpafs hat einen linearen Phasengang.

1. Die Phase ist proportional zur Frequenz
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2. Die Phase ist proportional zur Verschiebung des Symmetriezentrums

» fiirt=0:¢(u) =0 ~ Nullphasensystem !

¢(u) 4

—UeT

N[
S |

—UTT

3.2.4 Filterung im Frequenzraum

Der Faltungssatz der FT erlaubt es, die Filterung mit einer im Ortsraum entworfenen Impul-
santwort h auch im Frequenzraum durchzufiihren.

» praktischer Aspekt: Die Filterung im Frequenzraum besitzt ab einer gewissen Faltungsmas-
kengrofle gegentiber der Faltung im Ortsraum eine geringere Komplexitat.

g=F {F{fyF{n}}

» Filter konnen auch im Frequenzraum entworfen werden. Dann gilt fiir ihre Anwendung;:

g=F "{F{f}H}

Es mufs aber beachtet werden, dafs im Frequenzraum entworfene Filter in manchen Fillen
(z.B. “ideale” Filter mit scharfen Frequenzbegrenzungen) unbegrenzte Ortsausdehnung be-
sitzen. Sollten derartige Filter im Ortsraum durch Faltung angewendet werden, ist ein Ab-
schneiden der Impulsantwort erforderlich. Abschneiden im Ortsraum fiihrt zu Approxima-
tionen der Impulsantwort mit deutlichen Konsequenzen im Frequenzraum.
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| H | idealer Tiefpal3

Approximation idealer Amplitudeniibertragung

durch (begrenzte) Ortsraumfilter.
Die tatsdchliche erreichbare Amplitudentibertragung ist gekennzeichnet durch

— unscharfe Grenzfrequenzen

- Modulation der Ubertragungsfunktion

Das ist eine Folge der Faltung der Amplitudenfunktion mit der Fouriertransformierten der
Abschneidefunktion im Ortsraum (Si nc-Funktion).

A

Ay

sy

Durchlafibereich: O<u<u mitA4; <A<1
Sperrbereich: u > U mit0 < A < Ay
Ubergangsbereich: up < u < us
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3.3 Bildgliattung mit Rechteckfiltern

Das Bild , Lena” wurde durch Rauschen gestort (links) und danach mit einem Bildglattungs-
operator behandelt (rechts).

o Bildglattung durch Tiefpafifilter im Frequenzraum (z.B. fiir 3D-Bilder)

¢ Bildglattung durch Mittelwertbildung im Ortsraum
- Anwendung von Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

— Bild ist stochastisches Ereignisfeld (random field), d.h. Realisierung eines stochasti-
schen Prozesses mit bestimmten Eigenschaften

aber: Die Regionen eines Bildes haben unterschiedliche stochastische Eigenschaften —
sie entstammen unterschiedlichen stochastischen Prozessen

» Problem bei der Anwendung von LSI-Operatoren zur Mittelwertbildung, da
Mef3werte nicht einer homogenen statistischen Population zugeordnet werden
konnen (z.B. wenn Operatorfenster eine Regionengrenze {iberdeckt)

» Verletzung der Ergodenhypothese:
Populationsmittelwert # lokal geschétzter Mittelwert

Ausweg:

1. Folge unterschiedlich grofier Supports der Operatorfenster, um den Einflufsbe-
reich der Verletzung der Ergodenhypothese zu minimieren — Auflésungspy-
ramiden oder lokal adaptive lineare Filter

2. nichtlineare 3-Stufenfilter
a) Uberpriifung der Ergodenhypothese
b) Definition der Regionengrenzen innerhalb Support (Schitzung)

c) innerhalb der identifizierten Regionen nun: lineare Mittelwertbildung
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Beispiel: Frequenziibertragungsfunktion einer diskreten Impulsantwort, d =1, K = 3:

Aufpunkt, d.h. Ursprung des lokalen
Koordinatensystems bei Faltung

= ungewichtete Mittelwertbildung in 3er Umgebung am Aufpunkt

betrachten Impulsantwort h' = [ 111 ] als Folge von Einheitsimpulsen 6_,, (m = —1,0,1) mit

1 firk=m
6k—m =
0 sonst

-1 0 1

Wegen der Definition der FTD benditigen wir eine unendlich ausgedehnte diskrete Funktion h':

m=—0Q

, {ZOO Ok—m  flirk=—1,0,1 (~ drei kanonische Einheitsfunktionen)
| =

0 sonst

Hieraus folgt fiir

H'(e/¥) = Z hyeIwk

k=—o00

1 00
S S

k=—1m=—o00
da die Beitrige fiir alle anderen k verschwinden
11 ‘
=YY e
k=—1m=-1
wegen der Definition der 6—Funktion
1

= > (Gks1 + O + Fp—r)e 7"
k=1

— oW —|—60 _|_e—]w
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. etiw iirk = —1
da 0p e 9k = f Usw.
0 sonst

=14+e¥te ¥ =14+2cosw

Esgilt: H' () = 3 fiirw =0

— Normierung: H(el¥) = % = %(1 +2cosw)

|
Diskussion der Frequenziibertragungsfunktion: A = |H|
w ‘ 0 5 %71
Alt L5 o0
1
A Tiefpafs
%T(' s
w
K =3: 1 Seitenband beiw, =7
1 Nullstelle beiw, = %77
d=2
1 1 11
h=hy*h —1[1 1]« | 1l
B "9
1 1 11
H JWh  ,JWu 1
(eI, e?¥v) = 5(1—1—2(:oswh,1+2(:oswv)
~ oberhalb Frequenz w, = 27 werden Strukturen nicht gel6scht, sondern um minimal 2
geddmpft

~ unterhalb Frequenz w, auch nur frequenzabhéngiges geddmpftes Durchlassen

Frage: Eventuell starkere Gldttung durch K > 3?

K-1
H/(ejw) _ 5k,meijwk _ Z efjwk
k=0
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= geometrische Reihe {iber den Gliedern der Reihe a; = ¢~/“* mit Anfangsglied ag = €® = 1
und Quotient ¢ = e 7%,
Daraus folgt fiir H'(e’*) als Summe der geometrischen Reihe

1— e—ij e—ij/Z eij/Q _ e—ij/Z

1 pJWY — — .
H (6 ) 1 — e Jw e—jw/2 eIw/2 — g—jw/2
_ du(k-/2 | SWE/2)
1 sin(w/2)
Phasenterm "
Amplitudenterm

K ungerade : Phasenterm wird identisch Eins (Nullphasenfilter), da Symmteriezentrum der
Impulsantwort mit Ursprung des Koordinatensystems zusammenfallt.

K gerade : Phasenterm driickt Verschiebung um 0.5 Pixel aus, da Koordinatenursprung nicht
mit Symmetriezentrum zusammenfallt.

Beispiel: K =38

fiir0 <w <

Seitenbiinder: w, = 2=%  fiirs=1,2,...,|3(K —1)|
1
2

Nullstellen: — w, =22 fiirz=1,2,..., ]

|-| ist die untere Gaufische Klammer und [-] ist die obere GaufSsche Klammer.

» Mit wachsender Breite K schrumpft das Hauptband ~ stirkere TiefpafSwirkung
» Mit wachsender Breite K der Rechteckfolge gehen die Seitenbinder gegen Null
> cinzelner Impuls: hy, = 69 O——@ H(e/*) =const mit1= [T H(e!)dw

o TTTNTTTT

m w

h
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» unendliche Impulsfolge:

e —p 4 1

3.4 Bildglittung mit Binomial- und Gaufsfiltern

3.4.1 Bildung von 1D-Binomialmasken

Die 1D-Maske h(™ = 27"b(") heiflt Binomialfilter nter Ordnung. Die Binomialkoeffizienten
der Ordnung n, b, folgen einer durch das Pascalsche Dreieck gegebenen Bildungsregel.

Pascalsches Dreieck

=
—

S
=
)

n g
0 1 0
1
1 11 :
2
2 1 21 2
3
3 13 3 1 3
40 1 46 41 |3
5/1 5 10 10 5 1|2
1 : 1
1D : h?) 1[1 2 1} O—.H(e]“):§(1+cosw)
|ooop joro BERE
2D : @ = = - =—
h 11121 xg]0 20 G242
000 010 121

H(e¥r e?v) = — (1+coswy) (14 coswy)

e
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3.4.2 Bildung von 2D-Binomialmasken

Eine Binomialmaske der Ordnung n kann entweder direkt aus den Binomialkoeffizienten

W =

n!

G R (G-I 1 D)

pl=-2 0
27

K=L=n+1

oder durch n-fache lineare Autofaltung des Binomialfilters 1. Ordnung (das ist ein Boxfilter)

gewonnen werden.

Beispiele:

1121
2142
1121

R = p « ALY

<

114641
4 16|24|16| 4
6 124(36(24| 6
4116|2416 4
114|641

22n

nmal

—

/ \
/) A\
A11717] M
RN —
] 00 O S NN N
RS
L

22l

7/ NN
=7 N————
e

.:’33:.11.. .. ——— =
———— S——
=

<z
DA T AT T T T
%.’0’.:’
———— —
—
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11
11

Verallgemeinerung:

R =272, mit I, =

1 e 1

KX H—Recl;lrteckfilter

Die Glockenkurve I 1d3t sich erzeugen durch:

P = (I1,)"P =, « I, ...« I, mit K =p(k —1)+1

p Faktoren

und approximiert eine GaufSkurve mit der Varianz

2 _pfiQ

D

Diese Beziehung folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Beispiel:
1 1
Iy = Il =
1 1
1 2 1
I's = IhxIlb=|2 4 2 = A3
1 2 1
N———
Dreiecksfilter
F4 = Fg*HQ
I's = I'yxIly (kubischer B-Spline)

FK = FK,1 *H2

3.4.3 Eigenschaften der Gaufsfunktion als LSI-Operator

Die GaufSfunktion g, ist die Greensche Funktion der Diffusionsgleichung. Hieraus leitet sich
ihre grofle Bedeutung in der Physik aber auch in Computer Vision ab. Die Diffusionsgleichung
einer Funktion u(x, )

—u = Au

ot
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mit der Anfangsbedingung u(z,0) = f(z) hat die Losung

() :{ f(z) fl::lrt:()
(9o * f)(z) furt>0

mit o = /2t.

Die Gaufifunktion hat wegen der folgenden Eigenschaften eine besondere Bedeutung als LSI-
Operator.

1. Die Gaufifunktion ist eine Wichtungsfunktion, die durch Faltung im Ortsraum ein gegldtte-
tes Signal erzeugt (gewichtetes Glattungsfilter) bzw. durch Multiplikation in Frequenzen
als ein gewichtetes Tiefpafifilter interpretiert werden kann.

Die Gaufifunktion kann in unterschiedlicher Weise reprasentiert werden.

o Auf das Maximum normierte Gaufsfunktion

e Die flaichennormierten Gaufsfunktionen haben die Form:

1 _z=

h,(z) = .e 203
() \V2mo,

W) = e ™
Yy

wobei v/27o die Fliche unter einer Gaufskurve ist.

In praktischen Anwendungen wird die Gaufsfunktion wegen ihrer unendlichen Ausdeh-
nung bei x > 50 ...8¢0 abgeschnitten. Hierdurch entstehen beziiglich der Flache diese
Funktion Fehler von 1% bis 0.1%.

2. Die Gaufifunktion ist die einzige reellwertige Funktion, die separabel und isotrop ist.
o separabel in den kartesischen Koordinaten = und y heifst:

1 _ a? _%
he(z,y) = e e 29
2mo L0y
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e isotrop, d.h. in Polarkoordinaten unabhédngig vom Winkel (keine Richtungsabhéngig-

keit), heifst:
IR !
(7, p) = P (1) hio (@) it P (r) = 5—5 e 2% und hy(ip) = const (= 1)
s
mit 7 = 22 4 ¢
O'? = 0326 + 05
o=0,=0y, = o2 = 202

3. Die Gaufdfunktion ist gegeniiber Faltung invariant.

22 22 0109 22
T o952 T o952 T 902452
Are *1 | x| Age *2 | = | Aj Ap———=¢ *1772
o]+ 05

4. Die Gaufifunktion ist gegeniiber Fouriertransformation invariant.

u2
H(uw) = Flh(e)} = e 57 a= -
2o
o 5
........... V2nro 1
| > | >
X Uu
g «

5. Die Gaufdfunktion besitzt minimales Impulsbreite—Bandbreite—Produkt.

Erinnerung: Abstdnde im Ortsraum verhalten sich invers zu Abstdnden im Frequenzraum
— Ausdehnung von Operatoren sind im Orts— und Frequenzraum invers zueinander

Grundfrage der Mustererkennung;:

wo:  Lokalisierung (im Ortsraum)

was: Kategorisierung (=Lokalisation im Frequenzraum)
= in beiden Rdumen sollten Operatoren méglichst scharf sein !



196 KAPITEL 3. ANWENDUNGEN VON LSI-OPERATOREN

— Breite der Funktion in beiden Radumen berechnen: Es existieren verschiedene Mafe

ffooox|h(ac)|2 dz

T = I3 Ort des Mittelwertes der Intensitét von h
h
o / ()2 do
o (@ = 2)?h(@)]? da . .
o}, = T Varianz der Intensitidt von h (2. zentrales Moment)
h
S ulH () du
U= En
By = / | H(u)|? du
o S (u—a)?*|H(u)]? du
JH —
Ey

Es 14fst sich (mit etwas Aufwand) zeigen, dafs fiir eine allgemeine Funktion h bzw. fiir deren
Fouriertransformierte H gilt
1

%N 2 e
— bzgl. Standardabweichung:

1

onoH > Dy Unschirferelation
i

Standardabweichung der Intensitédt bzw. spektrale Leistungsdichte stehen in Beziehung zuein-
ander — konnen nicht beliebig klein gemacht werden

Beispiel:
h(z) =l ,a>0 ~ Exponential fkt.
2a
H(u) P
. 1
op=—=— , O a
b= o H
g L 11
OhTH =15 79 7 on
Extremfall: h(z) = 6(z) O——@ H(u)=1
|
Beispiel:
212
h(z) = 33 o—e H(u) =V 2mae 20’
B 1 1
op=a , Ofg= Sam OhOH = o

= fiir beliebige Parameterwerte a erfiillt Gaufifunktion Unschirferelation optimal !
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Bedeutung fiir Filterentwurf:

Es existieren verschiedene Moglichkeiten der Definition von Impulsbreite / Bandbreite

Az: Impulsbreite
Breite eines Rechteckimpulses, des-
sen Hohe mit der des Impulses
tibereinstimmt bei z = 0 und der
die gleiche Flédche besitzt

Ax
Impulsbreite

Annahme:

Au: Bandbreite
nur positive Frequenzen haben Be-
deutung

\/ u
Au
Bandbreite

1. Breite des Filters im Ortsraum sei begrenzt durch Ax

o ] 7
— Breite im Frequenzraum: Au > 5+

2. Breite des Filters im Frequenzraum begrenzt auf Au

o ) 1
— Breite im Ortsraum: Ar > 5«

Az klein O—@ Au grofs

hohe Ortsauflosung grofie Unsicherheit (da geringe Verbesserung SNR bzw.

schlechte Modellierung Signal)

Az gros O—@® Au klein

geringe Ortsauflosung grofe Sicherheit (da grofie Verbesserung SNR bzw.

gute Modellierung Signal)

Wunsch: Adaption an unterschiedliche Erfordernisse der Signalstruktur

— Skalenpyramiden (Hierarchien)
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3.5 Kantendetektion

Kanten sind orientierte Regionen, die in einer Richtung relativ homogene Intensitdten und in
orthogonaler Richtung relativ inhomogene Intensititen aufweisen mit einer ausgepragten Anti-
symmetrie:

(mathematische) Kantenarten:

Stufenkante: Rampenkante:

Wegen der Wirkung der PSF sind reale Kanten im Bild verschmiert (wenigstens 2 Bildpunkte
breit wegen Abtasttheorem).

PSF
—_—

Linien sind orientierte Regionen der Inhomogenitit in einer Richtung mit relativ ausgeprégter

Symmetrie.
PSF
_— =

3.5.1 Kanten beleuchteter 3D-Objekte

Ursprung der Kanten/Linien: Die Intensitdt (Luminanz) ist das Produkt aus Beleuchtungsinten-
sitit Ig und Reflektanz R. Es gilt bei diffuser Beleuchtung f = Ig - R. Daher liegen die Ursachen
der Kanten/Linien in

1. den Eigenschaften der Reflexion der Oberfldchen,

2. den Beleuchtungsdnderungen tiber dem Ort.

Diese Ursachen sind schwer zu trennen !

Begriffe:

o Reflexion: gerichtetes Riickstrahlungsvermogen eines Korpers
o Albedo: diffuses Riickstrahlungsvermogen eines Korpers

o Lambertsches Gesetz: Leuchtdichte eines diffus strahlenden Korpers ist unabhédngig von
der Beobachtungsrichtung.
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. Beleuchtungs-
kante

Glanzlicht-
kante

Reflektanz-
kante

Verdeckungskanten
e vom Beobachter gesehene Abgrenzung des Objektes gegen Hintergrund

e bilden in Abhdngigkeit von Beobachtungsrichtung unterschiedliche physikalische
Objekte in der Szene ab

Orientierungskanten

o stellen Diskontinuitdten der Orientierung von Objektoberfldchen dar

Reflektanzkanten

o stellen Diskontinuititen der Oberflachenreflektanz dar

Beleuchtungskanten

o stellen Diskontinuitdten der Beleuchtung von Oberflachen dar (Schattenkanten)

Spiegelungskanten

o stellen gespiegelte Kanten anderen Ursprungs dar (erfordern bestimmte Eigenschaf-
ten der Reflektanz)

Glanzlichtkanten

e begrenzen Glanzlichter auf Oberfldchen

¢ in Glanzlichtern geht der lineare Zusammenhang zwischen gemessener Intensitat
und Beleuchtungsintensitit / Reflektanz verloren

Die beiden folgenden Abbildungen zeigen das Bild “Lena” (links) und das Resultat eines Kan-
tenoperators (rechts).
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Annahme: Beleuchtungsintensitdt dndert sich nur langsam tiber dem Ort (es existieren keine
Beleuchtungskanten bzw. Schattenwiirfe)

— hochfrequente Signalanteile synthetisieren Kanten, die ihre Ursache in den Objekten selbst
haben:

e 3D-Gestalt — Orientierungskante, Verdeckungskante, Glanzlichtkante

o Reflektanz — Reflektanzkante

Homomorphe Filterung: Spektrum der logarithmierten Bildintensitdt erlaubt Trennung von Be-
leuchtungs- und Oberfldchenanteilen an der Bildfunktion.

Ann.: f=1IgpR, Ip~ beleuchtungsabhingiger Teil , R ~ Reflektanzanteil

Hieraus folgt:
log f =logIp +log R

und
F{log f} = F{logIp} + F{log R},

also fiir eine Schwellfrequenz ur

]:{IOgIB} fﬁruS’UJT

Flog [} = { F{log R} fur u > wur.

Rekonstruktion der Objektgrenzen aus Kantenstrukturen ist ein inverses Problem, das im allgemei-
nen keine gut gestellte Aufgabe ist (ill posed problem).

e Unvollstindige Information wegen Projektion, Verdeckung, Rauschen
Regularisierung: ill posed problem — well posed problem
durch Modelle iiber globale Struktur der Szene (Hinzufiigen und Vernachladssigen von
Strukturen)

o Aufierdem wird hochfrequente Kanteninformation durch (Sensor—) Rauschen iiberlagert.
— Welcher Frequenzanteil des Signals ist der Kantenstruktur und welcher dem Rauschen
zuzuordnen ?

Konditionierung: Reduzierung des Rauscheinflusses und damit mathematische Stabilisie-
rung des Verfahrens



3.5. KANTENDETEKTION 201

— inverses Problem ist auch schlecht konditioniert!

Es bestehen zwei prinzipielle Aufgaben:

1. Klassifikation einer Kante (“Was ?”):
Gegeben seien verschiedene Modelle der Interpretation der Signalstruktur. Eines davon
ist das einer Kante.
Aufgabe: Identifiziere eine lokale Signalstruktur als (Teil einer) Kante = “Finde eine Kante.”

2. Lokalisation einer Kante (“Wo ?”):
Feststellen des genauen Ortes der Kante

Ein Kantendetektor ist ein lokaler Operator (im Ortsraum), der sowohl eine Bildstruktur als Kan-
te klassifiziert als diese auch genau lokalisiert.

Die Aquivalenzklasse “Kante” wird durch ein Template ihrer Gestalt (als Prototyp) realisiert.

— Kantendetektor ist Template—Matching—Operator
— Kreuzkorrelation zwischen Template und Bildstruktur

— differentielle Eigenschaften charakterisieren eine Kante — Ableitungsoperator

Forderungen an einen guten Kantendetektor:

1. Volistindigkeit (Sensitivitdt): keine falsch negativen Antworten bzgl. der Semantik der
Kantenmenge
Kanten sollen nicht tibersehen werden !
2. Eindeutigkeit (Spezifitdt): keine falsch positiven Antworten
- Rauschen soll nicht als Kante interpretiert werden !
- Es soll fiir eine Kante nur ein Detektionssignal erzeugt werden !

3. Lokalisationsgiite: Das eindeutige Maximum der Detektorantwort soll an der Position der
Kante auftreten ! (Nullphasenfilter)

4. Zusammenhang: topologische Forderung ~ im Prinzip Vollstandigkeit
Kanten sollen als zusammenhingende Gebilde detektierbar sein (insbesondere kritisch bei
2D-Kanten) — oft: Rekonstruktion des Zusammenhangs wissensbasiert im Anschlufi an
Kantendetektion !

Differenzierung des Signals — Ortliche Differenzbildung im Diskreten (erzeugt Approximation
des Kontinuierlichen)

1. Kantenorte entsprechen den Maxima der 1. Ableitung

rx = argmax|f’(z)|
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2. Kantenorte entsprechen den Nullstellen der 2. Ableitung (Minima der Kriitmmung)

rx = argmin|f”(x)|
o kontinuierliche Ableitungen (1D):

<di> O—@ (727u)" — Hochpaficharakteristik
x

2B Nabla—Operator V= %
e Laplace-Operator L=A= % O—@ — 4724?

e Symmetrie: wichtig fiir Lokalisationsgenauigkeit

1. Ableitung 2. Ableitung
SN YN
+ \\\ //’ + \
+ \‘\\ /l
\ //
\ {
\\ /
\\ | I//
\\ //
_ \ {
\ {
\ /
\\ //
\\///
ungerade Symmetrie gerade Symmetrie

Sohi=>"hi ~ > =0 O—=@ [H(0)=0

— Gleichanteil des Signals wird nicht {ibertragen (detektiert)
— Alle primitiven Ableitungsoperatoren sind Hochpafsfilter !

Beispiel: Frequenziibertragsfunktion eines 1D-Laplace-Operators
D= (DD,).  hp=[-1 2 -1

kleinste diskrete Approximation des Laplace—Operators (fiir K = 3)
betrachte Impulsantwort als Folge gewichteter Einheitsimpulse

h= > hy Y Oem

k=—o00 m=—00
mit
2 fiirk =0
hy=<¢-1  firk=1undk= -1
0 sonst
und

0 sonst

b = {1 fitrm =k
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bzw.
i 5 1 firk=-1,0,1 ~ drei kanonische Einheits—
ko 0 sonst Basisfunktionen fiir k = —1,0, 1

Wegen

e}
H' (/%) = Z hye 9@k H' sei nicht normierte Frequenziibertragungsfkt.

k=—o00

1 o)
= Z hi Z Sp_me Ik (Beitriige fiir alle anderen k verschwinden)

k=—1 m=—o00

1 1
= Z hy; Z Sp—me 7%

k=—1 m=—1

1
= Z R (O + O + Op—1)e ¥
j—)
1

= Z (=01 + 26 — Sp—1)e 7"

k=—1
= eI 420 — e wegen

, —el¥  fiirk=-1

Y ef]wk: —

P {0 sonst
L ogedek = )20 firk=0
0 sonst

. —eTIw irk =1

— e IWk = ¢ fiir also

0 sonst

H'(e7) = 2(1 — cosw)

Normierung auf w = m:
w=0: H=0, w=%:H =2, w=n: H =4,dacosm= -1

- H'(e%) 1
Jwy — = =(1-
H(e) (o) 2(1 cos w)
A
A
1 —
w=0: |H=A=0
w=2% A=} 1/2— ~ Hochpaf$
w=m A=1
| "w
w/2 ™
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Alle Ableitungsfilter sind Hochpafsfilter !

3.5.2 2D-Kantendetektoren
Da in der Ebene mehr Freiheitsgrade existieren, gibt es verschiedene Problemstellungen:

1. Finde alle Kanten unabhéngig von ihrer Orientierung
e Forderung: Invarianz des Operators bzgl. Rotation
e Operator mufs selbst rotationssymmetrisch sein

e Esexistiert in R? x R kein Ableitungsoperator erster Ordnung, der diese Forderun-
gen erfiillt, aber ein Ableitungsoperator zweiter Ordnung, der Laplace-Operator.

0?2 0?2
= — 2:_ I
L=a=V 8x2+8y2

Der Laplace—Operator ist linear und isotrop. Die diskrete Ndherung
L=D;+D, mit he=|-1 4 -1

erfiillt die Rotationsinvarianz nicht gut (nur fiir kleines w).

2. Finde die Steigung in Richtung des Gradienten
e bedeutet Filterung in zwei orthogonalen Richtungen

e und Rekonstruktion des Gradienten in beliebiger Richtung mittels nichtlinearem
Operator

Abtastung der kontinuierlichen Ableitung (in 1D)

Fa) — tim TEHR) = F =B

h—0 2h

ergibt die diskrete Ndherung (K = 3)

Fru = 3 = Fnt)

also fiir z- bzw. y-Richtung

1 1
h’Dw - 5 {1 0 —1] 5 h’Dy = 5 0
-1

¢ Kanten verlaufen senkrecht zur Operatorrichtung

V = {ai Q} Gradientenvektor in 2D
x Oy

[p. ]
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e Betrag des Gradienten

|V| =4/D2+ D2 ~ nichtlinearer Operator

3. Finde alle Kanten in vorgegebener Richtung
Eine Familie von Richtungsableitungen wird benétigt.

Beispiel: Sobel-Operator
o 4 Ableitungsrichtungen

o Mittelung in Richtung senkrecht zur Ableitungsrichtung

1_—101 1_—1—2—1
hsy=5| -2 0 2 hs,=g| 0 0 0
-1 0 1 1 2 1
[0 -1 —2 [ 2 —1 0
1 1
hsy=2 |1 0 1| hsy=g| -1 01
2 1 0 0
hs, : «—  Ableitungsrichtung 1 Mittelungsrichtung
S1 =D,II, =D\,  fiir K=3
1 111 1 !
R I 1
1

3.5.3 Verbesserung der lokalen Schitzung der Ableitung

Diskrete Operatoren schitzen die Eigenschaften der Sekante f(x) durch (z1, f(z1)) und (z3, f(z3))
und nicht die Tangente f'(x2).

— Verwendung eines Polynoms n—ten Grades zur lokalen Représentation der Funktion im Auf-
punkt (Interpolation)
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Die Interpolation von n+1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen mittels Polynom n—ten Grades
ist eindeutig bestimmt ~ Lagrangesches Interpolationspolynom

Beispiel: Explizite Losung der Bestimmungsgleichungen:

Es soll lokal eine Funktion f durch ein Polynom approximiert werden
K=5:me{-2-1,0,1,2}

Annahme: x seien lokale Koordinaten

Polynom: p(z) = ax + bx? + ca® + dz* (— p(0) = 0)

Gesucht: Anstieg des Polynoms am Ort z =0 — p'(0) = %p(o) =a

p(X) ,

\

Fallunterscheidung:

1. Kurve 2. Grades (Parabel) durch drei Punkte (c = d = 0) — flacher Anstieg
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2. Kurve 4. Grades durch 5 Punkte — steiler Anstieg

Bei bekanntem Polynom ist Koeffizient a die geschiitzte Ableitung am Ort x = O:

p'(z) = a+ 2bx + 3ca? + 4da®
P(0) =a

Der Gradient des Polynoms am Koordinatenursprung wird durch den Koeffizienten a bestimmt.

Betrachte die obigen beiden Fiille:

1. Kurve2. Grades:c=d =0

f(=1) = f(0) =p(-1) = —a+b B DI
(1) = £(0) =p(1) = a+D }ﬁ U =F(=1)
D;}::%[l 0 —1] ~ wie gehabt

2. Kurve 4. Grades

} — f(1) = f(-1) =2a+2c *

—2) = —2a + 4b — 8¢ + 16d

( = 4q c %
f(2) = f(0) = p(2) = 2a + 4b + 8¢ + 16d } — f(2) = f(-2) =4a+16 (**)

(**) - 8(*):
(f(2) = f(=2)) = 8(f(1) = f(=1)) = 4a — 16a = —12a

Mbogliche Interpolationsverfahren:
(fiir Subpixelgenauigkeit)

1. Abschnitte von Polynom n—ten Grades: Abschnitte verlaufen jeweils durch § Punkte vor
und hinter dem Aufpunkt

2. Abschnitte von Polynom 3—ten Grades: Abschnitte verlaufen jeweils durch zwei Stiitzstel-
len und schliefsen mit gleicher 1. und 2. Ableitung aneinander an
= kubische B-Splines: minimieren die Kriimmung [ (I”(x))?dx der Interpolationsfunktion
I(z)
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3. ausgleichende Splines (keine eigentliche Interpolation)
minimieren ein Funktional

Ea(l) = a Y (f(z:) = 1@))* + (1 - a) / (1" (@))*da

a € [0,1] reguliert das Verhiltnis von Datentreue und Glattheit.

3.5.4 Konditionierung der Ableitungsoperation

e Hochpaficharakteristik der Ableitungsoperatoren verstirkt relativ das Rauschen, d.h. je hoher
die Ableitung, umso relativ starker wirkt sich Rauschen aus

» Lokalisationsgiite
» Spezifitdt (Sicherheit / Eindeutigkeit)

e Rauschen kann falsche Kanten vortauschen bzw. Kantenorte haben keinen topologischen
Zusammenhang

e Rauschen kann Ort der Kantenlokalisierung verfdlschen (lokaler Bias)

Regularisierung: ill posed problem — well posed problem

1. Modelle iber globale Strukturen der Szene: Vernachladssigung +
Hinzuftigen von Strukturen

2. Konditionierung: Reduzierung des Rausch-Einflusses
= Hochpafloperator muf3 in Bandpafloperator transformiert werden — Lage des Pafsbandes
dort, wo Kanteninformation liegt

hp = Niondition * Prp

hiongiion ~ ~  Tiefpaf3 (z.B. Gaufsfunktion)

H
HBP

H Kond

n z.B. Anpassung von hg ondition an PSF !

LOG-Filter (Gaufi-Laplace-Operator)

Der Gaufsoperator ist der optimale Konditionierungsoperator, da er das Bandbreiteprodukt
minimiert.
hioc = A * hg
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Wegen Kommutativitit und Assoziativitit linearer Operatoren

g=fxhoc=/f*(Axhg)=Ax(f*xhg)=hg*(f*A)

Beispiel: 1D-LOG, kontinuierlich

hioc(z) = D2 % h (QU)—i :c_2_1 hy ()
LOG - xT €T - 0_2 0_2 €T
22
hy(x) = e 252
“hLOG
N | [N
X0 Xo "
2 =2 he
To=0 Nulldurchgang
11
Umax = Tono Maximumfrequenz des PafSbandes

Konditionierte Filter sind Bandpaffilter:

» 0 klein — hohe Frequenzen
» 0 grof — niedrige Frequenzen
» Stabilitdt gegeniiber Rauschen wird mit Verlust an Ortsauflésung erkauft !

» Detektion und Lokalisation erfordern unterschiedliche Parameter der Konditionierung —
nicht mit einem Operator realisierbar
— Skalenraumanalyse (o kontinuierlich) / Auflésungspyramiden (o diskret)

Beispiel: 2D-LOG, kontinuierlich

1 272 + y2
=A = — 2 _
hLOG (.%', y) * hc(l', y) 271'0'4 < 0_2 > hc(.%', y)
nachfolgende Abtastung — diskreter Operator
-1 -4 -1
K=3: hroc=|—-4 20 -4
-1 -4 -1
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DOG-Filter (Difference of Gaussian Operator)

stellt Approximation eines LOG dar

Idee: |Hpog| = [Hey | — |Ha, | = |Hiog|
Unschirfemaskierung: |Heg, (u)| = 1 @——O hg, () = 0(z)
o1 < oy: Differenz zweier Tiefpésse ergibt einen Bandpafs

A

A
1— A Apoc

G

AG optimale Wahl bzgl. Approximation LOG:

2
92 ~ 1.6
o1

Ausfiihrung der Kantendetektion

1. Ausfiithrung der Faltung des Bildes mit dem Operator

2. Berechung des Absolutbetrages der Operatorantwort

3. Suche lokaler Extrema (1. Ableitung: Maximum, 2. Ableitung: Minimum)
4. “Diinnen”: Kantenregion = Kantenort (Zuordnung von Koordinaten)

5. Rekonstruktion zusammenhédngender Kanten aus Kantensegmenten
wissensbasierter Zugang

» Nur Schritt 1 ist eine lineare Operation !

Oft: mehrere Faltungen mit unterschiedlichem o !

3.5.5 Topologische Probleme bei 2D-Strukturen

Gekrimmte Kanten
Schnittpunkte » N G

junctions intrinsische 2D-Konzepte
Kreuzungspunkte

Endpunkte

— konnen mit 1D-orientierten Ableitungsoperatoren nicht erkannt werden
= Eckendetektoren (corner detectors)



3.5. KANTENDETEKTION 211

1. Innerhalb des Operatorfensters werden Kriimmungen der Struktur erkannt
— Nullstellen des Laplace-Operators entsprechen nicht mehr den Orten grofiter Stei-
gung der Grauwertfunktion
= Verschieben der Nullstellen im gekriimmten Bereich in Richtung negativer GaufSscher
Kriimmung der Grauwertfunktion (hyperbolischer Bereich)
Eckendetektor als nichtlinearer Kriimmungsdetektor fiir Gaufische Kriimmung:

82 §2 92 \?2
heaut = 52 5,2 ~ <—axay>

2. an Kreuzungen und Verzweigungen (junctions) noch komplizierter
= “steuerbare Filter”

3. aber auch parallele Kanten innerhalb Operatorfenster storen sich gegenseitig = Fehlloka-
lisation

Je starker konditioniert wird, umso grofser ist das Operatorfenster, umso starkere Storung der
Topologie !
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Ausweg: mehrere Operatoren (Pyramiden, Skalenraum)
o grofs: Feststellen einer interessanten Struktur
o klein: Lokalisation der Struktur

3.6 Hierarchien der Skala und Abstraktion

Bildstrukturen sind auf einer einzigen Konzeptebene nicht interpretierbar.

o Kategorisierung und Lokalisierung erfordern einander widersprechende Filterparameter.
Kategorisierung bedeutet Erkennung (Interpretation). ~ Einbeziehung von Kontext
Bei kleinen Operatorfenstern (gute Lokalisierung) kann nur sehr unsicher die Interpreta-
tion der zu lokalisierenden Struktur erfolgen und umgekehrt.

Daher reprasentieren wir Bilder hierarchisch, und zwar als:

1. Skalenhierarchie bzw. Auflésungshierarchie, in der die Skala/Auflosung einen Frei-
heitsgrad darstellt.

Auflosung: im Frequenzraum
Skala: im Ortsraum

2. Abstraktionshierarchie, in der das Bildsignal in Bildprimitiva zerlegt wird.

Zu 1: Hierarchien von Skala/Auflosung entstehen durch fortgesetzte Tiefpafifilterung und an-
schlieSender Unterabtastung. Die Tiefpafifilterung unterdriickt hohere Ortsfrequenzen. Nach
dem Abtasttheorem kann grober abgetastet werden.

Zu 2: Eine Gruppe von Elementen auf niedriger Ebene bilden neues Element auf hoherer Ebene

Ebene Information

4 Relationen zwischen Objekten
3 Objekte
2 junctions (Kriimmung, Verzweigung)
1 Linien, Kanten
Originalbild: 0 Helligkeit, Farbe
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Framestruktur (fir Operatoren)

Frame 0

Frame 1

Frame 2

Frame 3

Polyederwelt

Verzweigungen (junctions)

W, g Linien (Kanten)
ooC
Flachen
Verzweigungen: X, Y, L, T, ...
Beispiel:
Aufpunkt Linien ~ terminal
(keypoint)
Linien ~ nicht terminal
verschiedene methodische Konzepte

— 2 gekriimmte Linien

— 3 Linien mit 2 Winkeln

— 1 Linienkonzept, das an 3 Orientierungswinkeln

realisiert ist (steuerbare Filter)
[

Primitiva:

1. irreduzible Invariante (Punkte, Linien, Kanten)

2. aggregierte Invariante (Parallelen, junctions, ...)
bez. Projektion 3D — 2D
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Beziehung zwischen beiden Hierarchiekonzepten: mit wachsender Abstraktionsebene nimmt
auch Skala zu, beziiglich derer Phianomene in Bezug gesetzt werden.

Auch im Menschlichen Visuellen System sind beide Hierarchien verwirklicht, die Auflosungs-
hierarchie in der Retina, Abstraktionshierarchie im visuellem Cortex.

Die inhomogene Struktur der Retina: Es gibt einen Ort schérfsten Sehens, d.h. kleinster Skala,
die Fovea. Vom Zentrum der Retina nach aufsen nimmt die Skala zu. Alle Skalen werden par-
allel erzeugt. Es kommt zu lokaler Einbettung im globalen Kontext. Der inhomogene Aufbau des
Retina-Sensors realisiert widerstrebende Eigenschaften wie hohe Ortsauflosung und grofies
Gesichtsfeld mit minimalen Aufwand. Es wird aber ein Blickkontrollsystem erforderlich. In
technischen Losungen wird Computer Vision zu Active Vision mit beweglichen Kameras. Das
Blickkontrollsystem realisiert die folgenden drei Hauptaufgaben:

1. Blickverfolgung (Tracking)
2. Blickzuwendung (Attention)

3. Blickscharfung (Foveation).

In technischen Systemen ist zur Zeit nur die sequentielle Erzeugung der Auflosungshierarchien
umgesetzt.

e Retina—Chip, Sandini (Genua)

e BMFT-Projekt , Elektronisches Auge”

3.6.1 Gaufipyramide

Als Tiefpafs dient ein Gaufsfilter mit dem Ziel, eine Gaufi—Ableitungspyramide zu erzeugen.

Freiheitsgrad der Auflosung ist die Skala o der GaufSfunktion. Wird die Skala diskret variiert,
erhalten wir einen Stapel, durch zusétzliche Unterabtastung eine Pyramide. Bei kontinuierli-
cher Variation der Skala o entsteht der Skalenraum.

Wir unterscheiden zwei Strategien der Filterung im Ortsraum fiir die Realisierung der GaufShier-
archie:

Fiihren wir die gleiche Abtastung in allen Ebenen der Hierarchie durch, entsteht ein Stapel
von Bildern unterschiedlicher Auflosung, aber gleich groffen Definitionsbereichs.

Die Realisierung von reduzierter Auflosung erfolgt durch Anwendung groflerer Filtermasken.
Wir gehen von einer Realisierung des Gaufsfilters durch Kaskadierung von Binomialfiltern aus.
Die Faltung mit den Filtern bedeutet dann einen hohen Rechenaufwand. Im 1D-Fall wéachst die
Filtergrofie (K) quadratisch mit der Grenzwellenldnge A\, ~ i Im 2D-Fall wichst der Be-
rechnungsaufwand sogar mit der vierten Potenz. Fiir eine Halbierung der Grenzfrequenz des
Tiefpasses ist wegen ug, ~ % die Verdoppelung von o erforderlich und wir erhalten wegen
o~V K ~n—ug~ \/% mit n als Anzahl der Kaskaden bzw. Ordnung des Binoms

w_on_ fm_, m_, K
up  0p ng ng K,
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eine Vervierfachung der Binomordnung und damit vierfache Ausdehnung K gegeniiber K.

Der Auflosungsstapel enthdlt Redundanz, da ein breites Filter Strukturunterschiede benachbar-
ter Bildpunkte nicht mehr unterscheiden kann.

Zweite Moglichkeit ist die Anpassung der Abtastung an die Grenzfrequenz in der jeweili-
gen Ebene der Hierarchie gemdfs dem Abtasttheorem. Reduzierte Auflosung wird dann durch
gleich grofSe Filtermasken und Unterabtastung (Resampling) realisiert. Der Rechenaufwands sinkt
dabei mit abnehmender Auflosung bzw. wachsender Skala, da gleich grofse Filtermasken auf
immer weniger Abtastpunkte angewendet werden. Wir erhalten eine Pyramidenstruktur.

Besonders verbreitet ist die oktave Diskretisierung der Skala, bei der die Grenzfrequenz von
Ebene zu Ebene halbiert wird, wahrend sich der Abtastabstand verdoppelt. Die so gebildetete
Pyramide heifst Oktavpyramide. Auf einer logarithmischen Frequenzskala besitzen die Durch-
lalbereiche (Paflbdander) der Oktavpyramide gleiche Absténde.

Berechnung der GaufSpyramide:

Burt (1981), Crowley (1981)

g9 = f
g(s) = SgWg(S_l) s>0
= Sswig?

mit W' = WO xws—1ye mwl

[Burt and Aselson, 1983] wahlen W = %6[1 4 6 4 1], also eine Binomialmaske der Ord-
nung 4.
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3.6.2 Laplacepyramide

Die Berechnung der Laplace-Pyramide erfolgt entweder durch Ableitung der Gaufipyramide (LOG,
Laplacian of Gaussian) oder durch Approximation mit Differenzen von Gaufsebenen (DOG,
difference of Gaussian). Im Stapelkonzept ergibt sich folgender Zusammenhang zwischen den
Ebenen:

19 = g Wyl =g — gt 550
S
Rekonstruktion des Originals g(o) = Zl(s) +g(s)
s=0

Die Laplacefilter bilden ein (nichtorthogonales) Basissystem der Frequenzdarstellung.

Die Faltung laf3t sich hier als lokale Projektion der Bildfunktion auf Basissystem interpretieren.
Der Frequenzraum wird durch Palbander (und nicht Dirac-Funktionen) abgetastet! Aufgrund
der Nichtorthogonalitdt der Basisfunktionen tiberlappen sich die Pafibédnder. Die Darstellung
ist redundant.

Berechnung einer oktaven Laplace—Pyramide:

Burt, Adelson (1983) schlagen die Berechnung durch DOG vor. Das Problem ist hier, dafs die
Pyramidenebenen unterschiedlich grofse Tragerfunktionen besitzen. Die Losung ist der Um-
weg tiber das Stapelkonzept, allerdings ohne den dort notwendigen Aufwand wegen grofier
Filter.

Iterative Berechnung der Ebenen in 3 Schritten:

1. Glattung und Unterabtastung g(S“) = SQWg(S) s>0

2. Expansion und Interpolation §+1) = WS 1 gttt = Wws %SQWQ(S). Der Interpolations-
operator ist hier identisch mit dem Gladttungsoperator. Die Forderung fiir Interpolations-
operator ist, dafs das Integral auf Eins normiert ist.
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3. Differenzbildung I(®) = ¢(8) — (st = (7 — WS%SQW)Q(S)

Wenn das Original M Pixel gro8 war (1D-Fall), sind fiir die Pyramide M + & + 2 4 4 QMS =

2M (1 — 27571) Pixel nétig. Auch hier erkennt man die Redundanz der Darstellung.

Implementierung:
012345678 ©)
o0 ° o0 g
N 0 1 3 4 o

Ann:w=:[1 4 6 4 1] ~ Kz =2 (K =5)
me{0,1,...,M —1}

ne{0,1,..., M=Kz
dh.n= m}KZ,m =2n+ Ky
Erinnerung:

g =07 g, Filimet = 07 e hiofmei
e Symmetrie des Operators: Faltung — Korrelation
e Skalierung: g,, = SA fm = fam
1. Transformation Originalsequenz g0 = 7= [g§2>]
auf nichste Auflosungsstufe g(!) = [g,(f)]
1. Bereitstellen von Tréger der Ausdehnung 21
2. Glattung und Unterabtastung
gﬁf) = Zizfz wkgfﬁik
2. Expansion und Interpolation
1. Loschen von Trager der Ausdehnung M
2. Expansion

Srll) = gé111)+2 vn
3. Interpolation
A (1 1
g = Yk awigy)y Y

3. Berechnung der Differenz zwischen Trager (0) und Trager (1)
) =g —gw)  Vm
= [teration fiir alle Stufen s

Pyramiden werden bei der Einbettung unterschiedlichster Probleme in eine Grob—Fein—Strategie
bzw. Fein—Grob—Strategie (seltener) eingesetzt. Typische Beispiele sind

¢ Kantendetektion
Skalenraumfilterung nennt man ein kontinuierliches Durchstimmen von o. Die Kausalitiit
der Gaufifilter garantiert, dafy bei Reduzierung der Auflosung keine neuen Strukturen
(z.B. Nulldurchginge des Laplacefilters) entstehen. Diese Eigenschaft ist eine Folge der
Interpretation der Gldttung als konservative Diffusion.

e Regularisiertes Matching z.B. Kontur-Modell oder Stereo-Korrespondenz
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e Simulation des Attentionsmechanismus

3.7 Lokale Zerlegung der Identitit

1. Die Analyse von Bildern erfordert eine Skalenhierarchie, die es ermoglicht, die auf ver-

schiedenen Skalen vorhandene Bildinformation zu erfassen. Diese skalierten Strukturen
sind einer Abstraktionshierarchie der Objektkonzepte zuzuordnen.

Beispiel: Das Deckblatt dieses Skripts zeigt ein Olgemiilde von Salvatore Dali, auf dem der Ma-
ler u.a. einen Riickenakt seiner Frau auf feiner Skala und das Portrait Abraham Lincolns auf gro-
ber Skala dargestellt hat. Um die Details des Aktes sehen zu konnen, muf$ man niher an das Bild
herangehen. Das Portrait hingegen kann man nur aus groferer Entfernung miihelos erkennen.
~> Das Visuelle System kann die gesamte Information des Bildes nicht bei einem Betrachtungs-
abstand (= Skalenstufe) erfassen, sondern benitigt mehrere Skalenstufen (= Skalenhierarchie).
|

Wir haben gelernt, dafs Kantendetektoren Modelle der gesuchten Strukturen enthalten.
Sie operieren nach dem Prinzip des Template-Matching-Filters, das die Kreuzkorrelation
zwischen Maske (Template) und Bildstruktur berechnet. Wollte man dieses Prinzip auf
alle moglichen auftretenden Bildstrukturen, tibertragen sind zur Verarbeitung dieser In-
formation eine unendliche Vielfalt von Operatoren (Filtern) zu entwickeln, die der Vielfalt
auftretender Objekt-Strukturen/Skalen entspricht.

Bis Ende 80er Jahre wurde dieses Ziel verfolgt, indem eine Vielzahl heuristischer Opera-
torentwiirfe realisiert wurde.

» Eine Systematisierung des Filterentwurfes nach allgemeinen Prinzipien ist erforder-
lich.

. Beim Entwurf von Filtern besteht traditonell die Vorstellung, dafd die Antwort eines Fil-

ters die Auspragung des eine Struktur charakterisierenden Merkmals wiedergeben soll.
Merkmale sollen aber bestimmte Invarianzeigenschaften erfiillen und auf unterschiedlichen
Abstraktionsebenen existieren. Dies ist schwer im Filterentwurf zu realisieren (nur neuro-
nal modellierte Operatoren erlauben dies).

» Merkmale sind das Ergebnis der linearen bzw. nichtlinearen Verkniipfung von Filterant-
worten. Filterung dient also der Vorverarbeitung zur Gewinnung von Merkmalen.

Existiert eine Basis zur Signalreprdsentation, die durch einen Satz von Filtern gebildet
wird ?

SeiQ?={0; | 1 =0,1,...,L — 1} eine Operatorbasis, d.h. die Menge der verfiigbaren
Operatoren, die eine Transformation f — f () induzieren, wobei

fO=n0 g Vi

Forderung: €2 spannt einen Vektorraum auf, der isomorph zu einem Teilraum des Signal-
raumes ist.

Dabei ist die Operatormenge (2 eine (vollstindige) Basis des Signal-Teilraums, die opera-
tionale Basis, die vom Konzept der Analyse abhdngt. Die Vollstandigkeit von (2 garantiert,
dafd keine Information verloren geht, also alle Strukturen dargestellt werden kénnen,
welche im Kontext der Aufgabe interessant sind. Die mathematische Beschreibung ist im
Falle orthogonaler Basisvektoren (Operatoren) einfach.
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» Filterung wird als orthogonale Projektion der Signale auf ein Basissystem verstanden:

L—1
F= < £h0 5 h0
=0

Zerlegung des Signalraums in orthogonale Teilrdume

L
F = Q0,305 (9 orthogonales Komplement zu (2,,)
mit f =f+e fEFfecQneccQlt
Es gilt el f

und  P{f} =F P{P{f}} =P{f}

Das heifst, P ist ein Projektionsoperator.

Qm

—h>

A= F 12+ e 12

» aber: Vollstandigkeit wird auch durch nicht orthogonale (iiberlappende) Operatoren
erreicht. Die hiermit verbundene Redundanz der Darstellung des Signals kann von
Interesse sein.

» aufierdem: Nur pragmatische Vollstandigkeit gefordert
Das Basissystem hat nur die relevante Strukturinformation zu repréasentieren.
Problem: Wie ist relevante Struktur zu modellieren ?

4. Die im visuellen Cortex gefundenen rezeptiven Felder bilden ein Basissystem zur Re-

présentation des visuellen Reizes.
[Hubel and Wiesel, 1959], [Hubel and Wiesel, 1962], [Hubel, 1989] sprechen von Zellen
als Merkmalsdetektoren mit gewissen rezeptive Feldern.

e MVS mufs sehen kénnen, was es sehen soll (pragmatische Vollstandigkeit)

e MVS mufi 6konomisch vorgehen, d.h. es kann keine unendliche Vielzahl von Ope-
ratoren hervorbringen, sondern nutzt eine systematische Hierarchiebildung.

» Basissystem entspricht Taxonomie rezeptiver Felder

5. Die Vollstéindigkeit der Basis zeigt sich am besten im Frequenzraum. Sie ist gewahrleistet,
wenn jeder Frequenzanteil eines Bildes durch den Satz von Filtern gleichermafien zur
Abbildung gelangt, d.h. die Summe der Ubertragungsfunktionen aller Filter konstant 1
ist.

» Das Problem der Vollstandigkeit verlagert sich auf die Suche nach geeigneten Parti-
tionierungen des Frequenzraumes.
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[H]

o,

y

Beispiel: Laplace-Pyramide
S

g0 = f =31 4 ¢
s=0

Fiir jede Frequenz u gilt

‘HQ‘ = ‘HGs’ + ’HLs’ + ’HLS—1’ +.o.+ ’HLO‘

|
Beispiel: Taylorreihenentwicklung
Fiir jeden Bildpunkt berechne
~ (Az)
flo+Ax) = flo)+ ; @) +en
" (Ax) g,
= Z%f()(ﬂﬂ)%-en
i=0
~hg ~ B 4+ 4.4 p() < Operatoren fiir n-te Ableitung
|

siehe Abschnitt 3.7.2 (n—Jets) und Kapitel 4 (Facettenmodell ~ Regression von Flachen
n-ter Ordnung an Signalfunktion)

6. Die Zerlegung der Identitéit (Split of Identity) entspricht einer Partitionierung des
Frequenzraumes.

Wie kann der Signalwert eines Punktes spektral zerlegt werden?

Die Struktur eines einzelnen Bildpunktes ist in der Korrelation mit Nachbarbildpunkten ent-
halten. Ein Bildpunkt trdgt nur beziiglich seiner Nachbarn Struktureigenschaft.

» Die Projektion der Signalwerte mittels eines lokalen Operators gestattet deshalb die
Strukturanalyse des Aufpunktes bez. eines Konzeptes.

Nach Euklid ist ein Punkt etwas, das keine Teile hat, also verschwindend klein und nicht
beobachtbar ist, da er keine Energie trdgt. In der Physik ist ein Punkt eine physikalische
Operation, die eine Beobachtung fiir ein relevantes Volumen erlaubt.

Daraus gewinnen wir eine operationale Definition eines Punktes: Ein Punkt ist ein linearer
isotroper Operator nullter Ordnung, der eine Zahl einem skalaren Feld (bzw. einen Vektor
einem Vektorfeld) zuordnet. Die Grofe ist willkiirlich und hangt vom Konzept (frame) ab.
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» Der Punktoperator ist ein Ausblend—/Wichtungsoperator fiir die operationale Basis
des Signalraumes.

Eine Observable ist eine beobachtbare physikalische Eigenschaft der Welt. Fiir die Beob-
achtung benétigen wir einen Meflapparat.

o FEin Bild ist eine physikalische Observable
e Observable haben eine intrinsische Skala (definiert durch PSF)

Die Gauf$funktion ist der ideale Punktoperator.
Probleme :

Die Fouriertransformation ist global. Existieren Konzepte fiir spektrale Charakterisie-
rung (Amplitude, Phase, Frequenz), die lokal anwendbar sind?

— Hilberttransformation (3.8)

— Gabortransformation (3.10)

Existieren orthogonale Basissysteme fiir die Zerlegung?
- Hauptachsentransformation (3.7.1)

— Wavelettransformation (3.11)

Was bedeutet lokal?

- Bezugsgrofie der Lokalitdt ist die Ausdehnung des Operatorfensters bzw. einer
Wichtungsfunktion im Operatorfenster (z.B. Parameter o der Gaufsfunktion).

3.7.1 Lokale stochastische Hauptachsentransformation

[Sommer and Meinel, 1987]. Sie ist die allgemeinste Charakterisierung eines BP bez. Ahnlich-
keit und Unterschied zu seiner Nachbarschaft.

Gedankenexperiment:

Wir zerlegen den Grauwert am Aufpunkt bez. seiner Nachbarschaft in zwei stochastisch ortho-
gonale Komponenten. Sei go der Grauwert am Aufpunkt  und g, der Grauwert am Testpunkt
x + 7. Wir finden die Haufigkeit aller Paare (go, g-) in der Nachbarschaft von & und tragen sie
in ein 2D-Histogramm ein, das dann die Wahrscheinlichkeit P(i,j) = P(go = ¢; N\ g = 9;)
fur das Ereignis enthilt, dafl am Aufpunkt  der Grauwert g; und am Testpunkt  + 7 der
Grauwert g; auftritt.
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gTA ) gr‘

" Identitat

9s
Differenzgrauwert

Summen
grauwert

HT

—>

>
%

Hauptachsentransformation (HT) heilt dann, ein in den Schwerpunkt von P(i, j) verscho-
benes Koordinatensystem so zu drehen dafs die Varianzen maximal werden, d.h. die Haufigkei-
ten bez. der Koordinaten des neuen Systems maximal entkoppelt (entkorreliert) sind.

Die Autokovarianzmatrix ist ein Maf fiir den Unterschied bzw. die Ahnlichkeit von go und g
(Erwartungswerte).

1 p(r)] HL GHT () _ 2y | 11RO

Cy(r) = 02(0) [ ff 0 1= p(r)

wenn 02(0) die Varianz und p(7) der Autokorrelationskoeffizient sind.

Die HT fiihrt zu einer Orthogonalisierung der Zufallsgréfien go und g, und ist daher eine Ei-
genwerttransformation. Die stochastische Eigenwerttransformation heifst auch Karhunen—Loeve—
Transformation

1
Eigenvektoren: 9sjd = 7(90 +g;)

[\)

Eigenwerte: Aijg = a2(0)(1 % p(T))

» Durch Summen— und Differenzbildung lassen sich Ahnlichkeit bzw. Unterschied messen.

» Die Drehung des Koordinatensystems geschieht durch Schitzung mittels geeigneter Operato-
ren
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Beispiel: Realisierung in 3 x 3—-Nachbarschaft:

Ann.: 4-Nachbarschaft, d.h. |T| = 1 aber 4 verschiedene Richtungen iiberlagert

[HI

T
T|A|T —_— i X
T
-
u
hagr = hi+hy
= h+h
= ( he+h V)xfmoxf=f
N——
s—Operator
) . 010
he = SMP ) =2 |1 41 mitn2z[1 1]
010
0 -1 0
1 1 *2 T2 1 :
0 -1 0
wobei A der Laplace— und V der Nablaoperator sind.
MitVy=[1 1| O—@ He, b Vy=[ -1 1| O—@ Hy,
gllt ’ Hv2 ‘:‘ HV’2 ’ und:

010 0 -1 0 0 00 000
h—1141+1 1 4 1—1080—010—5
TS 8| o8 B B

010 0 -1 0 0 00 000

Zur Konditionierung des Filters falten wir den Tiefpafloperator h: bzw. Hochpafioperator h; mit
einem GaufSfilter

hr = hy *x hg hr, = h; x hg

und erhalten einen TiefpafSoperator h7 und einen Bandpafioperator hy,.
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Prinzip der Unschirfemaskierung

Wegen 6 := hy + hy gilt

hr +hy = (hi+h)*hg

= (S*hG
<—>hL = hg—hT

DOG-Realisierung des Laplace-Operators

Um das Filter an verschiedene Aufgaben anzupassen, fithren wir die Parameter oo und 3 ein
und erhalten das Unschiirfemaskierungsfilter:

hy = ahp + Bhy, = Bhg + (Oé — ,B)hT

Dieses Filter wirkt als Detektor zur Messung von Mittelwert und Kriimmung der Signalfunktion.
Zunichst konnte man die Parameter a und /3 als unabhéngig betrachten. Es zeigt sich aber, dafs

die Beziehung 8 = 1 — a sinnvoll ist.

Beispiel: Anwendungen:
1. Kantendetektion o=0 pf=1 Z hy; =0

2. Glittung a=1 B=0 Y h,=1
3. Schirfung akl B=1 Zhui <1
~——
B=1—«
4.

Interpolation a=1 pBeN Z hy, =1

S

adaptive Glittung (bei signalabhiingigem Rauschen)

o
B =1 — amp = 3 3
05 +05 ) mn

2

ne

mit der Signalvarianz o und der Rauschvarianz o

Bmn — 1,wenno’ < o? —  Betonung der Schirfung
Bmn — 0,wenn o> 02 —  Betonung der Glittung
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3.7.2 Unscharfe lokale Ableitungen und Jets

[Koenderink and van Doorn, 1987].

Verschmierung und Diffusionsprozef3

Mit der Einfithrung des Skalenparameters s kommen wir zu einer Darstellung der Signalfunk-
tion im Skalenraum f(z;s). Mit zunehmender Verschmierung (wachsendem s) der Signalfunk-
tion f(z;s) werden lokale Maxima immer weiter abgebaut und lokale Minima immer mehr
aufgefiillt, so daf f(z;s) im Grenzwert fiir grofe s gegen die Gleichverteilung strebt.

Satz (Monotoniebedingung):
Nur die Gauffunktion als erzeugender Operator der Verschmierung hat zur Folge, daf3 fiir
Extrema 1. Ordnung <g—£ —0, &1 # O> die Monotonienbedingung

;o2
Of (w;s) 02 f(x;5)

Js o2 0
gilt.
[ |
» Die Monotoniebedingung gilt streng nur fiir eindimensionale Funktionen.
Satz (Diffusionsgleichung):
Die Monotoniebedingung gilt fiir alle Funktionen f, die Losungen der Diffusionsgleichung
0°f(x;5) _ Of(x35)
or?2  0Os
sind.
|

» Im Unterschied zur Darstellung der Diffusionsgleichung in Abschnitt 3.4.3 wird hier die
Skala anstelle der Zeit verwendet, um explizit die mit der Zeit fortschreitende Verschmie-
rung zu reprasentieren.

Die Losungen sind berechenbar als Randwertproblem der partiellen DGL mit der Greenschen
Methode und heiflen Greensche Funktionen. Die Gaufifunktion ist die Greensche Funktion der
Diffusionsgleichung. Sie bildet einen skalierbaren Punktoperator.

1 e—m2/4s

Punktoperator
4ms

po(w;s) =

Diese in der Skalentheorie {ibliche Darstellung entspricht der Standarddarstellung der Gauf3-

funktion mit 2s = 2.

» Die Diffusionsgleichung beschreibt die Signalfunktion fiir alle Auflésungen gleichzeitig.

» Die Signalfunktion wird ersetzt durch eine einparametrige Familie von Signalfunktionen, die
Skalenraum-Darstellung.
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Multiresolution mit unscharfen lokalen Abteilungen

Unser Ziel ist die Beschreibung lokaler Geometrie, wobei der Begriff ,lokal” von der Auflosungs-
stufe abhdngt. Die lokale Geometrie eines Punktes berechnen wir aus der differentiellen Struktur
der Signalfunktion:

1. Berechnung partieller lokaler Ableitungen (kann auch fiir gesamtes Bild erfolgen)

2. Konstruktion invarianter differentialgeometrischer Merkmale durch Linearkombination bzw.
Nichtlinearkombination partieller Ableitungen.

Der Gegenstand der Differentialgeometrie ist die Beschreibung der Geometrie skalarer mehrdi-
mensonaler Funktionen bez. ihrer lokalen Eigenschaften. Bei Grauwertfunktion beziehen sich
differentialgeometrische Eigenschaften sowohl auf den Wertebereich (Grauwert) als auch auf
den Definitionsbereich (Ort, Zeit).

Um zu den geforderten Ableitungen der verschmierten Funktion zu kommen, falten wir die
Funktion mit verschmierten Ableitungen des Punktoperators.

Diese unscharfen Ableitungen sind Ableitungen der Ordnung n des Punktoperators:

(x;s) = o (x;s) mit (x;8) = c -
SOTL I - (930” SOO ’ SOO I - \/R
= <\;—4i> H, <\/%> wo(x;s) ~ Funktion mit n Nulldurchgingen
s s
2dme™? x
H = (D)l mit r=
n(2) (=1)"e o mit z i

Dabei heifien die H,, Hermite Polynome und entstehen in der Ableitung der Gaufsfunktion durch
die Anwendung der Kettenregel.

Wegen der Linearitit aller beteiligten Operatoren folgt:

Sl @0 s = (@0 « o)
= f(2;0) * %%(m; s)
= f(2;0) % pon(z;5)
Es gilt das Verkettungstheorem fiir die Skalen s und ¢:
on(@;5) % om(wit) = Pnam(w;s+1)

Aufderdem stellen wir fest:

1. Bei wachsender Ordnung bleibt die Breite der Funktion erhalten, aber die Anzahl der
Nulldurchgdnge wéchst.

0
a—xSDn(x;S) = Pnsi(z;s)
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. .. . . . o2 o
2. Operatoren sind Losungen der Diffusionsgleichung, da 5 = 5;
0
&@n(ﬁﬂ; s) = ¢nya(x;s)

Eine Multiresolutionsanalyse bez. der Originalfunktion f(z;0) ist moglich mit unscharfen Ab-
leitungsoperatoren.

Die Operatoren ¢,, zeigen asymptotisches Verhalten fiir n — oo :

de: s —Fkt.
no gerade cos —kt } mit Gau3funktion als Einhiillende

n ungerade: sin-Fkt.

w=4/1 (%) Kreisfrequenz der trigonometrischen Funktionen

Die Ubertragungsfunktion ¢y, (u; s) = (j ou)re AT us zeigt Bandpafiverhalten.

» Eine Funktion mit dhnlicher Charakteristik ist die Gaborfunktion (Abschnitt 3.10)

Die Erweiterung auf 2D-Fall geschieht durch:
on opta
ox" - OzPOyd

or+a
Pn —7 Ppg = W%O

mitn=p+¢q

Da der Punktoperator isotrop und kartesich separierbar ist, gilt:

Opg(T,y58) = op(x;8)pq(y; s)
2 2
_1\Pta T y o -

z,Y;8) = | —=—= Hy,| —=)H; | —=
emtee) = () () () o

Beispiel: unscharfer Laplace-Operator ~ Apgo(x, y; s)

Erinnerung: scharfer Laplace-Op. A = g—; + aa_;?
5

p(,y58) = 55000(,Y;:5)

= pa(w; s)eo(y; s)

1 22 1 e s
25\ 2s 4rs
1 [ x2

= — 1) woo(z,y;s)

unscharfer Laplace-Operator: Apoo(x,y; $) = wa0(x,y; ) + wo2(z,y; s)

(M)

r
0. 0e I __ po(r;s)
or or dms Ar Ars

in Polarkoordinaten Apgo(r, @; ) = %
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Lokale Jets

Definition (lokaler n—Jet):

Ein lokaler n—Jet ist die Aquivalenzklasse aller verschmierten Signalfunktionen, die in allen par-
tiellen Ableitungen bis zur Ordnung n {ibereinstimmen (bezogen auf einen speziellen Punkt fiir

ein gewdhlte Auflosung).
[

Der 2D n-Jet wird durch £ (n + 1)(n + 2) Zahlen charakterisiert:

n=0: oo
n=1: oo, ¥10, Po1
n=2: Yo, P10, Lo1, P11, ©20, P02

Dies entspricht einer abgebrochenen Taylorreihenentwicklung der verschmierten Signalfunk-
tion.

Lokaler 4-Jet : Der Punktoperator und seine Ableitungen haben gleiche Ausdehnung. Die An-
zahl der Nulldurchgénge entspricht der Ordnung der Ableitung.

SR ISR
00% %:0*0‘%00,

‘;' " ‘4»%‘0:0,
(O i

N TTRERER
' "'%%ﬁt
WA

Ubertragungsfunktion der Ableitungen des Punktoperators. Das Maximum des Palbandes
verschiebt sich mit u", deshalb Zunahme der Rauschempfindlichkeit mit wachsendem n.
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Signalfunktionen lassen sich mit Hilfe des unscharfen Punktoperators in eine Taylorreihe ent-
wickeln.

Im 1D-Fall:
Flass) = f(2;0) % po(z;s) = f(x,0) % (Z sok(];;s) xk>
k
_ - ar(s)
— kzzo pr
mit

0o k
ax(s) = / f(z;0)pp(x; s)dx = %f(x, s) = f(x;0) * i (x; 8)

wobei die Koeffizienten aj, die Ableitungen der verschmierten Funktion sind.
Im 2D-Fall gilt:

k
k
xk_>($+y)k = Z( )x”yk_p firk=p+gq
p=0 \ P
"1k
flxy;s) = EZ< )apq(S)wpykp
k=0 p=0 \ P

ap(s) = /_OO /_Oo f(@,y;0)pq(z,y; )ddy

opta

= Wf(w,y; 5) = f(z,y;0) * ppq(z,y; 5)

3.7.3 Differentialgeometrische Mafle

Die Differentialgeometrie beschreibt die Geometrie differentieller Umgebungen von Punkten auf
Kurven oder Fldchen auf der Grundlage von partiellen Ableitungen der Funktion.

Differentialgeometrische Mafle charakterisieren die lokale Struktur von Funktionen.

Zwecks einer allgemeineren Beschreibung von Bildstrukturen sind Invarianzeigenschaften sol-
cher Mafle von Bedeutung. Verschiebungs— und Rotationsinvarianz lassen beispielsweise eine
Beschreibung von Bildstrukturen unabhéngig, d.h. invariant beziiglich Position und Drehlage
in der Bildebene zu.

Aus der Differentialgeometrie bekannt sind die Invarianzen der Gaufskriimmung und mittleren
Kriimmung.

Da unscharfe Ableitungsoperatoren exakte gemischte partielle Ableitungen der verschmierten
Signalfunktion liefern, wenn sie auf die originale (nicht verschmierte) Signalfunktion angewen-
det werden, sind die zu berechenden differentialgeometrische Mafle exakt fiir das einbezogene
Modell des Punktoperators.

Fiir die Berechnung eines MafSes wird nicht der gesamte Jet wird verwendet, sondern nur die
tir die Mafle bedeutsamen partiellen Ableitungen.
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3.7.3.1 Fundamentalformen

[Besl and Jain, 1986]

Die Grauwertfunktion des Bildes sei als gekriimmte 2D-Fldche S in E3 eingebettet. Die Flache
S ist dann in Parameterform beschrieben durch:

S = {(%% Z) ’ T = h(U,U), Yy = g(u,v), z = f(u,v); (U,U) € Rz}
oder, in vektorieller Parameterform:

r = r(u,v)

= z(u,v)er +y(u,v)ez + 2(u,v)es

Eine Tangentialebene mit Normalenvektor n beriihre die Flache S im Punkt Py(ug,vo) € S, be-
schrieben durch den Ortsvektor 79 = 7(ug, vg).

Um die Eigenschaften einer Flache in der Umgebung des Punktes F zu untersuchen, betrachtet
man Kurven r(t), die auf S liegen und durch P gehen.

r(t) = r(uo + u(t),vo + v(t)) mit u(0) = v(0) =0
Spezielle Kurven sind krummlinige Koordinatenlinien (u,v), die durch Py gehen und in der
Oberflidche liegen.

Der Tangentialvektor an einer durch Py gehenden Kurve hat im Punkt P, d.h. bei t = 0 die
Darstellung

dr _ Org du(0) = 9rg dv(0)
dt|,_, Ou dt ov dt
mit
r, = % = @(u Vo)
u — ou - ou 0, V0
T, = % = @(u Vo)
v T 8?} - 81) 0, Y0

Diese partiellen Ableitungen beschreiben die Tangentialvektoren an den Koordinatenlinien u
und vy. Sind diese Tangentialvektoren an der Flache im Punkt P linear unabhingig, so heifst



232 KAPITEL 3. ANWENDUNGEN VON LSI-OPERATOREN

der Punkt P reguldr, andernfalls singuldr. Ist I regulédr, dann spannen r,, und r,, eine Tangen-
tialebene an die Flache im Punkt P auf. Der Normalenvektor dieser Tangentialebene ist dann:

Ty X Ty
n=————
| 7y X Ty |

Die innere Geometrie einer Flache wird durch das Bogenelement oder Linienelement ds? der
Flache S bestimmt. Fiir die Bogenldnge s(¢) einer Kurve K auf der Fldche gilt in Parameterdar-

stellung
ds\* _ 0 0 (du\*0r Or du dv Or Or (d0)?
dt  Ou Ou \ dt Ou Ov dt dt  0Ov Ov \ dt

Die Bogenldnge wird durch folgende Beziehung definiert:

s(t) :/t
0

Die erste Fundamentalform beschreibt das Bogenelement auf der Fldche.

or
—|d
or g

¢p1 =ds* = Edu®+2Fdudv+ G dv?

T
B du r2  rly, du
dv rlp, 72 dv

= du! Gdu

Die Matrix G ist der metrische Tensor der Flache. Er hdngt nicht von der Einbettung der Fldche in
E?3 ab. Ebenso bleibt G bei einer isometrischen (lingenerhaltenden) Abbildung (z.B. diinnes Papier)
erhalten. Der Ausdruck fiir ds? beschreibt die Riemannsche Metrik .

or Or ox\? oy 2 02\ ?
oror _owox  Oyoy , 00z
oudv  Oudv Oudv  Oudv

or Or oz \? oy 2 02\ >
m=ceo = o=(5) +(5) (%)

g12 = g21 = F(u,v) =



3.7. LOKALE ZERLEGUNG DER IDENTITAT 233

Die durch den metrischen Tensor bzw. durch die erste Fundamentalform beschriebenen Ei-
genschaften der inneren Geometrie einer Fliche sind zum Beispiel der Fldcheninhalt oder die
Lange von Kurven auf der Flache. Zum Beispiel ist

A://\/EG—FQdudv
AS

der Flacheninhalt A eines Flachenstiicks AS C S.

Die Monge-Darstellung (engl. monge patch) der Flache

r=u, y=uv, z= f(u,v) oder r=

y
f(z,y)

vereinfacht die Behandlung von Funktionen tiber Bildern. Die (geneigte) Ebene des Bildtrdgers
wird Tangentialebene.

Die Monge-Darstellung liefert:

_oror af\?
B = So—1+(3)

oror _ 0f0f
oudv Oz dy

_ Oror af 2
¢ = 5g=1+(3)

oder, mit f, := %, fy = g_i und foy, = g_ig_i

F =

¢ = de'Gdx
T
()
dy fofy 1+ f] dy

Der metrische Tensor wird also durch nichtlineare Funktionen der partiellen Ableitungen erster
Ordnung, der Richtungsgradienten, von der Bildfunktion bestimmt.

Die zweite Fundamentalform beschreibt die Gestalt der Fldche bez. Kriimmungscharakteristik.
¢po= —ds"dn = Ldu®+2Mdudv+ N dv’
T
B du rln rln du
dv rln rln dv

= du’ Bdu
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Die zweite Fundamentalform enthilt die Kriimmungseigenschaften der Flache und hiangt von
der Einbettung der Flache in E? ab. Sie beschreibt die iufere Geometrie einer Fliche im Raum.
Der Tensor B ist der Kriimmungstensor der Flache. Seine Elemente enthalten die Projektionen
zweiter partieller Ableitungen von S auf den Normalenvektor 7.

In der Monge—-Darstellung erhalten wir:

2 2\ ~3 T
n = <1+<g> + (ﬁ) ) (—% —%,1> Oberflichennormale

Ox oy ox’ Oy
2.\ T 2f
by = Lz(%) n= 8:1:22 -
u ) )
1+ ()" + (8)
82 f

0*r 0x0y

T
)"
_ (o' y
V= (31}2) " \/1Jr (8f>2+ (af)2

b12=b21 = M:<

bao

und kurz:

dx’ B dx

b2
T
VI+2+02 \dy fry  fyy dy

Der Kriimmungstensor wird also durch die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von der
Bildfunktion bestimmt. Er gibt ein lokales Maf fiir die Richtungsdnderung der Flachennorma-
len bei Bewegung in der von (u, v) aufgespannten Parameterebene an.

3.7.3.2 Kriimmungsmafle

Kriimmung, Windung und Bogenlidnge einer Kurve sind Invariante beziiglich Euklidischer Trans-
formationen (Bewegung eines starren Korpers) im Raum. Diese Eigenschaften iibertragen sich
auch auf Flachen im Raum. Wir haben vorn gesehen, wie spezielle in der Fldche liegende und
durch Punkt P, gehende Kurven zur Berechnung der Fundamentalformen der Fldche fiihren.

Kriimmung einer Kurve im Raum:

Die Kriimmung ist ein Maf fiir die Abweichung einer Kurve von ihrer Tangente im betrachteten
Punkt Py. Der Tangenteneinheitsvektor ¢t an Py ist definiert durch

t= — —
ds

|t =1
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t(s+As)

Demzufolge ist die Krimmung von K in F:

£
ds?

- — |
ris) =2, = dimg

Ao

As

Man bezeichnet
r"” = k(s)n

als den in Richtung der Hauptnormalen n der Kurve am Ort P, weisenden Kriimmungsvektor der
Kurve.

Kriimmung einer Fliche im Raum:

Um die Kriimmung in der Umgebung eines Punktes P, auf einer Flidche S zu untersuchen,
wird die Kriimmung von Kurven betrachtet, die in S liegen und durch Py gehen.

Die Projektionen des Kriimmungsvektors r{ auf die Flichennormale n fiihrt zu folgender Zer-
legung des Kriimmungsvektors:

Ty = Kkpn + Ko , wobei n'ko =0, d.h. kg ist Tangentialvektor

Folgende Kriimmungsmafie entstehen:

kg = |ko|  geoditische Kriimmung
K, ormalenkriimmun
Ni lenk

Die geodiitische Kriimmung ist ein Maf$ der inneren Geometrie der Fldche. Sie wird durch die
erste Fundamentalform bestimmt. Sie ist invariant gegen Verbiegungen.

Die Normalenkriimmung ist von der Einbettung der Flache im Raum abhéngig, also ein Maf3 der
dufleren Geometrie der Flache. Sie wird durch die zweite Fundamentalform gegeben.
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Fiir die folgenden Betrachtungen wird die dufSere Geometrie auf die innere durch Normierung
bezogen (Weingarten-Abbildung), d.h. es werden Quotienten g (Weingarten-Matrix) fiir die
Angabe der Kriimmung verwendet.

1. Die Normalenkriimmung &,
gy = 22— _dn
" (bl N dr
ist die Projektion der Flichenkriimmung (des Kriimmungsvektors einer speziellen Kurove)
im Punkt P, in Richtung der Flichennormalen.

2. Die Hauptkriimmungen «1, ko sind die Maximal- und Minimalwerte der Normalen-
kriimmungen beliebiger Kurven durch F. Sie ergeben sich als Eigenwerte des Kriimmungs-
tensors B bzw. von Z. Die Hauptkriimmungen sind Lésungen der Gleichung

(EG — F*)k* — (EN + GL — 2FM)k + (LN — M?) =0
H ~ mittlere Kriimmung

— K12 = H++VH?-K
K ~ Gaufische Kriimmung

Fiir einen reguldren Punkt (bei Unabhédngigkeit der Tangentialvektoren des Punktes) gilt
K1 1 K2.

3. Die Gauf3sche Kriimmung K

_ detB  LN-M?
T qetG | EG_p2 _ Mm

ist eine Eigenschaft der inneren Geometrie und bleibt unter isometrischen Abbildungen
erhalten. Sie ist unabhéngig von der Reprasentation der Fldche.

4. Die mittlere Kriimmung

I 1traceB EN +GL—-2FM 1( i)
2 G 2EG — F2)3/2 g\

ist eine Eigenschaft der dufleren Geometrie einer Flache.

Beide sind aber Invariante beziiglich Euklidischer Transformationen, d.h. gegeniiber Rotation
und Translation, solange die Jacobimatrix der Transformation nicht verschwindet. Die Jacobima-
trix ist eine Matrix von ersten partiellen Ableitungen von k Funktionen iiber n Variablen.

%A .. 9h
8331 amn
J=1 ...
Of ... Ofx
o1 OTn

In der Folge werden wir Regionentypen durch das Vorzeichen von mittlerer und Gaufischer
Kriimmung unterscheiden. Hierzu kann eine Variante dieser Kriimmungsmafie verwendet
werden, die auf die Hessematrix H zurtickgefiihrt wird.

f 9%f
o2 dzdy o fmm f:vy

0% f 9%f
0z0y oy? Jey  fyy

H=vVlf=
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Die Hessematrix hat die gleiche Struktur wie der Kriimmungstensor in Monge-Darstellung.
Sind d; und dy die Eigenwerte der Hessematrix, so erhdlt man als Analogon zur Gaufischen
Krimmung K die Determinante der Hessematrix

Dy =detH =d;dy = fxacfyy - mzy

und als Analogon zur mittleren Kriimmung das Ergebnis einer Anwendung des Laplace-Operators
auf f, d.h.

1 1 1
Dy =Af = §traceH = §(d1 +d) = §(f:v:v + fyy)-

Die Werte von K und H, bzw. von Dy und D5, dienen der Klassifizierung von Flichenpunkten
P € S. Die klassifizierten Muster fassen wir als Oberflichenprimitiva auf. In der klassischen
Differentialgeometrie werden folgende vier Grundtypen von Fldchen unterschieden.

Flachentyp H = %(m + ko) | K = K1 K2
elliptisch K >0
hyperbolisch K <0
parabolisch H#0 K=0
planar H=0 K=0
elliptisch hyperbolisch

———
———

==
> 5
= SN
= N

=== N
S raIaIihir

Y AN
Y \\\\\\\\Q\\\\\\ NN
////// ///// \\\ \‘\
G A A R
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Der K-H-Raum:

KAPITEL 3. ANWENDUNGEN VON LSI-OPERATOREN

Wegen der Invarianzeigenschaft von Gaufischer und mittlerer Kriimmung beziiglich der Blick-

richtung auf eine 3D-Oberfldche spielt

die lokale Interpretation der Signalfunktion im K-H-

Raum eine interessante konzeptionelle Rolle (Terzopoulos, 1988).
Im K-H-Raum werden 8 Primitiva fiir Oberflachen unterschieden.

o

verbotene

sphéarische
Flichen (K = H?)

Spitze Grube
(peak) (pit)
Kamm (ridge) Tal (valley)
D TeE s >

H
planare Flachen (flat)
Sattelkamm
(saddle ridge) Satteltal
(saddle valley)

Alle reguldren Punkte liegen aufserhalb

~— Minimalflachen (H = 0)

der verbotenen Zone.
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Spitzenflache H < 0 K > 0 Planare Fliche H =0 K =0

Grubenflaiche H >0 K >0 Minimalflache H =0 K < 0

Kammflache H < 0 K =0 Sattelkamm-Flache H < 0 K <0

Talflaiche H >0 K =0 Satteltal-Flache H > 0 K < 0
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Berechnung von Invarianten mittels partieller Ableitungen:

Koenderink, van Doorn (1982, 1986) schlagen vor, nach Geometrien zu suchen, die auf natiirliche
Weise die invarianten Leistungen des menschlichen visuelen Wahrnehmungssystems repréasen-
tieren konnen.

Bsp.: (fex fyy — f7,) sind invariant bzgl. perspektivischer Projektion.

Zur Schidtzung der zur Kriimmungsberechnung notwendigen partiellen Ableitungen wenden
wir das Konzept der lokalen Jets an. Bei Monge-Darstellung erhélt man mit den Koeffizienten
aus 2-Jets a;;:

2r2p (21
0x2 Oy Ozdy

K = :
af of\>
(1+ ()" (3))
_ a20002 — a%
(1+afy + af;)?
0%f 2f f(of of 8f 9*f
H — 8x2+8y +8a:2 < 8_( > _2%8_3/8183/

)+
(1 (4 (3)°)

(14 a2y)aoz + (1 + a?y)aso — 2a10a01a11
3
2(1 + afy + agy)?

Die Kriimmung einer Isophote (Konturkriimmung) ist:

2 2
—ag a0 + 2a10a01a11 — a75a02

k= 2 243
(afy + ag;)?

Das ist die Kriimmung senkrecht zum Gradienten, also entlang der Kante.

Nach [ter Haar Romeny et al., 1993, Florack et al., 1994] ergeben lineare oder nichtlineare Kom-
binationen einfacher Invarianter wieder Invariante, so dafs die Berechnung eines vollstindigen
Satzes moglicher Invarianter fiir n—Jets (also unter Verwendung n-ter unscharfer Ableitungen)
durch Formelmanipulation moglich ist.

Bei Ordnungen hoher als zwei geht die Manipulation solcher Mafse weit tiber die Differential-
geometrie hinaus, die Interpretation der Invarianten ist daher meist unbekannt.

Fiir Mannigfaltigkeiten der Dimension n > 2 ist eine Behandlung der Kriimmung ebenfalls
moglich. Derartige Betrachtungen sind beispielsweise fiir Bildfolgenanalyse von Interesse. Die
Einbettung einer Bildfolge (n = 3) in einem p-dimensionalen Raum (p > 4) wird zu einer
Kriimmungsanalyse fithren, die durch den Riemannschen Kriimmungstensor beschrieben wird
(Barth, 1995).

Da die Skala selbst eine Dimension darstellt, wird eine Multiskalen-Bildfolgenanalyse durch
n = 4 beschrieben.

Nimmt man farbige Bilder an und ordnet den drei Farbkanélen ebenfalls je eine Dimension zu,
so liegt bereits der Fall n = 5 vor (Sochen, 1998) und fiir farbige Multiskalen-Bildfolgen gilt
demzufolge n = 7.

Wir erkennen, wie schwierig die Behandlung werden kann, wenn die Anzahl der Freiheitsgra-
de der Signalrepradsentation wiéchst.
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3.8 Lokale Spektrale Reprasentation

Problem: Wie kann man erreichen, daf} die spektralen Charakteristika Amplitude und
Phase auch im Ortsraum fiir jeden Punkt € D anwendbar sind?

Ziel: Die Groflen A(z),¢(x) sollen nun Reprisentationen der Signalfunktion f(z)
sein. ~ Zerlegqung der Identitit bez. dieser beiden Konzepte

Losung: Das reelle Signal f () mufs in ein komplexes Signal

2(x) = fla) + jf(2)

transformiert werden. Dabei bildet die reelle Funktion den Realteil und eine
in geeigneter Weise transformierte Funktion f(z) den Imaginérteil des kom-
plexen Signals. Dieses komplexe Signal heifit analytisches Signal.

» Das analytische Signal wurde von Gabor (1946) eingefiihrt. Er nannte es komplexes Signal.
» Der Begriff analytisches Signal wurde spiter eingefiihrt und ist heute iiblich.

» Inder Literatur findet man auch haufig die Formulierung des analytischen Signals als z(z) =
f(x) — jf(x). Durch das hier gegeniiber oben geiinderte Vorzeichen des Imaginirteils er-
geben sich in der Folge auch andere abgeleitete Beziehungen. Beide Formulierungen sind
gleichwertig.

Die Funktion f(z) ist gegeniiber f(x) um —7 phasenverschoben.

Problem: Wie ist die komplexe Erweiterung zu realisieren, ohne dafs eine Amplitu-
dendnderung des Signals auftritt?

Losung: Zerlegung der Identitdt nach cos? @ + sin? § = 1

Wirkung: Die Vorstellung einer lokalen Fourierreihen—Zerlegung eines Signals impli-

ziert, daf ein Signal durch Superposition harmonischer Funktionen unter-
schiedlicher Ortsfrequenz synthetisiert werden kann. Deren gerade Kom-
ponenten (cos—Funktionen) und ungeraden Komponenten (sin-Funktionen)
sollen in obiger Beziehung verbunden sein.

Die geforderte Phasenverschiebung von f(z) und f(z) wird durch die Berechnung der negati-
ven Ableitung einer Funktion erreicht, z.B.:

d
0 cos(2rux) = 2musin(2wux)
T

(Die Skalierung der Amplitude wird durch Normierung der Winkelfrequenz w = 27w auf deren
Absolutwert vermieden.)

f(x) =sinwz f(x) = —coswz

, 2

|
ERE
I
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/ f(z) = coswz f(x) = sinwz
g'; \ﬂ— /\ A ] ; /\
MLVARY,
z z

Daraus folgt: ~ Wenn die komplexe Erweiterung des reellen Signals zum analytischen Signal
in der Weise realisiert wird, dafs die Komponente f(x) lediglich durch eine
Phasenverschiebung um |7 /2| aus dem Realteil f(x) gebildet wird, so ist die
Summe der Quadrate beider Komponenten eine phasenunabhingige Funktion,
die lokale Energie, welche gleich ist dem Amplitudenquadrat des Signals.

Lokale Energie und lokale Phase

E(zx) = f*(x)+ f*(x) lokale Energie
o(x) = arg(z(x)) lokale Phase

bilden das Konzept der Zerlegung der Identitét fiir alle Ortsfrequenzen einer spektralen Ana-
lyse.

» Lokale Energie und lokale Phase sind in natiirlichen Bildern stochastisch entkorreliert.
Sie sind orthogonal im stochastischen Sinn (bzgl. der Schidtzung des Erwartungswerts) und
bilden eine Basis der lokalen Signalstruktur.

» Diese Zerlegung hat zur Folge, dafs die Autokorrelationsfunktionen beider Komponenten des
analytischen Signals gleich sind:
Ry(r) = R;(7)

Wegen Ry (1) = F{Pr(u)} bedeutet dies eine Verdopplung der spektralen Leistung Py (u) fiir
die Fouriertransformierte des analytischen Signals:

Z(u) = F(u) + jF(u)

Die Forderung nach der Erhaltung der Energie bei der komplexen Erweiterung des reellen Si-
gnals fiihrt zu folgender Losung fiir die Fouriertransformierte des analytischen Signals:

2F(u) u>0
Z(u) =4 Fu) u=0
0 u <0

» Samtliche Energie des analytischen Signals liegt im positiven Frequenzbereich. Dies stellt
fiir reelle Signale keinen Informationsverlust dar. Da die Fouriertransformierte eines reel-
len Signals komplex hermitesch ist (F/(—u) = F*(u)), konnen die spektralen Anteile mit
negativer Frequenz rekonstruiert werden.

» Das Spektrum eines analytischen Signals ist nicht hermitesch, d.h. F(—u) # F*(u),da Z(u) =
0 fiir u < 0. Deshalb kann z(z) nicht reell sein.
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Aus der oben erwdhnten Berechnung der negativen Ableitung des Spektrums folgt die Losung
zur Berechnung des Imaginirteils des analytischen Signals:

e Berechnung der negativen Ableitung: Multiplikation des Spektrums mit —j27u

e Division durch |27u|

F(u) = H(u)F(u) = —j Tl (u) = —jsgn(u)F(u)
mit
Ap(u) = Ap(u) gleiches Amplitudenspektrum
¢rp(u)—5 u>0
dp(u) = or(u) u =0 verschobenes Phasenspektrum

¢r(u)+5 u<0

da |H| = 1 fur alle Frequenzen und da H;(u) rein imagindar ist. Im nidchsten Abschnitt bezeich-
nen wir den Operator H als Hilbert-Transformation.

a) Berechnung des analytischen Signals im Frequenzraum

2F(u) u>0
Zuw)={ Flu) uw=0
0 u<0
1 u>0
= 2F (u) step(u) mit step(u) = ¢ 3 u=0
0 u<0
= F(u)(1 + sgn(u)) wegen step(u) = %(1 +sgn(u))
1 vu>0
mit sgn(u) = 0 u=0
-1 u<0
Hieraus folgt
Z(u) = F(u)+7j(=jsgn(u)) Fu) = F(u) + jHr(u)F(u)
= F(u)(1+sgn(u)).
Der Operator H(u) = 1 + sgn(u) erzeugt die Fouriertransformierte des analytischen

Signals aus der Fouriertransformierten des reellen Signals. Es gilt

2 u>0
HW =3 1 u=0
0 u <0

v | 3
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b) Berechnung des analytischen Signals im Ortsraum durch inverse Fouriertransformation

von Z(u).
Aus
Z(u) = F(u) + jF(u)
folgt
Z(u) = H(u) - F(u) = (Hr(u) + jH(u)) - F(u)
mit
Hp(u)=1 ®e—O d(z) = hr(x)
Hiw) = —jsgn(u) @O  — =hi(x)

Das analytische Signal z(x) = f(z)+ j f (z) wird durch Faltung mit dem Operator h(z) =
hr(x) + jhi(z) aus dem Signal f(z) erzeugt:

2(@) = (h# f)(@) = (f * (6 + L)),
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3.8.1 Eindimensionale Hilberttransformation

Die Hilberttransformation #; erzeugt aus dem Realteil f(z) den Imaginérteil f(z) eines
analytischen Signals z(z) = f(z) + j f(z).

fa) = Hitf@)} = (Fx—)@)

1 o
G
7T r—T

Dieser Ausdruck weist auf eine Singularitdt bei x = 7 hin. Die Losung erfolgt unter Beachtung
des Cauchyschen Hauptwertes.

Die Realisierung der Hilberttransformation im Ortsraum

A~

fla) = (F« @)

ist ohne grofiere Fehler bzgl. der Phasenverschiebung kaum moglich. Die Hilberttransformati-
on findet ihre Entsprechung im Frequenzraum

F(u) = —j sgn(u) F(u)

Dort bedeutet sie eine Phasendrehung der spektralen Komponenten um

-5 u>0
A¢ = 0 u=0 .
% u <0

Voraussetzung ist allerdings, dal |H;(u)| = 1 fiir alle Frequenzen ist (eine Amplitudenmodu-
lation soll nicht stattfinden). Das heifst, Hg und Hy sind Allpafifilter.

Einige Hilbertkorrespondenzen:

T
sinx @—>» —coszx
cosr @—>» sinzx

» Zweimalige Anwendung der Hilberttransformation erzeugt Vorzeichenumbkehr fiir rein gera-
de/ungerade Funktionen.

f(z) =sinz @&—» flx) = —cosz *—> %(x):—sinmz—f(x)
f(x) =cosz @&——>» f(z) =sinx *o— f(z) = —cosz = — f()
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» Da f(x) eine reelle Funktion ist, gilt zwischen Real- und Imaginérteil des analytischen Si-
gnals z(z) stets die Hilberttransformation. Man sagt, Real- und Imaginarteil des analyti-
schen Signals bilden ein Hilbertpaar oder Quadraturpaar

A~

f(x) = zr(z) @—F 2/(x) = f(z)

Wegen ihrer Phasenverschiebung um |7 | sagt man, sie sind in
Quadratur—Phasenbeziehung.

» Anwendung der Hilberttransformation im Frequenzraum: Zwischen Realteil
Re{F(u)} und Imagindrteil Im{ F'(u)} des Spektrums F'(u) eines kausalen Signals f(x), f(z) =
0 fiir z < 0 gilt die Hilberttransformation

Re{F(u)} ®—> Im{F(u)}.
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A Fr

gerade, reell

gerade, reell

‘FR

Ir

ungerade, imagindr
Fy
Oo—@
I

A

Fr

gerade, reell

Fy

Schema der Hilbert-/Fouriertransformation eines geraden, reellen Signals
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3.8.2 Anwendung des analytischen Signals

Analytische Signale werden zur lokalen Strukturanalyse auf der Grundlage spektraler Reprisen-
tationen angewendet. Die lokale Blickweise der verwendeten Operatoren erfordert, dafy diese
an die intrinsische Dimension der interessierenden lokalen Signale angepafit sind. In Bildern sind
lokal folgende Dimensionen interessant:

intrinsisch 0-D:  Punkt in konstanter Umgebung
intrinsisch 1-D: Kanten, Linien

intrinsisch 2-D:  Ecken, Verzweigungen, gekriimmte Kanten/Linien

Definition (intrinsische Dimension):

Ein Signal f : RN — R ist von instrinsischer Dimension m, wenn es konstant ist in Bezug auf
N — m Freiheitsgrade.

i0D := {f € Ly: f(ZCZ) = f(ZCj)VZCZ',ZCj S N}
ilD = {f€Lsy: f(x,y) =g(xrcos+ysinh)V(x,y) € N} \i0D
2D := L,\ (i0DUilD)

Zunichst beschranken wir uns auf 1D-Signale bzw. intrinsische 1D-Strukturen. Der Grund
hierfiir liegt darin, dafs das komplexwertig analytische Signal keine intrinsischen 2D-Strukturen
reprasentieren kann. Hierfiir erweitern wir spater das Konzept auf ein quaternionwertiges ana-
lytisches Signal.

Wenn wir Aussagen zur lokalen Struktur eines Signals treffen wollen, miissen wir bedenken,
dafd nach dem Prinzip der Fourier-Reihenentwicklung das Signal aus einer Vielzahl von Harmo-
nischen mit unterschiedlichen Frequenzen synthetisiert wird.

Wenn wir also das analytische Signal nutzen wollen, um lokale Aussagen zu den spektralen Ei-
genschaften Amplitude und Phase zu treffen, entstehen Probleme wegen der Frequenzbezogenheit
dieser Grofien. Diese Probleme lassen sich 16sen unter folgenden Annahmen:

a) Die Struktur ist nur durch eine Frequenz synthetisierbar.
Dann miissen iiber den Operator, der aus dem reellen Signal das analytische Signal er-
zeugt, bzw. der die Hilberttransformation realisiert, keine einschrankenden Annahmen
gemacht werden. Er sollte aber Allpaficharakter (|H (u)| = 1 fur alle u) besitzen, wenn die
relevante strukturbildende Frequenz unbekant ist. In diesem Fall lassen sich

o momentane Energie/Amplitude
o momentane Phase
o momentane Frequenz

bestimmen.
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b) Die Struktur ist lokal aus einer Vielzahl von Frequenzen synthetisierbar.
Um eindeutige frequenzbezogene Aussagen ableiten zu kénnen, benétigt man Operato-
ren mit Bandpaficharakteristik, mit denen der Frequenzraum abzutasten ist. Je enger die
Pafibdnder, umso besser, aber auch, umso aufwendiger. In diesem Fall spricht man von

o lokaler Energie/Amplitude
o lokaler Phase
o lokaler Frequenz.

Diese lokalen spektralen Charakteristika entstehen also durch gewichtete Ausblendung
aus einem Kontinuum lokaler spektraler Merkmale mittels Operatoren, die man Quadra-
turfilter nennt. In den PafSbandern gelte |H (u)| = 1.

Gaborfilter und Ableitungsoperatoren sind als Bandpafifilter hierfiir geeignet.

Zunéchst betrachten wir momentane spektrale Charakteristika. Wir setzen also voraus,
dafd ein zu analysierendes Signal am Ort = durch eine spezielle Frequenz w = 27u
vollstandig determinert ist.

Motivation 1 :
Gegeben eine harmonische Funktion f(z) = Acos(wz), A > 0, konnen wir aus einer
einzigen Messung f(xo) an der Stelle z( nicht beide Komponenten der Funktion, d.h.
Amplitude A und Phase ¢, getrennt erkennen. Es ist nicht erkennbar, ob die Funktion
maximal, minimal, ansteigend oder abfallend ist und wir kénnen die Amplitude A nicht
ablesen.

I
f(x)

Sy

Zo

Das analytische Signal fiir die Funktion f(x) lautet
z(x) = A(cos(wz) + jsin(wz)) = Ae/”

Die momentane Amplitude A(x) und die momentane Energie E(x) = A?(x) sind fiir das
analytische Signal unmittelbar angebbar.

z(z))|

2(2)*.

Fiir unsere Funktion gilt A(x) = A fiir alle z. Die momentane Amplitude ist also die
Einhiillende der Funktion am Ort x.

Die momentane Phase

o(x) = arg(z(x)) = atan 2(z;(z), zgr(x))
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ist (nicht nur) in unserem Beispiel eine lineare Funktion von x (modulo 27). Diese Eigen-
schaft bezeichnet man als Aquivarianz. Ihr Wert sagt etwas {iber den momentanen Ver-
lauf der Funktion am Ort z aus, also iiber die momentane Struktur oder Qualitit.

2k zo : Maximum f(zg) = A

2tk + 7  xo: Minimum f(zg) = —A

21k + % w0 : Nulldurchgang (abfallend)
27tk — 5 x0 : Nulldurchgang (ansteigend)

Hierbei ist k eine natiirliche Zahl.

Beispiel: Die nichste Abbildung (Biilow, 1999) zeigt eine Funktion f(x) = A(z) cos(wz) mit
ortsvariabler Amplitude. Die Signaleinhiillende reprisentiert die momentane Amplitude. Die
momentane Phase wiederspiegelt den oben beschriebenen Verlauf.

Am Ort x ~ —150 wird die momentane Phase falsch berechnet. Dies liegt daran, dafs in Fiillen,
wo die Amplitude nahezu Null ist, die Phase nur sehr ungenau berechnet werden kann.

4 T T T T T

-300 -200 -100 0 100 200 300

Motivation 2 :
Angenommen, die Funktion besitze eine ortsabhidngige Frequenz w(x), beispielsweise
sei

f(x) = Acos(w(z)x).
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A
f(x) Chirp-Signal

To Xz

Die momentane Frequenz erhélt man durch Ableitung der momentanen Phase.

wlwn) = -0(a)

r=x0
Problem: Unstetigkeiten der Phase modulo 27.

Nach Fleet (1999) ist keine algorithmische Sonderbehandlung dieser Stellen erforderlich,
wenn folgende Rechnung erfolgt.

 (Ez(w) 2r(x) — 21(2) (£ 2r(2))
w(wo) = @)

Bemerkungen zur Konstruktion des analytischen Signals

T=x0

e Alle Faltungsterme exakter ungerader Symmetrie erzeugen eine Phasenverschiebung um
|5 |. Es ist aber schwer sicherzustellen, daf8 | H (u)| =const fiir alle Frequenzen gilt. Also
ist die Berechnung der momentanen spektralen Merkmale nicht einfach.

e Das Problem der konstanten Ubertragungsfunktion entscharft sich, wenn die Hilbert-
Transformierte von bandpafigefilterten Signalen ermittelt werden soll.

e Werden die Operatoren zur Berechnung der Hilbert-Transformierten als BandpafSopera-
toren gewdhlt, so ist nur im PaBlband |H| = 1 gefordert.

3.9 Hilbertpaar und Quadraturfilterpaar

Zwei reelle eindimensionale Funktionen f und g heifSen Hilbertpaar, wenn die eine der Funk-
tionen die Hilbert-Transformierte der anderen ist, d.h.

f=H{f} =9 oder G=H{g}="f

Wenn also g = Hi{f}, dann H;{g} = —f, bzw. wenn f = H;{g}, dann H;{f} = —g.

Wir haben aufierdem am Beispiel der Cosinus- und Sinusfunktion gesehen, dafs die Hilbert-
Transformation die Symmetrie von Funktionen vertauscht. Sinus- und Cosinusfunktionen bil-
den ein Hilbertpaar. In Ubereinstimmung mit der obigen Definition eines Hilbert-Paars bil-
den die Impulsantworten zweier Filter i, und h, ein Hilbert-Paar, wenn sie durch Hilbert-
Transformation ineinander tuiberfiithrbar sind.

Hi{he} =ho, und Hi{ho} = —he
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Derartige Operatoren stehen in Quadratur-Phasenbeziehung, |A¢| = 7. Es gilt
hZ(x) + h3(z) =1
und |H.(u)| = |Hy(u)|. AuBBerdem sind sie als orthogonal zu betrachten,
he(@) L ho(z).

Man nennt ein Paar von Operatoren, das ein Signal in ein Paar von Signalen zerlegt, dessen
Komponenten in Quadraturphasenbeziehung stehen, auch Hilbertfilter. Quadraturfilter haben
mit Hilbertfiltern die Eigenschaft gemeinsam, ein Paar zu bilden, dessen beide Komponen-
ten in Quadratur-Phasenbeziehung stehen. Sie unterscheiden sich von Hilbertfiltern aber da-
durch, daf8 ihre Frequenziibertragungsfunktion beliebig gewichtet sein kann. Seien Q(u) die
Frequenziibertragungsfunktion eines Quadraturfilters und W (u) eine Gewichtsfunktion im
Frequenzraum (z.B. mit BandpafScharakteristik), so gilt

Q(u):{ oW (u) u>0

0 sonst

Quadraturfilter transformieren ebenso ein reeles Signal in ein analytisches Signal wie der oben
behandelte Operator der Hilberttransformation. Dariiber hinaus bieten sie aber die Mdoglich-
keit der Anpassung an interessante Aufgaben, z.B. eine Multiskalenanalyse, wenn sie eine skalier-
bare Familie von Filtern bilden. Normalerweise synthetisieren sich lokale Strukturen aus einem
Frequenzintervall. Hier ist demzufolge der Ansatz der Quadraturfilter dem der Hilbertfilter zu
bevorzugen, weil er die Verwendung von Bandpéssen erlaubt.

Das Quadraturfilter Q(u) ist als komplexwertig angenommen. Seine Definition weist aber dar-
auf hin, daf} es keine hermitesche Funktion ist. Also gibt es auch keinen reellen Operator mit
der geforderten Eigenschaft im Ortsraum. Wohl existieren aber Losungen fiir komplexwertige
LSI-Operatoren.

Diese Operatoren besitzen zwangsldufig einen geraden Realteil und einen ungeraden Ima-
gindrteil.
q(z) = ge(x) + jgo().

Das Quadraturpaar ¢. und g, steht also in Quadraturphasenbeziehung.

Beispiele fiir Quadraturfilter-Paare:

1. Das komplexe Filter p, = o F j kot pg,+1 mit dem Gewichtsparameter k liefert fiir
ny1 = 2m die Ableitung des Punktoperators ¢y mit gerader Symmetrie und fiir ny = 2m =+
1 die Ableitung des Punktoperators ¢y mit ungerader Symmetrie. Diese beiden Filter
bilden keine echten Quadraturfilterpaare. Daher treten Phasenstorungen (nicht linear)
bei niedrigen Ordnungen auf.

2. Gaborfilter: Asymptoten fiir grofie Ordnungen n der Ableitungen

3.9.1 Detektion von Kanten und Linien in Bildern

Kanten und Linien sind intrinsisch eindimensionale Strukturen. Sie sind in der Bildebene ein-
gebettet und haben eine Orientierung. Damit teilen sie die Bildebene in zwei Halbriume. Dies
geschieht auch im Frequenzraum, aber in hierzu orthogonaler Richtung.
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Die Moglichkeit, zwei Halbraume im Frequenzraum zu definieren, ist Voraussetzung fiir die
Definition des Operators, der ein reelles Signal in ein analytisches Signal {iber-fiihrt. Da im
2D-Frequenzraum negative Frequenzen schwer definierbar sind, existieren im 2D-Fall unend-
lich viele Zerlegungen der Frequenzebene in Halbraume. Erst der natiirliche Zwang durch die
Orientierung einer Kante/Linie liefert eine eindeutige Losung.

Istu = (u,v)T ein 2D-Frequenzvektor und ist = (cos 6, sin 0)7 ein Orientierungs-Einheitsvektor
einer Kante/Linie im Frequenzraum, dann weist r im Frequenzraum in einen Halbraum, dem
positive Frequenzen zugeordnet werden. Die entgegengesetzte Richtung wird den negativen
Frequenzen zugeordnet. Also gilt

u wird als positiv bezeichnet, wenn rTu>0
u wird als negativ bezeichnet, wenn r7u < 0.

Beziiglich der gewihlten Orientierung ist die Hilberttransformation ausfiithrbar und es existiert
ein analytisches Signal.

Zu einem 2D-Signal f und seiner Fouriertransformierten F' wird das partielle oder orientierte
analytische Signal im Frequenzraum berechnet nach

2F (u) ,wenn rTu >0
Z(u) = F(u) ,wemn rTu=0
0 ,wenn rlu <0

= (1 +sgn(r’u))F(u).

Im Ortsraum gilt hierfiir

2(@) = (f(@) = (00 x) + —2—))o(rTa),

wobei r | ein zu r orthogonaler Einheitsvektor ist.

Fiir #T = (1,0) wird die Formulierung des analytischen Signals im 1D-Fall erreicht. Bezogen
auf ein gedrehtes Koordinatensystem ist also die obige Formulierung ebenfalls intrinsisch ein-
dimensional.

Die geeignete Orientierung wird mit orientierten Filtern gefunden.

Wieso sind Kanten und Linien interessante Strukturen im analytischen Signal ?

Kanten und Linien sind Signale von ungerader bzw. gerader Symmetrie.
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Kanten Linien
x x x x
¢=—m/2 ¢=m/2 ¢ =0 ¢=m
ungerade gerade
Symmetrie Symmetrie

Wegen der paarweisen Orthogonalitdt von Hilbert-Paaren bzw. Quadraturfilter-Paaren (h, h,)
préagt sich bei Faltung eines Signals mit diesen Filtern deren Symmetrie dem Output auf:

ge(x) = (he * f)(x) und  go(x) = (ho * f)(x)

< Ge;Go >= 0.

Die Hilbert-Paare sind als Templates der entsprechenden Symmetrie zu verstehen. Treffen diese Fil-
ter auf Strukturen entsprechender Symmetrie, wird deren Antwort maximal.

Um Kanten oder Linien zu detektieren, ist die Transformation des reellen in ein analytisches
Bildsignal nicht erforderlich. Vielmehr erfolgt das Filtern des Signals f mit den symmetriespezi-
fischen Operatoren.

3.9.2 Lokale Energie und lokale Phase

Hilbertpaare bzw. Quadraturfilterpaare sind Operatoren, die lokal eine Zerlegung der Identitit
in die Komponenten gerade und ungerade Symmetrie realisieren. Diese Symmetrie stellt ein
Basissystem dar (reprasentiert durch Filter-Paare), auf welches Signale projiziert werden.

Der von den Filter-Paaren aufgespannte Vektorraum ist geeignet, alle i1D-Strukturen zu reprasen-
tieren. Voraussetzung ist, dafs Rotation und Skala Freiheitsgrade dieser Filter sind. Wahrend
Hilbert-Paare eine Allpaficharakteristik haben, sind die Bandpafieigenschaften von Quadratur-
filtern geeignet, der Skalenabhéngigkeit von lokaler Energie und lokaler Phase zu entsprechen.
Im Allgemeinen besitzt eine Struktur an beliebigem Ort Anteile unterschiedlicher Symmetrie.
Folglich werden beide Komponenten eines Quadratur-Paares antworten.

Die Konzepte von momentaner Amplitude/Energie und Phase gehen {iiber in die Konzepte
von lokaler Amplitude/Energie und Phase.

Gegeben ein Paflband eines Quadraturfilter-Paares, sind lokale Energie und lokale Phase durch
die Antworten dieser Filter berechenbar:

E(x) = g2(z)+g5(x)
p(x) = atan2(g,(v),ge(z)).

Da Energie und Phase entkorreliert werden, wird die Detektionsaufgabe einer 1D-Struktur in zwei
Teilaufgaben zerlegt (“Was ist wo ?”).

Die lokale Energie ist ein Maf3 fiir die Ausprigung einer Struktur. Lokalisierung bedeutet Maximie-
rung der lokalen Energie.
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Die lokale Phase (am Ort der Struktur) ist ein Mafs fiir deren Spezifik, d.h. der Symmetrie. Die lo-
kale Phase klassifiziert die Struktur. Umgekehrt ist h. ein Detektor fiir Linien und h, ein solcher
fur Kanten.
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Obere Reihe: Die vier fundamentalen lokalen Strukturen (steigende und fallende Kanten,
sowie positive und negative Linie) fiir die Phasenwinkel —%, 7, 0 und 7. Untere Reihe:
Die Variationen der lokalen Phase beziiglich dieser Strukturen.

gO(xﬂ
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Oben: Ein Signal mit Strukturmerkmalen in zwei verschiedenen Skalen. Unten links: Die
lokale Phase des Signals in der Umgebung des Ursprungs auf einer feinen Skala (o = 10, ¢ =
2). Unten rechts: Die lokale Phase des Signals in der Umgebung des Ursprungs auf einer
groben Skala (o = 100, ¢ = 2). Am Ursprung ist die lokale Phase —7/2 (steigende Flanke)
fur die feine Skala und 0 (Peak) fiir die grobe Skala.

3.9.3 Quaternionwertiges analytisches Signal
und Hilbert-Quadrupel

[Biilow(1999)]

Fiir 2D-Signale (Bilder) ist die Einbettung des analytischen Signals in die komplexen Zahlen
semantisch nicht vollstindig, weil das komplexe analytische Signal nicht intrinsisch zweidimen-
sionale Strukturen explizit machen kann. Dies erfordert eine Symmetriezerlegung nach dem in
Abschnitt 2.6.0 auf Seite 160 eingefiihrten Schema

f(@,y) = fee(®,y) + feo(T,y) + foe(,y) + foolT,y).

In Abschnitt 2.6 wurde die quaternionwertige Fouriertransformation eingefiihrt, um eine globale
explizite Reprdsentation der Symmetrie intrinsisch zweidimensionaler Strukturen zu ermdéglichen.
Eine entsprechende Erweiterung der Reprédsentation durch geeignete algebraische Einbettung
ist fiir das analytische 2D-Signal erforderlich.

Wesentlich fiir die Konstruktion des quaternionwertigen analytischen Signals sind folgende Zu-
sammenhéinge:
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Im 1D-Fall (komplexes Spektrum) fithrt die Hermite-Symmetrie des Spektrums eines reellen Si-
gnals zu einer Partitionierung des Frequenzraums in zwei Halbrdume. Dadurch ist es moglich,
ein komplexwertiges analytisches Signal zu konstruieren, das selbst nicht hermitesch ist, das
aber vollstandig ist bzgl. der Reprdsentation von f, und f,.

Im 2D-Fall (quaternionwertiges Spektrum) liegt ebenfalls Hermite-Symmetrie des Spektrums
eines reellen Signal vor. In diesem Fall reprédsentiert ein Quadrant des Frequenzraums un-
abhéngig alle Symmetrien von f. Alle anderen Quadranten sind durch

Algebra-Involutionen aus dem ersten Quadranten ableitbar.

B(Fi(u) | Fo(uv)

oy

V(Eu,0)) | a(F(u,v))

Quaternionische Hermitesymmetrie des quaternionischen
Spektrums eines reelen Signals

Also muf$ ein quaternionwertiges analytisches Signal einer Abbildung des gesamten Frequenz-
raums in den ersten Quadranten entsprechen. Dies ist die Folge der quaternionisch hermitischen
Symmetrie des Spektrums F'? eines reellen Signals f. Dieses analytische Signal ist vollstandig
bzgl. der Symmetrien fcc, feo,foe,foo- Es besitzt aber keine Hermite-Symmetrie.

Quaternionisches analytisches Signal im Frequenzraum

Die Hilbert-Transformation im 2D-Fall erzeugt ein Hilbert-Quadrupel, das in Quadratur-Pha-
senbeziehung steht. Sei f ein reelles 2D-Signal und F'? seine quaternionwertige Fouriertrans-
formation. Das quaternionwertige analytische Signal hat folgende Definition

a) im quaternionwertigen Frequenzraum (u = (u,v))
Z%(u) = (1 + sgn(u))(1 + sgn(v)) ! (u)

b) im quaternionwertigen Ortsraum (x = (z,y))

S@)= f@) @)
mit n = (4,7, k)T und f(xz) = (fm(m)vfy($)7fary($))T
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Das quaternionwertige analytische Signal besitzt also drei imaginire Komponenten:

2(a) = f(@) + ifo(@) + jfy(@) + kfoy(2)

Die Komponenten f,(z) und fy(ar:) sind partielle Hilbert-Transformation von f () in Richtung
rT = (1,0), bzw. 7" = (0,1).

Die Komponente f,,(x) ist eine sogenannte totale Hilbert-Transformierte von f(x).

Fiir ein reelles 2D-Signal sind die partiellen Hilberttransformationen in z- bzw. y-Richtung definiert
durch

fol@) = Holf@) =+ "))
f@) = H{f)}=(f %)xx).

Im Frequenzraum entspricht dies einer Aufteilung in Halbrdume in u-, bzw. v-Richtung im
Falle der Berechnung des analytischen Signals.

Fulw) = —isgn(u)F(u)
W) = —jsgn(v)F(u).

Die imagindren Einheiten werden nur wegen der Verwendung dieser Transformation fiir das
quaternionwertige analytische Signal verschieden gewihlt.
Fiir ein reelles 2D-Signal ist die totale Hilberttransformation definiert durch (Hahn, 1996)

Fryl®) = Hap{f (@)} = (f % — ()

XY

bzw.
Fu(u) = —sgn(u)sgn(v)F(u).

Ein hieraus abgeleitetes komplexwertiges analytisches Sinal hat viele strukturelle
Schwiéchen. Dies ist aber nicht das Ziel der Ausfithrung dieser Hilbert-Transformation. Viel-
mehr tragt sie dazu bei, ein quaternionwertiges analytisches Signal zu berechnen.

Im Falle von 1D-Signalen wurde festgestellt, dafs zwei Funktionen, die durch Hilberttrans-
formation auseinander hervorgehen, Hilbert-Paare bilden. Diese haben die Eigenschaften der
Quadratur-Phasenbeziehung und der Invertierung der Symmetrie.

Im 2D-Fall entstehen bei quaternionwertiger Einbettung entsprechend Hilbert-
Quadrupel. Sie bilden die Komponenten eines analytischen Signals. Sei ein quaternionwertiges
analytisches Signal entsprechend

2(x) = 2h(x)+i2i(x) + j2h(x) + k2 (x)
= fil®) +if2(w) +jf3(w) + kfalz)
aus vier reellen zweidimensionalen Funktionen f,,, n € {1,...,4}, gebildet. Dann bilden diese

vier Funktionen f, ein Hilbert-Quadrupel mit paarweiser Quadratur-Phasen-beziehung zwischen
den Funktionen.
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Vier reelle zweidimensionale Funktionen f,, n € {1,...,4}, bilden genau dann ein Hilbert-
Quadrupel, wenn Komponenten der aus diesen Funktionen abgeleiteten analytischen Signale
zp in folgenden Beziehungen stehen

a  _
Z/@,I f)\
a  _
ZH,J fﬂ
q _
Z/{,K - fl/
fur Permutationen paarweise verschiedener «, A\, u, v € {1,...,4}.

Wir haben im 1D-Fall gesehen, daf8 die Komponenten k. = cos(wx) und h, = sin(wx) des Kerns
der (komplexen) Fouriertransformation ein Hilbert-Paar bilden.

Die entsprechenden vier Komponenten des Kerns der quaternionwertigen Fouriertransformation
im 2D-Fall sind

hee(x) = cos(2muz) cos(2mvy)
heo(x) = cos(2muz)sin(2wvy)
hee(x) = sin(2mux) cos(2mvy)
hoo(x) = sin(2mux)sin(2wvy)

Das aus he.(x) abgeleitete analytische Signal 29(x) = €?27%*¢I2™ stellt den QFT-Kern dar. Die
vier Komponeten bilden ein Hilbert-Quadrupel.

Alles, was im 1D-Fall beziiglich der momentanen und lokalen spektralen Merkmale Ener-
gie/ Amplitude und Phase, einschliefilich deren Anwendung, ausgesagt wurde, kann auf den
2D-Fall bei quaternionwertige Einbettung erweitert werden.

Den imagindren Komponenten /, J und K werden die lokalen Phasenwinkel ¢, 8 und ) zuge-
ordnet mit
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3.10 Gaborfunktion und lokale Fouriertransformation

[Gabor, 1946].

Entwicklung einer Signalfunktion am Aufpunkt xy nach einer Basis, die optimale Lokalisierung
sowohl im Ortsraum als auch im Frequenzraum gestattet:

f@) = ai() pou (@)
Die Gaborfunktion ¢, ,, () ist eine komplexe Gaufi—Basisfunktion. Sie minimiert die Unschiirfe-

relation im Komplexen. Sie ist aber keine orthogonale Basis. Deshalb sind die durch Faltung
gewonnenen Projektionskoeffizienten redundant fiir die Reprdsentation des Signals.

3.10.1 Notation der eindimensionalen Gaborfunktion

Die Gaborfunktion stellt sich als das Produkt einer Gaufifunktion und einer komplex-harmo-
nischen Funktion dar. Sie wird aber in verschiedener Weise notiert. Dies hat seine Ursachen
in

» Normierung der Gaufifunktion

» Tradition zur Notation der Gaufsfunktion

» betrachteter interessanter Aspekt der Gaborfunktion (Anwendungen).
Seien Gaufsfunktion mit ¢ und Gaborfunktion mit h bezeichnet.

a) flachennormierte Gaufsfunktion

g(;g) = e 22 O0—@ G(u) — 6727r ocu
2wo

b) nicht normierte Gaufsfunktion

2
T 2 2u2

gx)=e 27 O—@ G(u) =V2ro e 27

¢) “symmetrische”Gaufifunktion (in der Elektrotechnik {iblich)

7\'362 2.2

gx)=e¢ 2 O—@ Glu)=0ce ™7

hat Fldche o (kann auch normiert werden)

Wir verwenden Darstellung a). Also gilt folgende Fourier-Korrespondenz fiir die Gabor-
funktion:

2
. . 1 R
h(z;o,up) = Tos€ 27

ej27ruom

H(u;o,up) = e 207% & §lu—ug) = e 20 (u—u)?
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Hierbei ist o der Skalierungsparameter der Gaufsfunktion (fest gewéhlt). Die Ortskoordinate x
ist lokal um den Ursprung des Koordinatensystems, also gleichzeitig globale Koordinate. Der
Parameter ug heif8t oft Mittenfrequenz des von H (u; o, ug) gebildeten Paflbandes um u = uy.

Aus Symmetriegriinden erfolgt deshalb auch die Darstellung der Gaborfunktion im Ortsraum
um einen Aufpunkt bei z als weiteren Parameter. Dann sind (z — zy) und (u — ug) relative
Koordinaten fiir die Lokalisation der Gaborfunktion im Orts- und Frequenzraum.

]’L(SE;O’, 'IO,UO) = h(iE;O', uO) * 5(56 _'IO)
2 2
— ( 21 e 207 - ejz’”‘om) x O(x —xp) = \/21_ e_(xzjg) . gJ2muo(z—20)
T o
H(’LL; o, 20, UO) — (6727r2o2u2 % 5(u _ UO)) . e J2muze — 6727r202(u7u0) . e—J2muzo

Die komplex-harmonische Modulation der Gauf3funktion fiihrt zu deren Verschiebung im Fre-
quenzraum (aus Tiefpafs wird Bandpaf3). Die Verschiebung der Gaborfunktion im Ortsraum
fihrt zu ihrer Phasenverschiebung im Frequenzraum um den Phasenwinkel —wzx. Sie erfor-
dert im Ortsraum eine Phasensynchronisation der Harmonischen beziiglich des neuen Auf-
punktes zg.

In der Folge werden wir vier unterschiedliche Interpretationen aus der Gaborfunktion ableiten,
die sdmtlich auch auf den 2D-Fall erweiterbar sind:

1. Eine Gaborfunktion ist ein Gaufscher Bandpafifilter
2. Eine Gaborfunktion représentiert ein (skalierbares) Quadraturpaar

3. Eine beziiglich u( erzeugte Familie von Gaborfunktionen (o fest) stellt eine lokale Fou-
riertransformation dar (am Ort x()

4. Eine beziiglich o erzeugte Familie von Gaborfunktionen (u fest) stellt eine Gabor-Wave-
lettransformation dar (am Ort )

3.10.2 Gaborfunktion als Bandpafioperator

Betrachtungsaspekt: Die Gaborfunktion am Ort x( ist eine komplex-harmonisch modulierte Gaufs
funktion mit der Modulationsfrequenz .

» Sie ist ein BandpafSoperator, da die harmonische Modulation der Gaufsfunktion im Ortsraum
nach dem Modulationssatz der Fouriertransformation zu einer Verschiebung der Gaufs-
funktion im Frequenzraum fiihrt. Es entsteht ein Bandpafd mit der Mittenfrequenz wy.

» Die freie Wahl der Mittenfrequenz ug gestattet, den Frequenzraum mit Bandpéassen abzutas-
ten. Es entsteht ein Stapel von Gaborfunktionen, der bei festem o eine konstante Abtastbreite
in Orts— und Frequenzraum besitzt.
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In der folgenden Abbildung wird der Orts-Frequenz-Phasenraum (z,w) betrachtet, in dem
im Abtastabstand (z,w;) gleich grofie Abtastfunktionen (Bandpésse) der Ausdehnung 2|0 x
7|, 7 = 07!, lokalisiert sind. Also gilt fiir Abtastpositionen (x;, w;):

[; — 0,2 + 0] X [w; —T,w; + 7]

Da Gaborfunktionen kein orthogonales Basissystem bilden, muf§ das Abtastschema redundant
sein (Basisfunktionen iiberlappen sich).

w A

Wy |- ® - o

(% e I < .
T

W1 777 . ”””””””””””” .
l l
X1 To T
A
w [ o [ o
[ o [ o
[ [ o
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[ o
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[ o [ o
[ o [ o
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3.10.3 Lokale Fouriertransformation und Gabortransformation
Betrachtungsaspekt: Die Gaborfunktion am Ort x ist eine Gauf3-gewichtete komplex-harmonische
Funktion mit der Frequenz uy.

Wird die Frequenz uy nicht als Parameter einer Gaborfunktion betrachtet, sondern als Reali-
sierung einer Variablen u einer Familie von Gaborfunktionen, so bilden diese das Basissystem
einer speziellen lokalen Fouriertransformation, der Gabortransformation.

Die lokale Fouriertransformation (auch Kurzzeit-Fouriertransformation genannt)

F(u;zo) = Fi{f(x)}

= / f(z)w*(z — xg) e~ 2% dx
T=x0 o

wird am Ort zp berechnet. Die Funktion w(x — z¢) ist entweder eine Aperturfunktion oder eine
Gewichtsfunktion. Demzufolge haben lokale Spektren unterschiedliche Gestalt in Abhédngig-
keit von w. Die lokale Fouriertransformation kann verschieden gelesen werden:

» Transformation iiber ausgeblendeten/gewichteten Signalen mit unendlich ausgedehnten
Harmonischen als Basisfunktionen

» Transformation eines unbegrenzten Signals mit ausgeblendeten/gewichteten Harmonischen.

@

(b)
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Die Kurzzeit-Fouriertransformation ist die klassische Methode der Zeit-Frequenz-Analyse ei-
nes (1D-) Signals. Dabei werden die beiden dualen Rdume verbunden aufgespannt (siehe Ab-
schnitt iber quadratische Signalformen).

Das Spektrogramm ist das Betragsquadrat der lokalen oder Kurzzeit-Fouriertransformation im
(x,u)-Phasenraum (lokales Leistungsspektrum).

Sy(usx0) = |F(u; o)

Die Gabortransformation ist demzufolge durch Verwendung einer Gaufischen Wichtungsfunkti-
on g(z;x¢) fur den Ort xg zu berechnen.

Fa(u; o) = G{f(z)}

- / F(@)g(w; 20) €927 g
T=xg

Die F{; sind als Projektion des Signals f(z) auf die Gaborfunktionen mit den Frequenzen u am
Ort z( zu interpretieren. Die inverse Gabortransformation

[e o]

fa(zo) = G H{Fa(u;20)} = /FG(u; 20) G (u; up) 92780 oy

—00

rekonstruiert den Signalwert fg(z9) ~ f(x¢) an der Stelle zy. Wegen der Nichtorthogonalitat
der Basis ist die Rekonstruktion nicht exakt.

i

———
P>
o
e —
b~
e e e ————
[
e ——————e
[ ———————
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0 2 4 6 8 10 12

fiir up = 0,1,2,3,4,5, 6

3.11 Gabor-Wavelettransformation

3.11.1 Wavelet-Transformation

Betrachtungsaspekt: Die Gaborfunktion einer Mittenfrequenz uy ist eine selbstdhnliche skalierba-
re und verschiebliche Funktion. Die durch Skalierung o und Verschiebung z( erzeugte Familie
von Gaborfunktionen bildet das Basissystem einer Gabor-Wavelettransformation.

Die Waveletfunktionen wurden von Meyer und Lemarie (1986) als ein Basissystem des Hilber-
traums eingefiihrt, von Daubechies (1988, 1990) mit der Multiskalenanalyse der Bildverarbei-
tung in Verbindung gebracht und von Mallat (1989) fiir ihre Anwendung in der Bildanalyse
ausgearbeitet. Es existieren schnelle Algorithmen fiir die Ausfithrung der Wavelettransforma-
tion.

Eine Wavelettransformation hat Beziehung zur Kurzzeit-Fouriertransformation.

Waéhrend letztere aber die Abtastung des Frequenzraums mit Bandpafifiltern zur Grundlage
hat, beruht die Wavelettransformation auf einer Abtastung des Freiheitsgrades Skala. Sie ist
also im Ortsraum bzw. im Skalenraum erklart.

Waéhrend das Spektrogramm die Signaldarstellung durch Kurzzeit-Fouriertrans-formation im
(x,u)-Phasenraum reprasentiert, fiihrt die Wavelettransformation zu einem Skalogramm im (x, o)-
Phasenraum (Skalenraum).
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Sind s ein Skalierungsparameter und ¢ ein Translationsparameter, dann ist eine kontinuierliche
Waveletfunktion dargestellt durch

:U—t

(s 5,1) = || 739

).

S

Die kontinuierliche Wavelettransformation eines Signals f lautet

¢(t;s) 3\2/f ﬂE—t) dx.

Sie stellt eine Multiskalenreprasentation (im kontinuierlichen Skalenraum) des Signals an je-
dem Ort ¢ dar. Der Ausdruck fiir die W hat die Gestalt eines Faltungsintegrals.

Wavelets werden aus Skalenfunktionen (als Punktoperator) berechnet und haben bestimmte Ver-
triglichkeitsbedingungen zu erfiillen. Sind Wavelets orthogonal, eignen sie sich besonders fiir
Signalcodierung (MPEG4), fiir Signalanalyse ist Orthogonalitdt hingegen von Nachteil.

Orthogonale Wavelets bilden eine Basis. Fiir orthogonale Wavelettransformationen sind schnelle
Algorithmen angebbar. Aus der Sicht der Signalverarbeitung haben orthogonale Wavelets den
Vorzug, dafs die Analyse von Signalen (Hintransformation) und die Synthese von Signalen
(Riicktransformation) mit denselben Filtern durchgefiihrt werden kann.

Biorthogonale Wavelets realisieren Analyse und Synthese mittels verschiedener Filter H (w) und
H(w), die ein sogenanntes Biorthogonalititskriterium (im Frequenzraum)
erfiillen:

HwHwW)+Hw+mH(w+7) = 1.

H(w) heiflt das zu H(w) duale Filter. Im Ortsraum entsprechen diesen Filtern Wavelets 1 und
duale Wavelets ).

Nichtorthogonale Wavelets bilden keine Basis, aber ein Frame. Wenn sie kein Frame bilden, sind
diese Funktionen keine Wavelets.

Diskrete Waveletfunktionen 1y, ;, k Skalenparameter und [ Ortsparameter, erzeugen Pyramiden-
strukturen in einem diskreten Skalenraum. Wavelets, egal ob kontinuierlich oder diskret, ent-
halten in ihrer Definition ein Resampling. Man erhélt diskrete Wavelets aus kontinuierlichen
durch folgende Parametrisierung;:

Ist sy eine Basisskala, sg > 1, so ist s, = slg, k € Z, mit 38 =1 eine hieraus abgeleitete Skala.
Ist xg die Abtastschrittweite bei der Skala sg, so ist s = zgs, = xos die Abtastschrittweite fiir
die Skala sj. Sei ¢ > 0, dann bezeichnet z; = lzs = lxoso, l € Z, eine Abtastposition eines
Wavelets mit dem Skalenparameter &.

Aus einem Mutterwavelet auf der Basisskala am Koordinatenursprung, ¢(x), erhdlt man ein
skaliertes diskretes Wavelet am Ort z, durch

i) = s 24p(sg* (x — lzo))-

Mit der Streckung/ Stauchung eines Wavelets dndern sich gleichzeitig die Abtastpunkte und

die Amplitude as = s, 2 = —.

@
Es gilt also
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Fall ‘ k ‘ Skala ‘ Amplitude | Abtastung

b | <0]|s<1 as > 1 Ts < Tg
a 0 sp=1 as =1 Ts = X
C >0 s>1 as <1 Ts > X

Der Skala s, kann auch eine Frequenz wjy, = vl = wos,zl zugewiesen werden, die die Abtast-

position im Frequenzraum angibt. Die resultierenden Pafibander haben eine Breite, die invers
proportional zur Breite des Wavelets ist (Awy ~ =)

o /"

(b)
k<0 (a)
k= (0)
/\ k>0
A N -
Oy 0 0 T
() (<)
(@) (@)
(b") (b’)
e SN N
// / d \
— wo 0 wo w

Besonders interessant ist der Fall sy = 2, zp = 1. Dann entsteht eine Oktavpyramide. Hat das
Mutterwavelet die halbe Breite oy, so gilt nach Skalierung o, = s,0o und fiir die Breite eines

Pafsbandes 7, = 0,;1 = 5;17'0. Der (z,w)-Phasenraum wird also mittels Funktionen abgetastet,
die folgende Bereiche abdecken:

[.%'l — Ok, 2] —i—O’k] X [wl — Tk, W] —I-Tk].

Das hiermit verbundene Abtastschema des Phasenraums nennt man dyadische Abtastung.
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A
Y 90000000000000000 | — >
o0 0000000 /-1
o o ° —0
Y ° °
° ® /-2
x o
w A
Wo oo @ e .
Wo e %0 . °
70

T N

T Ty T

Die Koeffizienten der diskreten Wavelettransformation sind

ena(f) = / @) deale) de

Das Rekonstruktionsproblem besteht darin, sg, o und ¢ (z) so zu wiahlen, daf} gilt

f@) = f(=) Z chl ) V(@

k=—o00l=—00

Diese Vorschrift gilt aber nur fiir orthogonale Wavelets. In der Signalanalyse werden nicht-
orthogonale Wavelets genutzt. Hier bietet sich das Konzept der Biorthonormalitit an, fiir die
sogenannte duale Wavelets benotigt werden.

Fiir diesen Fall gilt :
Ob aus solcher Abtastung die Rekonstruktion eines Signals aus seinen Waveletkoeffizienten moglich
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ist, hdngt von einigen Bedingungen ab. Wird die Abtastschrittweite =y sehr klein gewéhlt,
entsteht Uberabtastung. Die Wavelets ¢y, ;(z) sind linear abhingig und die Waveletkoeffizienten
¢k, (f) enthalten viel Redundanz. Die Rekonstruktion ist prinzipiell moglich, weil es beliebig
viele duale Waveletsysteme gibt, die fiir die Rekonstruktion genutzt werden kénnen.

Ein duales diskretes Wavelet

Pra(x) = Saglﬁ(sgk(w —lzg))  kI€Z

gestattet die Signalrekonstruktion

Z Z cra(f)Pa(w

k=—o00l=—00
mit
cra(f) = (f, Yra)-

Da aber alle Wavelets 1, ;(x) und alle dualen Wavelets Q/;M (x) denselben Signalraum aufspan-

nen, gilt auch
Z Z Cha (f)¥n(a

k=—o00l=—00
mit B

() = (fs ¥n0)-
Der Zusammenhang zwischen Signalrekonstruktion und der Existenz eines Systems dualer
Wavelets ist direkt mit dem Abtastschema verbunden. Das Kriterium fiir die Existenz dualer
Wavelets ist die Existenz zweier Schranken A und B (frame bounds), 0 < A < B < oo, die
folgende Zulissigkeitsbedingung (admissibility condition) einzuhalten gestatten:

AIFIP< Y0 >0 K vl < BIFIP

k=—o00l=—00

Gilt A = B (tight frame), so ist 1;;”(90) = 1,1 (x) und eine exakte Rekonstruktion ist moglich (auch
bei Redundanz).

Wird der Abtastabstand zg so gewdhlt, dafi sich die Wavelets im Phasenraum eben beriihren,
enthalten die Waveletkoeffizienten keine Redundanz. Man spricht von kritischer Abtastung.
Gilt in diesem Fall auch 0 < A < B < oo, dann bilden die linear unabhédngigen Wavelets
Yri(x), k,l € Z, eine Riesz-Basis des Funktionenraums L (R). Gilt f € Ly(R), dann bilden die
Wavelets also auch eine Basis fiir f.

Die Basis der Wavelets und die Basis der dualen Wavelets unterliegen in diesem Fall einer
Biorthogonalititsbedingung

<¢k,l,72)m,n> = OkmOimn k)laman € 7.

Derartige Wavelets heifSen biorthogonale Wavelets.
Orthonormale Wavelets sind selbstdual,

<wk,l7 wm,n> - 5km5ln

Deshalb kénnen zur Analyse (Berechnung der Projektionskoeffizienten) und zur Synthese (Re-
konstruktion) eines Signals dieselben Wavelets verwendet werden. Sie besitzen gleiche Schran-
ken (tight frame) und die Zuldssigkeitsbedingung geht in das Parsevaltheorem der Fouriertheorie
tiber.
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3.11.2 Grundziige der Multiskalenanalyse

Hier soll das von Mallat (1989) fiir orthonormale Wavelets vorgestellte Schema einer Mehrska-
lenanalyse kurz skizziert werden. Da dies auch fiir biorthogonale Wavelets gilt, sei dieser Fall
angenommen. Auf die Darstellung der Implementierung sei verzichtet.

Unter Waveletanalyse sei die Projektion eines Signals f € Ls(R) auf ein biorthogonales Basis-
system von Wavelets {1}, ;(2)}1,cz verstanden. Es sei angenommen sy = 2 und z¢ = 1. Also
folgt fiir k,1 € Z

dra(e) = 272927 (z — 1))
dra(e) = 272927 (z - 1)).

Sei span {5, (2) } .1z = span {¥y1(2) ez = La(R).

Es gebe aufierdem eine Skalierungsfunktion ¢,

[SIESE STE

Sra(x) = 272627 (x — 1)),

und deren duales Pendant ¢,das aus der Funktion ¢(x) hervorgehe und dem skalierbaren Punk-
toperator entspreche.

Die Skalierungsfunktionen einer festen Skala s; spannen einen Approximations-Unterraum V;,
von Ly(R) auf. Also gilt Vi, C La(R) mit

Vi, = span {¢p 1 (x) }1ez-

Mit wachsender Skala s; unterscheidet sich der Approximations-Unterraum immer mehr von
Ly(R). Es gehen zunehmend Details verloren. Umgekehrt gilt

k——o0

Also fiihrt die Anwendung eines Approximationsoperators Ay, , k € 7, zu einer Folge von Signal-
reprasentationen f(x) € V4,

fi@) = A{f(@)} = {{f(@), dr1(2)) hiez
= > au(Nori(x)

l=—o00

Diese Folge konvergiert gegen das Signal f(x) fiir k — —oo:
Jim i) = f(2)
——00

Die Koeffizienten ay;(f) sind die Abtastwerte eines geeignet tiefpafigefilterten Signals, denn jedes
innere Produkt kann als Faltung mit der gespiegelten Impulsantwort geschrieben werden.
Aus der Konvergenz der Folge der Approximations-Unterraume folgt die Eigenschaft

.CVk+1CVkCVk_1C

Der Raum Vj, enthdlt mehr Struktur als der Raum V. Fiir jedes £ gilt die Biorthogonalitat
(b1, k) = O, demzufolge bilden die ¢; eine Riesz-Basis von V. Bemerkenswert ist die
Orthogonalitidt der Skalierungsfunktion beziiglich verschiedener Positionen auf gleicher Skala.
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Die mit jedem Approximationsschritt (wachsendes k) verloren gegangenen Details werden in
einen zu Vj, komplementidren Unterraum Oy, abgespaltet. Das heifst, es gilt

Vi = Vir1 © Ogq1-

Der Durchschnitt aller dieser Detail-Unterriume Oy, ist der Nullvektor. Sie ergédnzen sich zum
Raum Ly(R):

LR = ® o

k=—o00

Die Detail-Unterrdume fiir alle Positionen auf gleicher Skala werden von den Wavelets aufge-
spannt.

Oy, = span {¢1(7) ez

Die Projektion des Signals f(x) auf einen Detailraum Oy, erfolgt durch einen Detailoperator Dy,
und liefert fiir alle k eine Folge von Detailsignalen fi(z) € Oy,

P = De{f(@)} = {{f(@), ¥ra()) }iez
= > dulf)dr(x).

l=—00

Die Koeffizienten dj;( f) sind die Abtastwerte eines mittels Wavelets geeignet bandpafigefilterten Si-
gnals.

di(f) = (f(@),¥r(2))  kiI€Z

Die Detailsignale f{(x) sind ebenso wie die Wavelets linear unabhiingig.

In der folgenden Abbildung aus Mal | at (1989) wird das Approximationsschema der Mul-
tiskalenanalyse verdeutlicht.

Achtung! In der Abbildung ist A im Frequenzraum definiert, also kehrt sich &k um: k£ — —k.
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3.11.3 Gabor-Wavelets

Gabor-Wavelets werfen einige ernsthafte theoretische Probleme auf, denn

» die Skalierungsfunktion (Gaufifunktion) ist nicht kompakt

» die Wavelets sind nicht orthogonal

Dennoch spielen sie in der Bildverarbeitung eine hervorragende Rolle. In den letzten Jahren
wurde gezeigt, daf’ sie zwar keine orthogonale Basis bilden, aber einen Frame und somit bior-
thogonale Eigenschaften annehmen.

Das Gabor-Wavelet heifst auch Morlet-Wavelet.

Werden Gaborfunktionen als Gaborwavelets verwendet, ersetzt man in der komplexen Har-
monischen die Frequenz wy durch den Ausdruck c¢/o, wobei ¢ eine Konstante ist und o der
Skalenparameter. Halt man die Modulationsfrequenz fest und variiert den Skalenparameter o,
so variiert auch c. Es ergibt sich das in der unteren Reihe der folgenden Abbildungen darge-
stellte Verhalten. Halt man dagegen ¢ = const und variiert o, so nimmt auch die Kreisfrequenz
ab, siehe obere Reihe der folgenden Abbildung. In diesem Fall wird das fiir Wavelets typische
selbstdhnliche Skalierungsverhalten erreicht. Man wéahlt typischerweise ¢ > 5.

Also schreiben wir fiir ein Gaborwavelet

1 2?2 e
h(z;0,c) = e 202 ¢/,
2mo
0.015 0.015 0.015
0.01 0.01 0.01
0.005 0.005 0.005
0 0 0 W
-0.005 —-0.005 -0.005
-0.01 -0.01 -0.01
-0.015 -0.015 -0.015
-200 0 200 -200 0 200 -200 0 200
X X X
0.015 0.015 0.015
0.01 0.01 0.01
0.005 0.005 0.005
0 0 0 M/\/\/\/\AN
-0.005 -0.005 -0.005
-0.01 -0.01 -0.01
-0.015 -0.015 -0.015
-200 0 200 -200 0 200 -200 0 200
X X X

Obere Reihe: Der imaginére Teil von drei Gaborwavelets mit ¢ = 3 und einer Varianz o = 30
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(links), 0 = 60 (mitte) und o = 90 (rechts). Hier gilt also wy ~ %.Untere Reihe: Der imaginéare
Teil von drei Funktionen der Gabor-Transformation mit w = 1/10 und Varianz o = 30 (links),
o = 60 (mitte) und o = 90 (rechts). Hier gilt also ¢ ~ o.

3.11.4 Gaborfunktion als Quadraturpaar

Die reelle und die imagindre Komponente der Gaborfunktion bilden ein Quadraturpaar.

he(z) = \/21_W e 20T . cos(2mup)
H.(u) = e2miotu? %(5(u + ug) + 0(u — ug))
_ %(6727r202(u+u0)2 + 6727r202(u7u0)2)
:1;2
ho(x) = \/QI—M e 22 . sin(2mugz)
Hy(u) = e2miotu? %j (0(u + ug) — 6(u — ug))
_ %] (6727r202(u+u0)2 _ 6727r202(u7u0)2)

Diese bilden aber kein echtes Hilbertpaar, da H.(0) # 0!

Die Korrektur des Gleichanteils der Cosinus-Komponente hebt diesen Nachteil auf. (Die Fol-
ge waren ndmlich nichtlineare Phasenbeziehungen). Im Falle eines Gaborwavelets (siehe Ab-
schnitt 3.11.3), das auch als Hilbertfilter verwendet werden kann, kommt folgende Normierung
zur Anwendung

1 2?2
h(xz;o,c) = e 202 (I — e 2¢
(@:0,0) = o e )
| z | | | 2|

Gabor-Sinusfunktion (Im) Gabor-Cosinusfunktion
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\ ‘ z, | | ]
[ | ! | | |
Gabor-Cosinusfunktion DC korregiert Hilbert-Transformation von Im
Es gilt also
he L hg
hZ+h2=1

H{hY = ho , H{ho} = —he.

Die Symmetrie der geraden/ungeraden Gaborfilter wird dem Output ihrer Faltung mit einem
Signal f aufgeprégt. Es konnen die lokalen spektralen Eigenschaften Amplitude/Energie und
Phase abgeleitet werden. Demzufolge sind Gabor-Quadraturpaare Kanten-/Liniendetektoren.

In den folgenden beiden Abbildungen féllt auf, dafd die lokale Energie unabhingig von der
Art der Kante ist. Anordnung in den Abbildungen: Oben - Signal, Mitte - Antworten der gera-
den/ungeraden Gaborfilter, Unten - normierte lokale Energie.



3.11. GABOR-WAVELETTRANSFORMATION 277

d—Impuls positive /negative Stufenkante
8 | 8 |

0
0
o T
]

o 511
© ©
N — N —
o o
o — o —
o _| o _|
0 0
o ™ o
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positive/negative Rampenkante zwei Trapezimpulse

oo
|

oo
|

-256
-256

128
J
128
J

50
|
50

|
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Beispiel: Phasenbasierte Disparitiitsbestimmung bei Stereosehen
4 T \

. | | | | | | | | |

4O 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Die Idee der phasenbasierten Disparitiitsschitzung basiert auf den lokalen Phasenantworten ¢, (z).
Aus der Differenz A¢(z) = p(x) — o (x) der lokalen Phasen kann direkt die Verschiebung d = x; — x,

zwischen den korrespondierenden Phasenantworten berechnet werden.
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Beispiel:

128

1.57

Phase
0.00

31 62 o 128 256 384 511

(0.1.) Eine strukturierte Wand des Labors und (o.r.) zwei reale Grauwertverliufe der markierten Bildzeile.
(u.l.) Der gerade Gabotfilter fiir t = 0.66 mit und ohne Gleichanteilskorrektur (dicke Linie) mit dem die
lokale Phase extrahiert wurde. (u.r.) Die diinne Linie zeigt die lokale Phase fiir den korrigierten Filter;
die dicke Linie zeigt die Phase des unkorrigierten Filters.

3.12 Die 2D-Gaborfunktion

In diesem Abschnitt wird die Gaborfunktion und alle mit ihr im Zusammenhang stehenden
Konzepte auf den 2D-Fall erweitert. Die Einbettung in die Ebene hat eine Reihe von Freiheits-
graden zur Folge. Wir werden auflerdem zeigen, wie das Konzept auf die lokale Analyse von
intrinsischen 2D-Strukturen erweitert werden kann.

3.12.1 Die Pseudo-2D-Gaborfunktion

Wir wollen in diesem Abschnitt die 1D-Gaborfunktion in die 2D-Bildebene einbetten und zei-
gen, wie sie als lokale Fouriertransformation oder als Gabor-Wavelettransformation zur Ab-
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leitung lokaler spektraler Merkmale im Bild verwendet werden kann. Nattirlich gilt die Be-
schrankung, dafl komplexwertige Gaborfunktionen auch bei 2D-Einbettung nur intrinsisch
eindimensionale Merkmale der Bildstruktur erfassen. Wir nennen deshalb die so eingebetteten
Gaborfunktionen Pseudo-2D-Gaborfunktionen. Erst durch quaternionische Reprasentation der
Gaborfunktion in die Bildebene erhalten wir echte 2D-Gaborfunktionen, die auch intrinsisch
zweidimensionale Strukturen erfassen.

Die Pseudo-2D-Gaborfunktionen wurden von Daugman (1980) eingefiihrt. Sie sind 1D-Ga-
borfunktionen, die eine Orientierung in der Bildebene besitzen. Diese Orientierung wird durch
eine eventuell vorhandene exzentrische Gestalt aber auch durch die Ausbreitungsrichtung der
komplexen Harmonischen bestimmt. Pseudo-2D-Gaborfunktionen haben einen hochdimensio-
nalen Parameterraum, der ihre Spezifik im Ortsraum und/oder im Frequenzraum bestimmt.
Wir ndhern uns ihrer Beschreibung schrittweise.

Die Zielstellung ist, orientierungsselektiv und skaliert eine lokale spektrale Analyse zu ermogli-
chen.

a) Isotrope 2D-GaufSfunktion

Seien z = (z,y)” ,u = (u,v)T Ortsvektoren im Ortsraum und im Frequenzraum. Es gelte
Oy =0y =0.

g(x;o) = g(z;0)9(y;0)
_12+y2

frg ﬁe 202
G(’LL;O’) — 6727r202(u2+v2)

b) Exzentrische 2D-Gaufifunktion

Es gelte 0, = Ao, = Ao, A > 1. Das Aspektverhiltnis )\ gibt das Verhiltnis von grofser
zu kleiner Achse der einhiillenden Ellipse an. Die grofse Hauptachse sei zur z-Achse

orientiert.
g(x;0,N) = g(z;0,N)g(y;0,1)
TR 72 Ve
= ez ¥

G(u; o, )\) _ 6—27r202()\2u2+1)2)
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y b v A

A

m [

|
N

c) Gedrehte exzentrische 2D-GaufSfunktion

Sei ¢ der Drehwinkel der grofsen Achse, der den Rotationsoperator R4 parametrisiert.

Wir benétigen zusitzlich ' = (2/,9/)T und v’ = (u/,v")T.
, y ) v A y
¢
v u
0
=¢—Fmodm
ul
Fiir jeden Punkt « der GaufSfunktion gilt = R4{x'},
cos¢ —sing
v = R(¢)a' R(¢) = ,
sing cos¢
bzw.

Die 2D-Gaufsfunktion in Bildkoordinaten « wird aus den an die Funktion angehefteten
Koordinaten ' abgeleitet.

glx;0,7,0) = Rglg(x';0,0N)} = g(Ry{z'};0,A)
= R(¢)g(z;0,A,0)

G(u;o,M,0) = R(p—%)G(u;0,1,0) = G(Re{u'};0,))

D.h.,, u=R(p—5)u bzw. u =R(—¢+ J)u.
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d) Rotierte und translatierte exzentrische 2D-GaufSfunktion

Rotation und Translation eines starren Korpers (der Gaufifunktion) bezeichnet man als
starre Verschiebung (rigid displacement ) bzw. Euklidische Transformation. Sei F : (x, ¢)
ein festes Koordinatensystem (des Bildes) und M : (2/,0) ein bewegliches, an die Gauf3-
funktion gekoppeltes Koordinatensystem.

Wollen wir die Gaufsfunktion in Bildkoordinaten beschreiben, ist eine Koordinatentrans-
formation KT : F < M erforderlich. Speziell gilt KT : « = R(¢)x’ + x.

Also gilt

g($;0,)\,¢,$0) = D¢,$0{g(m/;g,)\)}:g{D¢,$O{1’/};U,)\}

Die Translation im Ortsraum bewirkt eine Phasenverschiebung im Frequenzraum.

G(u;o, M\, 0,x0) = e—I2mUTTo G(u;0,A,0,0)

Die Abtastung einer Bildfunktion f(z) mit translatierten und rotierten Kopien einer
Mutter-Gaborfunktion kann auf zwei verschiedene Wege implementiert werden:

1. Starre Verschiebung Dy, x,, = (Ry,, Tx,;) in einem Schritt

2. Inkrementierung der Verschiebungsparameter, so dafs

D¢j Loj — (DA¢,Aa:0 D¢j—1 Lo,j-1 )
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Die erste Methode wird bevorzugt. Die zweite Methode beruht auf folgendem Zusam-
menhang;:

IstD; : F = Mjund Dy : M; — M,, dann existiert auch D = DDy : F — Ms. Fiir
Dy = (R(¢1),t1), D2 = (R(¢2), t2) folgt

x = [R(¢1)R(d2)]x’ + [R()1)]t2 + 11

und folglich ist

D =D1Dy = (R(¢1), t1)(R(d2), t2) = (R(d1)R(¢2), R(d1)t2 + t1).

Rotation ist eine lineare Operation bzgl. der Wirkung auf einen Vektor = x; + x2

Translation ist (in R™) aber eine nichtlineare Operation bzgl. der Wirkung auf einen Vek-
torx = x; + x9.

T{z} =T{x1+x2}=x1 + T2+t # (L1 + 1)+ (T2 + ) =21 + T2+ 2

Deshalb wird Methode 1 verwendet.

e) Pseudo-2D-Gaborfunktion

Die Pseudo-2D-Gaborfunktion erhélt man durch Modulation der (rotierten und transla-
tierten) Gauf3funktion mit einer orientierten 1D-Harmonischen. Sei uq = (ug,vg)? der
Vektor der Mittenfrequenz des PafSbandes, u, = |ug|.

Als Erweiterung der unter d) gefiihrten Diskussion um die Rotation der gaufischen Ein-
hiillenden in der Bildebene mufs ebenfalls die hiervon unabhingige Rotation der har-
monischen Modulation betrachtet werden. Zunéichst ist die Modulationsrichtung als un-
abhéngig von der Orientierung der Gaufifunktion zu sehen. Man mochte aber eine Par-
kettierung des Frequenzraums im Falle einer Gabortransformation erreichen, so dafs die
Pafibdnder unabhéngig von der Orientierung gleichwertige Frequenzbereiche reprasen-
tieren und die azimutalen Ausdehnungen der PafSbander klein sind (hohe Winkelauflésung).
In der folgenden Abbildung sind mit a der kleine Durchmesser und mit b der grofse
Durchmesser einer exzentrischen Einhiillenden bezeichnet. Die Abbildung zeigt die un-
terschiedliche Orientierung der Abtastfuntion im Frequenzraum,

wenn zu der fest gewdhlten Modulationsrichtung (z-Achse) die Einhiillende verschieden
gewdhlt wird.
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Deshalb erfolgt eine Kopplung der Orientierung der Harmonischen an die Orientierung

der Gaufsfunktion in folgender Weise:

¢M:¢—g-

Dies bewirkt eine Verschiebung der Gaufsfunktion im Frequenzraum in Richtung grofser
Hauptachse. Damit werden die Frequenzbandbreite B und die Orientierungsbandbreite

(2 unabhéngig vom Orientierungswinkel ¢.

v
9 u
A

Bei konstanter radialer Mittenfrequenz |uy| drehen sich die Paflbander mit der Orientie-

rung der Gaborfunktion.
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Die orientierte Pseudo-2D-Gaborfunktion ist definiert durch

h(xm; o, N, ¢, o, u0) = g(®;0,\, ¢, ) 270 (7/2)) %o

H(u;o,\, 0, x0,u9) = G(u;o,\0,x0) * (0(u —up)d(v — vg))

e—27r2<72 ()\2(u’—u6)2+v’2)

Werden diese Funktionen fiir eine Gabor-Transformation verwendet, wihlt man o und A
fest und verwendet u( und ¢ als Freiheitsgrad:

h($7 g, )‘, ¢, Zo, ’LLO) — h0'7>\($; ¢a Zo, ’LLO)
Diese Funktionen sind Abtastfunktionen am Ort &y mit konstanter radialer Bandbreite

und Orientierungsbandbreite und mit variabler Orientierung. Der Frequenzraum wird
vorzugsweise in Polarkoordinaten (u,, ) dargestellt.

ur = |ugl =+/ud +1v} radiale Zentrumsfrequenz des Pafbandes
0 = arg(up,vo) Orientierung Zentrumsfrequenz
B = log, [migfg] Frequenzbandbreite (FWHM) [Oktaven]
o

Q = 2arctan[ - } Orientierungsbandbreite (FWHM) [Radian]

TUrO

v

Werden orientierte Pseudo-2D-Gaborfunktionen im Sinne einer Gabor-Wavelettransforma-
tion verwendet, sind o und ¢ Freiheitsgrade und A, ug sind fest gewédhlte Parameter. Die
Kopplung von ¢ und ug in einem Skalierungsparameter ¢ = wyo bzw. einen Bandbrei-
tenparameter ¢ = % skaliert die Gabor-Wavelets in selbstdhnlicher Weise bei Variation
von o fiir ¢ = const.

Im Frequenzraum entsteht dadurch eine Abtastung durch orientierte und mit der radia-
len Frequenz breiter (beziiglich B) werdende Pafsbander.
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Beispiele:
Die Entstehung einer Pseudo-2D—Gaborfunktion zeigen folgende vier Bilder (invertiert, normiert).

Sinusgitter GaufSfunktion
.
Gaborfunktion gedreht Spektrum der Gaborfunktion

Die Eignung des Gaborfilters, die lokalspektralen Gréfien Amplitude und Phase zu extrahie-
ren, wollen wir am Beispiel des Siemenssterns als Eingangssignal zeigen. Der Siemensstern ist
ein Muster, das in einem bestimmten Frequenzband alle Ortsfrequenzen in allen Orientierun-
gen enthélt. Der Betrag der Ortsfrequenz nimmt dabei von aufien nach innen zu, hier, bis das
Auflosungsvermogen des Druckers tiberschritten ist. Die Storeffekte im Zentrum des Sterns
sind Aliasfehler, die von der rechtwinkligen Abtastung stammen.
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Beispiel:

Siemensstern

Folgendes Bildbeispiel illustriert die Erzeugung lokalspektraler Grofien aus dem Ergebnis der Anwen-
dung des oben abgebildeten Gaborfilters auf den Siemensstern.

Antwort auf gerade Gaborfunktion h. Antwort auf ungerade Gaborfunktion h,
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lokale Amplitude A lokale Phase ¢

3.12.2 Die quaternionwertige 2D-Gaborfunktion

Die komplexwertige Pseudo-2D-Gaborfunkion hat den Nachteil, lokal nur intrinsische 1D-
Strukturen (gerader bzw. ungerader Symmetrie - also Linien und Kanten) erkennen zu kénnen.
Fiir die Detektion von intrinsischen 2D-Strukturen (Verzweigungen, Kriimmungen, usw.) wer-
den quaternionwertige 2D-Gaborfunktionen eingefiihrt.

Die quaternionwertige Gaborfunktion entsteht durch Erweiterung der komplexen Gaborfunk-
tion dadurch, dafs jeder Koordinantenachse des Bildtradgers eine eigene komplexe Gaborfunk-
tion zugeordnet wird. Die Beziehungen zwischen den Koordinatenachsen erhélt man durch
Einbettung der Gaborfunktion in die Algebra der Quaternionen. Allerdings sind auch andere
gleich méachtige Einbettungen moglich. Die Wahl der Quaternionen folgt aus dem Zugang, der
tir die Einbettung der 2D-Fouriertransformation gewahlt wurde.

Die quaternionwertige Gaborfunktion ist eine echte 2D-Gaborfunktion, weil sie alle Symme-
trien von intrinsisch zweidimensionalen Signalen zu reprdsentieren vermag. Sie umfafst aber
auch die 1D-Gaborfunktion, représentiert also als Spezialfall auch intrinsisch eindimensionale
Strukturen.

Im Ortsraum ist die quaternionwertige Gaborfunktion gegeben durch
127U T ej27rvoy

W (@; 0, A, wg) = g(@i o M) e

also durch die mit der Gaufifunktion gewichteten Basisfunktion der quaternionwertigen Fou-
riertransformation. Im Frequenzraum ist die Ubertragungsfunktion eines quaternionwertigen
Gaborfilters beschrieben durch

Hq(u; o, )\,Uo) _ e—27r202(>\2(u—uo)2+(v—vo)2)

Quaternionwertige Gaborfunktionen als Gaborwavelets sind definiert durch

icix  jeoy
hi(x;o, N\, c,up) = g(x;0,\) e @ e o
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mit c1 = 27TU00’, Cy = 271'1)00’.
Explizit lautet die quaternionwertige Gaborfunktion

hi(x; 0, X, uo) = (hd, + ihd, + jhl, + khl,)(x; 0, X, ug)

mit
Rl (x;0,\,upg) = g(x;0,\)cos(2mupx) cos(2mvgy)
Rl (x;0, N\, ug) = g(x;0,\)sin(2rupx) cos(2mvpy)
Rl (x;0, N\, ug) = g(x;0,\)cos(2mupx) sin(2mvgy)
Rl (x;0,\ug) = g(x;0,N)sin(2mugz) sin(2mvgy)
hée hée héo oo

Ein quaternionwertiges Gaborfilter mit den Parametern oy = 20, 09 = 10, ¢; = ¢2 =
2, Grofse der Filtermaske: 100 x 100

a) lokale quaternionische Phase

Im 1D-Fall galt, dafs zwischen lokaler Phase und relativer Position zum Aufpunkt der Gabor-
funktion im Ortsraum ein linearer Zusammenhang besteht:

o(z) =~ .

Man sagt, die Schiatzungen der lokalen Phase und die raumliche Position sind dquivariant. Im
2D-Fall gilt diese Aquivarianz ebenfalls.
Sei k4(x) = |k?(x)| e'?(®) I9(T) h(E) die Filterantwort der Funktion f(z) mit der Gaborfunk-
tion h9(x). Dann gilt

d(x) ~ zund O(x) ~ y fir (v,y) € [-7,7[x [—g, g [
Die Phasenwinkel ¢ und 6 zeigen also die lokale Phase in Richtung v bzw. v an, bzw. sind
dquivariant beziiglich Verschiebungen in z— oder y— Richtung. Diese Phasenwinkel messen
die 1D-Struktureigenschaften, bezogen auf die z— bzw. y— Achse.

p(x) = arg(ki.(x), ke ()

0(x) = arg(k, (@), k()

Der Phasenwinkel ¢(x), (z,y) € [~7, ], bestimmt die Beziehungen dieser 1D-Konzepte zu-
einander:

(@) = arg(kgy(x), ke ().
Dies geschieht in der Weise, dafs eine um 45° geneigte Linie/Kante den Wert ) = 7 ergibt und

1 = 0 gilt, wenn sich zwei orthogonal orientierte Strukturen mit gleichem Gewicht tiberlagern.
Alle anderen Fille fithren zu 0 < || < ||
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Oben: Quaternionwertiges Gaborfilter. Unten: Amplitude, Phase ¢(x), Phase 6(y),
Phase ¢ (x).

In der folgenden Abbildung wird die 1)-Phase fiir die Funktion
f(x; A) = (1 = ) cos(wiz + way) + Acos(wiz — way)

in Abhédngigkeit vom Mischungsparameter A dargestellt. Fiir A\ = 0 und A = 1 erhélt man
reine 1D-Strukturen mit ¢» = F7. In allen anderen Fillen stellt sie Funktion intrinsische 2D-
Strukturen dar, deren Phasenwinkel ¢ entsprechend variiert.

0.8 T T T T T T T T

NN\ B@B2Z2 27

In Abschnitt 3.9.2 wurde gezeigt, dafs es vier Symmetrie-Grundmuster fiir 1D-Strukturen gibt,
die von der lokalen Phase unterschieden werden konnen. Im 2D-Fall konnen die in der folgen-
den Abbildung dargestellten sechzehn Grundmuster durch die angegebene Phase unterschie-
den werden.
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/2 /2 0

a4 0) W) [N

0 /4 /4

—m/2 —m/2 —Tr

() ()

0 /4 /4

0 /2 —Tr

52 () 47

0 —m/4 —m/4

—7 0 —7/2 0
K)o () ()
0 0 —7/4 —7/4

Sechzehn 2D-Grundmuster und die entsprechenden Phasenwinkel (¢, 6,v)7, abgeleitet

am Ort des Mittelpunktes der Muster.

b) Beziehung zwischen komplexer und quaternionischer Gaborfunktion

Fiir A = 1 existiert eine einfache Beziehung zwischen komplexwertigen und quaternionwer-
tigen Gaborfunktionen in 2D.

h: (w; a, wO) g(:c; U) COS(wax + WOyy)

= g(x;0)(cos(worpz) cos(woyy) — sin(wogz) sin(woyy))

= (w5 0,w0) — hi,(x;0,w0)

hi(x;0,w0) = g(x;0) sin(woz + woyy)

= g(x;0)(cos(worx) sin(woyy) + sin(wox) cos(woyy))

= hgo(w; g, wO) + hge (.’B; g, wo)

Also

ht(x;0,w0) = bl (x;0,wo) + ih) (x; 0, wp).

Auflerdem existiert

h™(x;0,wo) = h, (z;0,wq) + ih, (x;0,w))

he (z;0,w0) = g(x;0) cos(wogr — woyy)

= hl(x;o,wo)+ hl (x;0,wo)
h, (z;0,w0) = g(x;0)sin(wogz — woyy)

= hge(w; g, wO) - hgo(w; g, wo)

Folglich entsprechen jedem quaternionischen Gaborfilter zwei komplexe Gaborfilter. Da sich
diese Symmetrien beider Filter deren Antworten aufprdagen, kann man die Antworten kom-
plexwertiger Filter aus denen quaternionwertiger Filter ableiten.
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Sei
k() = (hxf)(=)
= ((he +1ho) * f)()
= ke(x) +iko(x)
K(z) = (W'« f)(z)
= ((hde +ihge + jhi, + khy)  f)(@)
= k() + ki (2) + k() + kK, (@)
Dann gilt
Fr(x) = (ki —kd,) + ik, + k)
ko (x) = (K +kgo) + (ke — k)

Die folgende Abbildung verdeutlicht dieses Bildungsschema.
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c) Separable Implementierung

Fiir A = 1 sind quaternionwertige Gaborfilter separabel. Also lassen sich wegen b) auch kom-
plexe Gaborfilter als Kombination separabler Komponenten quaternionischer Gaborfilter im-
plementieren.

d) Anwendungen quaternionwertiger Gaborfilter

Da diese Quadratur- und Hilbertquadrupel bilden, eignen sie sich fiir die lokal spektrale Be-
schreibung intrinsisch zweidimensionaler Strukturen, z.B. fiir Texturanalyse.
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