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Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit werden Clifford—Algebren als einheitliches und umfassendes Mo-
dell algebraischer Einbettungen reeller Vektorraume als neuer mathematischer Rahmen
fir den Entwurf Neuronaler Netze untersucht. ITm Mittelpunkt der Arbeit steht dabei
die Entwicklung von Multilayer Perceptrons und ihrer Lernverfahren in diesem Rahmen,
wobel auch bisherige Ansatze systematisiert und bewertet werden. Es erfolgen verglei-
chende experimentelle Studien zur Beurteilung der Leistungsfahigkeit der entwickelten
Netze, sowie zu den generellen Moglichkeiten des Ansatzes zur Kodierung und Verarbei-
tung geometrischer Sachverhalte.
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Spezielle Symbole und Abkiirzungen

R Korper der reellen Zahlen

C Korper der komplexen Zahlen

H Schiefkorper der Quaternionen

M™ n—faches Cartesisches Produkt von M
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Cn,s 2"—dimensionale reelle Clifford Algebra mit Signatur s
® Algebra—Multiplikation

Rn,s Geometrisches Produkt in C,, s

T zu x konjugierter Multivektor

v fiir alle

= es existiert

A es existiert kein

4 eindeutige Existenz

MLP Multilayer Perceptron

CMLP Komplexes Multilayer Perceptron

QMLP Quaternionen Multilayer Perceptron

CA-MLP Clifford—Algebra Multilayer Perceptron
C,.,s—MLP Clifford-Algebra Multilayer Perceptron iiber C,,

X



Einleitung

Bei einer Vielzahl von Problemen bedarf es einer Erweiterung der reellen Zahlen, um
eine addaquate Repriasentation zu finden, die eine Losung erlaubt. Die komplexen Zahlen
entstanden historisch aus dem Bediirfnis, gewissen in IR unlosbaren Gleichungen, wie etwa
z?+1 = 0, eine Losung zu verschaffen. Die Mathematiker begannen daher auch nicht mit
ihrer Fundierung, sondern rechneten einfach mit ihnen. Der Rest ist Geschichte.

Die zweite fundamentale Erweiterung reeller Zahlen, die Quaternionen sind hingegen unter
Nichtmathematikern und Nichtphysikern weit weniger bekannt, hielten aber im Verlauf
der letzten Jahre nun auch verstarkt Einzug in verschiedene Gebiete, darunter Robo-
tik und Computergraphik. Nichtzuletzt deshalb, weil sie eine elegante Moglichkeit zur
Darstellung von Rotationen im Raum bieten, also eine ausgezeichnete geometrische Be-
deutung besitzen. Bei komplexen Zahlen wird die entsprechende aus der Polardarstellung
ableitbare geometrische Bedeutung durch ihre Anwendungen selbst noch iiberstrahlt.

Die algebraische Struktur ist in beiden Féllen also Trager von Geometrie, sie erlaubt uns
die geometrische Manipulation von Vektoren der Ebene bzw. des Raumes durch einfaches
Rechnen.

Da die erste sich stellende Frage bei der Entwicklung autonomer kiinstlicher Systeme, die
mit ithrer Umwelt iiber einen Wahrnehmungs—Aktions—Zyklus interagieren, die nach der
internen Reprasentation der duBeren Welt ist, wobei eine geometrische sicher vorteilhaft
sein diirfte — von Koenderink sogar das Postulat

»,Das Gehirn ist eine geometrische Maschine®

stammt — sollte man annehmen, dafl algebraische Strukturen, die dies im ,kleinen®
ermoglichen, wie die komplexen Zahlen und Quaternionen, bereits breiten Eingang in
die Neuroinformatik gefunden haben.

Dies trifft aber eher nicht zu.

Zwar wurden Neuronale Netze fiir komplexe Zahlen bereits Anfang der 90iger Jahre ent-
wickelt, aber ein Quaternionen MLP wurde erst kiirzlich [Arena96a] [Arena96b] vorge-
stellt. Die komplexen Netze lieferten kaum tiber sie selbst hinausgehende nennenswerte
Impulse.

Das Fehlen eines allgemeineren Modells mit einer entsprechenden Motivierung war sicher
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der Hauptgrund, warum die Entwicklung Neuronaler Netze in Erweiterungen der reellen
Zahlen nahezu zum Stillstand kam.

In [Pearson94] wurde nun erstmals das alle relevanten algebraischen Erweiterungen der
reellen Zahlen umfassende Modell der Clifford—Algebren benutzt, um MLPs in diesem
Rahmen zu formulieren. Bedauerlicherweise sind die dort vorgeschlagenen Netze aber
nicht korrekt, wie wir nachweisen werden, obwohl das Modell selbst richtig ist und auch
ein weitaus grofleres Potential besitzt, als in der zitierten Arbeit zum Vorschein kommt.
Dieses Potential ist auch die eigentliche Motivation, warum wir die Entwicklung von
Neuronalen Netzen in Clifford-Algebren in dieser Arbeit betreiben wollen.

Werfen wir einen Blick auf die generelle Probleme mit denen man beim Entwurf von
Neuronalen Netzen in algebraischen Erweiterungen unausweichlich konfrontiert wird.

e Zuallererst gelten viele uns von den reellen Zahlen vertrauten und niitzlichen Regeln
in den algebraischen Erweiterungen nicht, weil diese bestimmte Eigenschaften wie
zum Beispiel Kommutativitdat nicht mehr besitzen. Damit werden naturgemaf Lern-
verfahren und Korrektheitsbeweise dann mathematisch aufwendiger und schwerer.

e Die potentiellen Vorteile der algebraischen Strukturen kénnten in Neuronalen Net-
zen nur schwer nutzbar sein, d.h. an deren Berechnungsparadigmen scheitern. Allge-
mein gesprochen approximiert in diesen ein Neuronales Netz eine Funktion, indem
es einen Fehler minimiert, wobei das Lernen anhand von Beispielen erfolgt, also ei-
ne Approximation durchgefithrt wird. Dies alles spielt sich im Rahmen eines reellen
Vektorraumes ab und die benutzten Mittel der Optimierung bediirfen auch eines
normierten Raumes.

e Mit dem vorherigen Problem geht dann schnell ein weiteres einher. Fiir reelle Net-
ze stehen starke Approximationssitze zur Verfiigung, so dafl wir, wenn wir ihren
Rahmen nicht verlassen konnen, mit ihnen auf der Ebene der Effizienz konkurrieren
miissen.

Das letzte Problem ist aber eigentlich nur ein psychologisches. Es spiegelt einen Trend
wieder, der aus dem sehr positiven Faktum der Etablierung und schnell fortschreitenden
Verbreitung Neuronaler Netze in vielen Anwendungen resultiert, Neuronale Netze zuneh-
mend nur noch als algorithmisches Werkzeug, denn als Modell fiir biologische Ablaufe zu
sehen.

Das Ziel dieser Arbeit ist es zu zeigen, dafl Neuronale Netze in Clifford—Algebren konzep-
tionelle Vorteile gegeniiber herkémmlichen Netzen haben, die sich aus dem Vorhandensein
zusétzlicher Moglichkeiten zur Verarbeitung und Hervorbringung geometrischer Struktu-
ren ergeben. Diese sind sozusagen Bestandteil der Clifford—Algebren selbst, da diese aus
entsprechenden Einbettungen reeller Vektorrdume hervorgehen, wobei zusétzliche geome-
trische Entitaten erzeugt werden. Die Beobachtung der Wirksamkeit derartig plausibler
Konzepte auf der Ebene Neuronaler Netze erlaubt dann weitere interessante Schlufifolge-
rungen.



Gliederung der Arbeit

Am Anfang steht die Einfiihrung des bereits erwahnten algebraischen Modells. Dieses wird
in Kapitel 1 Schritt fiir Schritt von den elementaren mathematischen Grundlagen Neuro-
naler Netze ausgehend erarbeitet. Aus einfachen mathematischen Sachverhalten wird eine
erste algebraische Spezifikation des Modells gewonnen, die dann konstruktiv aus unserer
Motivation der Erzeugung neuer Entitdten aus Vektoren prazisiert und vervollstandigt
wird. Als Resultat dieses Einbettungsprozesses erhalten wir Clifford—Algebren, in deren
Grundlagen dann eingefithrt wird.

Kapitel 2 untersucht, welche herkémmlichen vorwértsgerichteten Neuronalen Netze zu
Neuronalen Clifford-Algebra Netzen sinnvoll erweiterbar sind und wie dies geschehen
kann. Nach der Behandlung wichtiger Grundlagen vorwértsgerichteter Neuronaler Net-
ze und der formalen Definition eines Neuronalen Clifford-Algebra Netzes widmen wir
uns zundchst den RBF-Netzen und diskutieren ihre Erweiterbarkeit. Als Ergebnis der
Diskussion kénnen wir diesen Ansatz nicht weiterverfolgen und MLPs bilden von da ab
den Gegenstand unserer Untersuchungen. Es werden zuerst die Grundlagen iiber Akti-
vierungsfunktionen und den Backpropagation—Algorithmus bei reellen MLPs vermittelt.
Anschlieend befassen wir uns mit CMLPs und arbeiten an ihnen prinzipielle Probleme

und Mdéglichkeiten des Ubergangs von MLPs zu Clifford—Algebra MLPs heraus.

Den theoretischen Kern dieser Arbeit bildet Kapitel 3. Die zuvor bei den CMLPs ge-
wonnen Einsichten werden zu einer aus 2 disjunkten Klassen von Aktivierungsfunktio-
nen bestehenden Systematik formalisiert. Von der einen Klasse, zu der auch die Netze
aus [Pearson94] gehoren, wird nachgewiesen, dal man mit ihren Aktivierungsfunktio-
nen keine korrekten Clifford—Algebra MLPs erhalten kann. Aufbauend auf dem QMLP
[Arena96a] [Arena96b], welches eine Aktivierungsfunktion der anderen Klasse benutzt,
werden korrekte MLPs in beliebigen Clifford—Algebren entwickelt. Fiir 4-dimensionale
Clifford—Algebren werden nahezu alle Schritte explizit angegeben, fiir héherdimensionale
Algebren kann oft nur die Idee skizziert werden, da die Beweise sonst den Rahmen der
Arbeit sprengen wiirden.

Kapitel 4 ist ganz experimentellen Untersuchungen zu Clifford—Algebra MLPs gewidmet,
wobei zuerst die [llustration und Bestédtigung wichtiger theoretischer Aussagen des vor-
hergehenden Kapitels im Vordergrund stehen, was anhand des XOR-Problems erfolgt.
Danach werden Beispiele zur Funktionsapproximation mit Clifford—Algebra MLPs in 4
und 8 Dimensionen untersucht. Aussagen zur Effizienz der von uns entwickelten Netze
im Vergleich zu herkémmlichen MLPs werden dann am Beispiel der Vorhersage einer
chaotischen Zeitreihe gewonnen.

In Kapitel 5 werden die vom geometrischen Produkt erzeugten Kodierungen néaher be-
trachtet und hinsichtlich ihrer Eignung zur Erkennung von Drahtgittermodellen mit an-
deren geometrischen Merkmalen experimentell verglichen. Es erfolgt auch ein Vergleich
der Funktionsprinzipien unserer Netze mit denen bei Neuronalen Netzen hoherer Ord-
nung.
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Kapitel 6 enthalt die Zusammenfassung und Diskussion der Resultate dieser Arbeit.



Kapitel 1

Das algebraische Modell der Arbeit

Dieses Kapitel hat zum Ziel, nicht nur einfach das algebraische Modell der Arbeit ein-
zufithren, sondern es insbesondere als das Ergebnis eines natiirlichen, direkt auf der Ebene
der Neuronalen Netze nachvollziehbaren, Einbettungsprozesses darzustellen. Erst auf die-
sem Wege wird es uns namlich gelingen nachzuweisen, dafl es sich dabei gewissemaBen
schon um das allgemeinste Modell iiberhaupt handeln wird, was man betrachten kann,
welches zudem noch eine geometrische Interpretierbarkeit besitzt. Die komplexen Zahlen
und die Quaternionen dienen uns dabei nicht nur als statische Vorgaben, sondern auch
als niitzliche Orientierungspunkte. Den Ausgangspunkt bilden die endlich dimensionalen
reellen Vektorrdume, die das mathematische Fundament klassischer vorwértsgerichteter
Neuronaler Netze bilden.

1.1 Grundlagen

Beginnen wir also mit dem in unserem Fall Grundlegensten, den reellen Zahlen IR, genauer
mit dem Begriff des Kérpers, dem die reellen Zahlen als algebraische Struktur zugeordnet
werden koénnen.

Definition 1.1: (Kérper)

Ein Korperist ein Tripel (K, +,-), bestehend aus einer Menge K und zwei Verkniipfungen
+ und - auf K (Addition und Multiplikation), d.h. einer Abbildung

+: K xK—= K, (a,b)—a+b,

und einer Abbildung
-t Kx K= K, (a,b)—a-b,

mit folgenden Eigenschaften (Kdrperaziome):

(K1) (K,+4) ist eine abelsche Gruppe.
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(K 2) (K\{0},") ist eine abelsche Gruppe.
(K 3) Es gelten die Distributivgesetze:

(a—l—b)-c = a-c+b-¢c und
c-(a+b) = c¢c-a+t+c-b.

Eine nicht—leere Teilmenge T' von K, welche die Korperaxiome erfiillt, heifit ein Teilkorper
von K.

Aufgrund von (K 1) existiert zu jedem Element ¢ € K ein eindeutig bestimmtes additiv
inverses Element, welches mit —a bezeichnet wird. Statt a + (—b) schreibt man kurz a — b.
Ebenso gibt es nach (K 2) zu jedem a € K\{0} ein eindeutig bestimmtes multiplikativ
7. Subtraktion und Division sind also
Ableitungen aus den entsprechenden Koérperaxiomen.

inverses Element a='. Fiir a - b~' schreibt man kurz

Die reellen Zahlen bilden offensichtlich einen Korper, die gewohnten Regeln nach denen wir
mit thnen Rechnen haben durch diese Definition sozusagen nur ihre axiomatische Kenn-
zeichnung erfahren. Auch weitere, der uns von den reellen Zahlen vertrauten Rechenregeln
sind bereits Folgerungen aus den Koérperaxiomen, wie jene fir die Multiplikation mit der

Null:
0-a=a-0=0. (1.1)

Die Null nimmt also bei der Multiplikation eine spezielle Stellung ein. Da sie kein multipli-
kativ inverses Element besitzt, muf sie in (K 2) ausgeschlossen werden. Diese Nichtexistenz
eines multiplikativ Inversen der Null liefert somit auch den Grund fiir die bekannte Regel:
»,Durch 0 darf man nicht teilen!“

In Kérpern ist sie das einzige derartige Element (K 2), d.h. fiir alle a,b € K gilt:

a-b=0=(a=0VvVb=0). (1.2)
Diese Eigenschaft wird als Nullteilerfreiheit bezeichnet.
Nachdem der Begriff des Korpers erlautert wurde, wollen wir als nachsten Schritt die

Regeln fiir das Rechnen mit n—Tupeln reeller Zahlen formalisieren, was uns allgemeiner
auf Vektoren und die Struktur des Vektorraumes fiihrt.

Definition 1.2: (Vektorraum)

Sei K ein Koérper. Ein K-Vektorraum ist ein Tripel (V,+,-), bestehend aus einer Menge
V, einer Verkniipfung (Addition)

+: VxV =2V (vy,u)mvtw,
und einer Verkniipfung (Multiplikation mit Skalaren)
it KxV =V, (Av)—= Ao,

so daB folgendes gilt (Vektorraumaziome):
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(V1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe.
(V2) Firallev,weV, \pue K gilt:

Atp)-v = A-v)+(p-v),
Av+w) = A-v)+ (A w),
) -0 = A-(p-v),

lg-v = .

Ein Vergleich der Axiome eines Korpers mit denen eines Vektorraumes zeigt sofort, daf
jeder Korper tiber sich selbst ein Vektorraum ist, da die Axiome der Addition (K 1)
und (V 1) identisch sind, und die skalare Multiplikation des Vektorraumes in diesem Fall
gerade die Multiplikation des Korpers ist. Also sind die ersten beiden Gleichungen von
(V 2) die Distributivgesetze des Korpers (K 3) und die beiden verbliebenen Gleichungen
folgen unmittelbar aus (K 2) und (1.1). Damit haben wir praktisch den nachstehenden
einfachen Satz bewiesen.

Satz 1.1: (Korper als Vektorriume)

Sei K ein Korper und T ein Teilkorper von K. Dann ist K ein T—Vektorraum.

Wir fithren nun die komplexen Zahlen ein, und wollen sie sodann mit unseren bisher
erarbeiteten Instrumentarium als algebraische Einbettung von IR untersuchen.

Definition und Satz 1.3: (Komplexe Zahlen)
Das Tripel (IR x R, +, ®) mit der fiir alle ay, by, az, by € IR durch

(a1,b1) + (az,b2) := (a1 + aq, by + by) (1.3)
definierten Addition und der durch
(a1,b1) @ (ag,b2) := (a1ay — biby, a1by + asby) (1.4)

definierten Multiplikation ist ein Korper, der sogenannte Kérper der komplexen Zahlen
und wird mit € bezeichnet.

Komplexe Zahlen sind also Paare von reellen Zahlen, mit einer zusatzlich erklarten Multi-
plikation, durch die IR? zu einem Kérper wird, was man leicht durch einfaches Nachrechnen
der Korperaxiome verifiziert.

Mittels Identifizierung der reellen Zahlen gemaf
R :={(a,b) € C | b=0}, (1.5)

erhilt man, daB IR als Teilkérper in € eingebettet ist. Nach Satz 1.1 ist dann insbesondere
€ auch ein zweidimensionaler IR-Vektorraum. Komprimiert kann dies alles durch die
Notation

(R =) R' < ((R* 4, Rr),®) (= 0), (1.6)
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zum Ausdruck gebracht werden, wobei < das Einbettungssymbol sein soll.

Verallgemeinern wir den konkreten Fall IR < €, so erhalten wir als charakteristische
Eigenschaften unserer Einbettungen:

° Ubergang zu einem hoherdimensionalen Raum
( . . . . 1 2
quantitative Erweiterung; IR' — IR?)

e Einfithrung/Benutzung zusétzlicher Operationen in diesem Raum
(qualitative Erweiterung; komplexe Multiplikation ®)

e Strukturerhaltung (Vektorraumeigenschaften )

Mit der in (1.6) eingefithrten Notation kénnen wir diese Merkmale wie dann folgt zusam-
menfassen:

R < (R™, +,-),®) (n<m). (1.7)

Unsere Aufgabe besteht nun darin, Schritt fiir Schritt die einzelnen noch freien Parameter
von (1.7) so festzulegen, daf der Einbettungsproze < wohldefiniert wird.

Bevor wir damit beginnen, wollen wir zum Abschluf} dieses Grundlagenabschnittes noch
das wichtigste Hilfsmittel bei der Untersuchung algebraischer Strukturen einfithren, wel-
ches dann auch héaufig auf unsere Einbettungen angewandt werden wird. Es handelt sich
um den Begriff der Isomorphie.

Zwei mathematische Verkniipfungsgebilde V und W vom Typ T (z.B. Korper) heiien
zueinander isomorph (in Zeichen V = W), falls es wenigstens eine bijektive Abbildung

gibt, die V' strukturerhaltend nach W abbildet. Eine solche Abbildung wird dann ein

Isomorphismus genannt. Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation.

Bei Vektorrdumen zum Beispiel sind die Isomorphismen genau die bijektiven linearen
Abbildungen, dabei heifit eine Abbildung F' zwischen zwei K-Vektorraumen V und W
K-linear, falls

FA-v+p-w)=AF(v)+ pF(w) (1.8)
fiir alle v,w € V und A € K gilt.

Damit haben wir alle grundlegenden algebraischen Begriffe und Sachverhalte behandelt,
und kénnen mit der eigentlichen Modellierung unserer Einbettungen beginnen.

1.2 Spezifikation der algebraischen Struktur

Unser nichstes Ziel ist es, die algebraische Struktur der rechten Seite von (1.7) zu spezifi-
zieren. Fiir den Spezialfall der komplexen Zahlen haben wir dies bereits getan, wobei wir
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die Eigenschaften eines Koérpers nachweisen konnten. Untersuchen wir also diesbeziiglich
unsere zweite Vorgabe — die Quaternionen IH.

Quaternionen (entdeckt 1853 von Hamilton) sind Zahlen der Form
a+bi+cj+dk (1.9)

mit a, b, ¢,d € IR und imagindren Einheiten 1, j, k.

Fiir Quaternionen ist eine Multiplikation geméf Tabelle 1.1 erklart. Da die Multiplikati-

(ol [ k]
Lyy1]1]j |k
S | O B '
gy l-k|-111
k|k|j|-1]-1

Tabelle 1.1: Multiplikationstabelle der Quaternionen

onstabelle nicht symmetrisch ist, ist die Multiplikation der Quaternionen nicht kommuta-
tiv, also ist IH kein Kérper mehr. (IH, ®) ist aber noch eine Gruppe. Strukturen, in denen
an Stelle von (K 2) in Definition 1.1 lediglich

(SK 2) (K\{0},) ist eine Gruppe.

gilt, heilen Schiefkorper. Die Quaternionen bilden also einen solchen.

Komplexe Zahlen und Quaternionen sind aber bereits die einzigen Beispiele fiir IR echt
umfassende Kérper bzw. Schiefkérper, was im folgenden Satz prazisiert werden soll, dessen
zweite Aussage als Satz von Frobenius bekannt ist.

Satz 1.2: (Maximale Charakterisierung)

(i) Es gibt genau einen Koérper, ndmlich den der komplexen Zahlen C, der IR als
Teilkérper enthéilt und als IR—-Vektorraum endliche Dimension hat.

(ii)) AuBer C gibt es noch genau einen Schiefkérper, ndmlich den der Quaternionen H,
der IR als Teilkérper enthélt und als IR—Vektorraum endliche Dimension hat.

Wir diirfen also bei unseren Einbettungen, um nicht auf € und H beschréankt zu bleiben,
beziiglich der algebraischen Multiplikation in (1.7) auch nicht mehr die Gruppeneigen-
schaft fordern, sondern miissen diesbeziiglich zur Halbgruppe abschwéchen, was uns auf
die Struktur des Ringes fiihrt.

Definition 1.4: (Ring mit Eins)
Ein Tripel (R, +, ) heifit Ring, wenn (R, +) eine abelsche Gruppe, (R, -) eine Halbgruppe
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ist, und wenn die Distributivgesetze gelten.
Existiert zusdtzlich ein Element 1 € R derart, daB fir alle r € R

l-r=r-1=r (1.10)

gilt, so wird (R, +,-) ein Ring mit Fins genannt.

In Ringen gilt stets (1.1), jedoch nicht notwendigerweise (1.2), d.h. es kénnen Elemente
existieren, die (1.2) verletzen. Zu ihrer exakten Kennzeichnung fithren wir ein:

Definition 1.5: (Nullteiler)

Sei (R, +,-) ein Ring. Ein Element a € R heiBt Links—Nullteiler (bzw. Rechts—Nullteiler),
falls ein b € R\{0} existiert mit a-b =0 (bzw. b-a = 0).

Eine unmittelbare Konsequenz aus dem Vorhandensein von Nullteilern in einer algebrai-
schen Struktur ist, dafl die Division von Elementen nicht erklart ist, was z.B. das Losen
von Gleichungen sehr schwierig gestalten kann. Mit den konkreten Auswirkungen fiir den
Entwurf Neuronaler Netze im Rahmen derartiger Strukturen werden wir uns spéater noch
ausfithrlich beschaftigen miissen.

Eine genauere formale Spezifikation der algebraischen Struktur unserer angestrebten Ein-
bettungen konnen wir schlieBlich mit Hilfe der folgenden Definition angeben.

Definition 1.6: (Lineare Algebra)

Sei K ein Korper, (R, +,®) ein Verkniipfungsgebilde.
Falls (R, +,®) ein Ring mit einem Einselement und V' := (R, +, -x) ein Vektorraum iiber
K ist, so heiBt das Paar £ = (V,®) eine Lineare Algebra iiber K.

Ist V' von endlicher Dimension, so wird diese auch die Ordnung von £ genannt, desweiteren
wird V als der Vektorraumanteil von £ bezeichnet.

Aus unseren bisherigen Uberlegungen konnen wir nun direkt ableiten, daf unser alge-
braisches Modell genau aus den endlich dimensionalen reellen Linearen Algebren besteht.
Die unter diesen von IR, € und IH verschiedenen Algebren wollen wir von nun an als
hyperkomplexe Zahlen bezeichnen wollen.

Wir missen uns nun noch davon tiberzeugen, dafl unsere algebraische Spezifikation sinn-
voll ist, d.h. zum einen miissen wir uns vergewissern, dafl es tiberhaupt hyperkomplexe
Zahlen gibt. Desweiteren miissen wir sicherstellen, dafl wir keine relevanten Einbettungen
per Definition ausgeschlossen haben. Diesen komplizierteren Fall wollen wir separat als
erstes behandeln.
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Note iiber Divisionsalgebren

In Definition 1.6 haben wir beziiglich der Multiplikation der Algebra die Assoziativitit gefordert.
Verzichtet man darauf und betrachtet diese Eigenschaft als Attribut, so erhilt man alternativ:

Definition 1.6’: (Lineare Algebra)

Sei K ein Kérper, (A, 4, ®) ein Verkniipfungsgebilde.
Falls V := (A, +, ") ein Vektorraum ist, so heifit das Paar A = (V,®) eine Algebra iiber K.
Ist (A, ®) zusétzlich eine Halbgruppe, so heifit A weiter eine assoziative Algebra.

Ist (A\{0}, ®) abgeschlossen, und existiert zu jedem Element ein linksinverses und rechtsinverses
Element (beziiglich ®), so wird A eine Divisionsalgebra genannt.

Nach Satz 1.2 sind € und H die einzigen assoziativen Divisionsalgebren (auBer IR selbst), die als
IR-Vektorraum endliche Dimension haben. Es gibt dariiberhinaus nur noch genau eine nicht-
assoziative Divisionsalgebra in diesem Sinne, die sogenannten Octonionen [Porteous95], die die

Ordnung 8 haben.

Diese Aussage kénnen wir im Rahmen der Arbeit nicht beweisen und skizzieren daher nur kurz
die Beweisidee:

Man kann zeigen, daff derartige Divisionsalgebren stets eine Zweierpotenz als Ordnung besitzen
miissen. Weiter kann man dann folgern, dafl wenn es keine Divisionsalgebra der Ordnung 16
gibt, auch keine htherdimensionalen Divisionsalgebren mehr existieren. Eine Divisionsalgebra
der Ordnung 16 miifite die Octonionen als Subalgebra enthalten, dieses ist aber bereits nicht
mehr realisierbar.

Die Octonionen selbst werden in unseren noch zu konstruierenden algebraischen Einbettungen
als isomorphe Kopie enthalten sein, wobei hier Isomorphie im Sinne von Definition 1.6’ gemeint
ist.

Insgesamt ist damit gewidhrleistet, daf} alle relevanten Moglichkeiten algebraischer Einbettungen
des IR™ in unserem Modell enthalten sind.

Die Frage nach der Existenz weiterer hyperkomplexer Zahlen, aufler den bisher kennen-
gelernten, gibt uns Gelegenheit zu einer ersten kleinen Anwendung des Schlieflens mittels
Isomorphie. Nach einem Satz der Algebra ist bekanntlich jede Lineare Algebra isomorph
zu einer Matrizenalgebra. Die Existenz von Matrizenalgebren beliebiger endlicher Ord-
nung ist wohl unzweifelhaft gegeben, womit gleichsam deutlich wird, wie grob unsere
Spezifikation noch ist.

Wir wollen die Frage aber auch noch explizit beantworten. Ein sehr einfaches Beispiel
liefert sofort der IR? mit der gewdhnlichen Addition und der komponentenweisen Multi-

plikation:
®: R*O R’ = R? ((a,b),(c,d)) = (ac,bd). (1.11)

Auf diese Weise lait sich der IR™ offensichtlich stets zu einem Ring erweitern, daher
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definieren wir allgemeiner

"R = (R", +,0), (1.12)

wobei © jetzt allgemein die komponentenweise Multiplikation auf dem IR™ bezeichne.

Die obigen Ringe "R sind allerdings hinsichtlich ihrer geometrischen Interpretierbarkeit,
als eher bescheiden zu bezeichnen.

Aber wir wollten ja auch nur ein erstes Beispiel fiir hyperkomplexe Zahlen kennenlernen,
fiir die wir als Zusammenfassung nocheinmal ausdriicklich festhalten:

Hyperkomplexe Zahlen sind i.a. weder frei von Nullteilern noch kommutativ.

Nachdem nun eine algebraische Spezifikation etabliert wurde, ist es an der Zeit, zu formu-
lieren, was wir innerhalb dieser Grenzen modellieren wollen, d.h. unseren algebraischen
Einbettungen mittels unserer Vorstellungen und Intentionen ,,Leben einzuhauchen®, wo-
mit der Ubergang zu konkreten Konstruktionen eingeleitet wird.

1.3 Konstruktion der Einbettungen

Als erstes miissen wir uns natiirlich iberlegen, wie unser anstehendes Konstruktionsver-
fahren prinzipiell funktionieren soll. Wir haben den Ausgangs— und Zielpunkt aber noch
zu vage bestimmt, um dabei direkt nur mittels Technik vorgehen zu kénnen. Also nutzen
wir die vorteilhafte Notwendigkeit auf Anschauungen und Vorstellungen angewiesen zu
sein, und bemiihen uns zunéchst um inhaltliche Einsichten.

1.3.1 Voriiberlegungen

Diese gewinnt man héufig am einfachsten durch einen Blick auf bereits Bekanntes. Be-
trachten wir doch nocheinmal die Quaternionen H und ihre Entstehung. HAMILTONS’
Absicht war es natiirlich nicht, einen maximalen Schiefkérper zu entdecken, der IR enthélt.
Vielmehr hatte er die Absicht, mit Vektoren des IR® so rechnen zu kénnen, wie mit reellen
Zahlen, insbesondere also auch Vektoren durch Vektoren teilen zu kénnen. Durch den Satz
1.2 wissen wir, daB dies im IR® unmdoglich ist. Erst dessen geschickte Einbettung in einen
4—dimensionalen Raum fithrte ihn zur Verwirklichung seiner Ziele. Was aber kénnen wir
dem Ergebnis seiner Bemiithungen hilfreiches entnehmen?

Der Schliissel ist die Beobachtung, dafl ein Quaternion
a+bi+cj+dk (1.13)
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eigentlich kein homogenes Gebilde mehr ist (bzw. sein kann), sondern aus qualitativ ver-
schiedenen Teilen besteht, ndamlich aus dem Skalarteil a und dem Vektorted bi+ c¢j+ dk,

wofiir wir den Grund ja nun kennen.

Versuchen wir uns gleich am allgemeinen Fall des IR" und untersuchen, welche qualitativ
verschiedenen Objekte wir aus seinen Vektoren prinzipiell bilden kénnten. Das Projizieren
in irgendeine Komponente eines Vektors liefert stets ein Skalar, womit wir die kleinstmogli-
che Entitét erhalten. Offenbar gibt es kein Objekt, das qualitativ zwischen Skalar und
Vektor liegt. Um ,groBere” Objekte als Vektoren zu erzeugen, bendtigen wir einen Opera-
tor mit expandierender Wirkung. Aufgrund der Endlichkeit unseres Vektorraumes kénnen
wir aber keine Entitdten erzeugen, die grofer sind als die Dimension des Vektorraumes
selbst. Wir brauchen als Gegenstiick also noch einen kontrahierenden Operator, um nicht
unbeschrankt zu expandieren. Gewill wollen wir auch alle méglichen Entitaten erzeugen.

Mit diesen einfachen Uberlegungen ist die Konstruktion ihrem Wesen nach aber bereits
bestimmt. Es handelt sich einfach um eine Potenzmengenkonstruktion, und die Objekte,
auf die sie angewandt wird, sind die Basisvektoren des Vektorraumes.

Fiir den IR"™ mit der Standardbasis {ei,...,e,} erhalten wir konkret die Potenzmenge

P(n) :={ep, €1y, €2} - -+ €n}s €{1,235 - - 5 €{1,..m} | (1.14)

wobei wir die Indexschreibweise (z.B. eq1,2) fidr {e1, e2}) verwendet haben, um gleichwohl
anzudeuten, dafl die obige Menge Basis des Vektorraumanteils einer Linearen Algebra
werden soll. Die Menge P(n) 148t sich mittels der Mengeninklusion C auf kanonische Weise
(wie durch die Indizierung ebenfalls angedeutet) ordnen, was ein 2"-Tupel ergibt. Selbiges
bezeichne nun die Standardbasis des IR?". Dann kénnen wir mit Hilfe der Indexmenge

A, := (P(n), C) jeden Vektor z € IR?" schreiben als:
T = Z T A€y . (1.15)

AEAp

Fiir diese Indexmenge treffen wir noch zwei weitere Vereinbarungen.

Definition 1.7: (Basisindizierung)

Mit der Indexmenge A, werde auch die zugrundeliegende Basis identifiziert. Weiter sei
fiir alle s € {1,...,n}
Al ={T C A, ||T| = s}. (1.16)

Die Teilausdriicke von (1.14) haben bisher noch keinerlei Bedeutung. Denken wir sie uns
nun durch einen Operator A verkniipft, den wir als das duffere Produkt bezeichnen wollen,
dann erhalten wir die folgende neue Gestalt von (1.14) als 2"—Tupel:

(ep,e1,€2,... €m0 NeEgy...,e1 AN Ney). (1.17)

Wenn unsere Umformung konsistent gewesen sein soll, dann mufi A ein Operator mit
expandierender Wirkung sein. Genauer sollte z.B. e; A ... A e, eine Entitat der ,,Grofle n”
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ergeben. Formal 148t sich dies sehr leicht bewerkstelligen, indem wir einfach jedem Produkt
p in (1.17) die Anzahl seiner Faktoren, bezeichnet als der Grad von p, zuordnen. Diese
Zuordnung geschéhe durch den einstelligen Gradoperator (-). Produkte p mit n := (p) > 2
bezeichnet man auch als n—Vektoren. Gebrauchlich sind auch die Bezeichnungen Bivektor
fiir 2-Vektoren und Trivektor fir 3—Vektoren. Per Konvention gelte wie iiblich () := 0
(leeres Produkt) und (e;) := 1 fir alle ¢ € {1,...,n}.

Das duflere Produkt soll nun formal eingefiihrt werden. Als Bedeutung wird ihm dabei
das von seinen Faktoren erzeugte Volumenelement zugeordnet.

Definition 1.8: (AuBleres Produkt)
Sei m € IN. Das auflere Produkt beliebiger Vektoren vy, ..., v,, € IR" sei definiert als

m

N\ = det(vr, ..., v), (1.18)

wobei fiir die Standardbasis (eq,...,¢,) des IR"
det(eq,...,e,) =1 (1.19)

gelte, d.h. det ist die rechtsorientierte Determinantenform des IR".

Abbildung 1.1 zeigt das &ulere Produkt von drei linear unabhéangigen Vektoren, i.e. einen
Trivektor.

aAbAc

Abbildung 1.1: Veranschaulichung eines Trivektors

Es ibertragen sich natiirlich alle Eigenschaften der Determinante auf A, insbesondere
die Assoziativitdt und die Neutralitdt der Eins. Das duflere Produkt wird in unsere Ein-
bettungen als geometrisches Fundament einflieen, fiir deren Konstruktionsverfahren wir
jetzt nocheinmal unseren Blickwinkel dandern.

1.3.2 Das Verfahren

Den Ausgangspunkt unseres Konstruktionsverfahrens sollten wir moglichst direkt an ei-
nem Neuronalen Netz selbst bestimmen. Fiir unsere Konstruktion reicht dafiir aber die
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Beschaftigung mit einem einzelnen Neuron, wie es in Abbildung 1.2 dargestellt ist, vollig
aus.

< > f() |—

Abbildung 1.2: Skalare Korrelation in einem Neuron

Unser Interesse beschrankt sich im Moment sogar einzig auf die Korrelation eines Einga-
bedatums 7 mit einem Gewichtsvektor  mittels des Euklidischen Skalarproduktes (-, ),
welches bekanntermafien wie folgt definiert ist:

n

(z,y) ::in-yi. (1.20)

=1

Der Schwellwert § hatte in die Korrelation mit aufgenommen werden kénnen, was aber fir
unsere Uberlegungen hier unerheblich ist. Unser Ziel ist es, an Stelle des Euklidischen Ska-
larproduktes, die algebraische Multiplikation der konstruierten Einbettung als Korrelator
im Neuron zu verwenden

JUb,Z) +8)~ f(WRI+0), (1.21)

womit sich dann ein neuer Typus eines Neurons und somit auch neue Neuronale Netze
ergeben wiirden. Die Verdanderungen, die f dabei erfahren muf} sind dann anschlieflend zu
diskutieren.

Die Konstruktion unserer Einbettungen wird mit der Verallgemeinerung des Euklidischen
Skalarproduktes beginnen, d.h. sie orientiert sich an dem im Neuron tatsachlich vorhande-
nen Korrelator und erweitert diesen. Wir geben im folgenden alle Schritte in allgemeinster
Form an. Am Anfang steht dabei die Definition einer Bilinearform.

Definition 1.9: (Bilinearform)

Seien V und W K-Vektorrdume. Eine Abbildung
F: VWK

heilt Bilinearform, wenn fir alle v, v1,v9 € V, w,wy,wy € W und A € K gilt:

(BF 1) Linearitat in der 1.Komponente:

F(vy + vy, w) = F(u,w)+ F(vg,w),
F(Av,w) = AF(v,w)

und
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(BF 2) Linearitiat in der 2.Komponente:

F(vo,wi +w2) = F(v,w)+ F(v,w,),
F(v, dw) = AF(v,w).

Im Falle V.= W heiit F' eine Bilinearform auf V. Weiter existiert zu jeder solchen
Bilinearform eine zugehorige quadratische Form @ : V' — K, die definiert ist durch

Q(u) := F(u,u) furalleu € V. (1.22)

Unser Interesse gilt nur den symmetrischen Bilinearformen eines Vektorraumes V', den
sogenannten Skalarprodukten. Dies sind Abbildungen, bei denen zu den Bedingungen (BF
1) und (BF 2) zusétzlich

F(u,v) = F(v,u) (1.23)

fur alle u, v € V erfiillt ist, so zum Beispiel beim Euklidischen Skalarprodukt auf dem IR®,
wie der Name schon sagt.

Skalarprodukte sind bereits eindeutig durch ihre quadratische Form bestimmt.

Es gilt:

Plu,v) = 5 - (Qu+v) = Qu) - Q1)) (1.24)

N | —

Ein Skalarprodukt F' 148t sich weiter klassifizieren als:

positiv definit , wenn Vu € V\O : F(u,u) > 0;
positiv semidefinit , wenn Vu € V: F(u,u) > 0;
negativ definit , wenn Vu € VO : F(u,u) < 0;
negativ semidefinit , wenn Vu € V: F(u,u) <0;
indefinit , wenn F' weder positiv noch negativ semidefinit ist.

Unser Standardbeispiel (-, ) ist positiv definit. Damit deutet sich schon an, worauf eine
Verallgemeinerung des Euklidischen Skalarproduktes hinaus laufen wird.

Zu jedem Skalarprodukt F' gehort noch eine ausgezeichnete Menge, das sogenannte Radikal

von F' (kurz Rad F'), welches durch
Rad F:={u eV | F(u,v)=0 firallev e V}. (1.25)

definiert wird. Es enthélt also genau die Vektoren, die zu allen anderen Vektoren senkrecht
stehen, insbesondere also auch den Nullvektor. Enthalt das Radikal dariiberhinaus noch
andere Vektoren, so spielen diese quasi die selbe Rolle wie die uns schon bekannten Null-
teiler in Ringen. Die Nullteilerfreiheit unserer Einbettungen konnten wir nicht fordern,
wie wir im Abschnitt 1.1 gesehen haben. Es besteht aber keine mathematische Notwen-
digkeit, Skalarprodukte mit Radikalen ungleich dem Nullvektor zu betrachten. Hingegen
gibt es gute Griinde diesen Fall auszuschlieen. So sind derartige Vektoren bei Konstruk-
tionsverfahren generell problematisch, insbesondere wiirden sie aber in den konstruierten
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Einbettungen weitere Nullteiler implizieren. Auch kann man derartigen Vektoren keine
natiirliche (bzw. von Null verschiedene) Lénge mehr zuordnen, was eine Normierung des
gesamten Raumes dann stets zu einem schwierigen Unterfangen macht.

Mit dem Ausschluf} dieses Falls sind wir nun in der Lage den Satz anzugeben, welcher die
gesamte Konstruktion tragen wird.

Satz 1.3: (Invariante Kennzeichnung Quadratischer Formen)

Sei V ein n—dimensionaler K—Vektorraum, F' ein Skalarprodukt auf V' mit Rad F' = {0},
Q die zu F gehorige Quadratische Form. Dann existiert eine Basis {&,...,¢€,} von V
derart, dafl fur alle v € V gilt:

Qv) = —'Ufél — 'U%ég e 'U;(;p + 'U;_H(;p_}_l = 'U;+q(;p+q , (1.26)

wobei p, g € IN und p+q=n gilt.

Das Paar (p, ¢) heiBt der Typ der Quadratischen Form ). Setzt man s := p, so ist (n, s)
eine ebenfalls gebrdauchliche Schreibweise fiir den Typ einer Quadratischen Form, wel-
cher wir den Vorrang geben werden. In dieser Notation wird s dann auch die Signatur
von (), genannt, da an dieser Stelle der Vorzeichenwechsel stattfindet. Weiter wollen wir
vereinbaren, dafl IR, 5 die gesamte Aussage von Satz 1.3 abkiirzend fiir den IR" bezeichne.

Satz 1.3 erlaubt das Reduzieren einer Quadratischen Form auf ihren Typ. Wir werden
nun zeigen, wie durch IR, ¢ zusammen mit unseren Uberlegungen des vorangegangenen
Teilabschnittes eine Lineare Algebra der Ordnung 2" beztiglich der Basis (1.17) impliziert
wird.

Setzt man in (1.26) die Vektoren der Standardbasis (e1, ..., €,) des IR™ ein, so erhéalt man
sofort

—Q(e;) = 41 falls i< p (1.27)
—Q(e;) = —1 falls i>p (1.28)

und weiter fiur 1 <, <nmit 1 # j
€,€; = —€5€;, (129)
da (eq,...,e,) orthonormal ist.

Mit den letzten Gleichungen sind wir schlieBlich am Ziel angelangt. Das Konstruktions-
verfahren ist jetzt vollstdndig beschreibbar.

Es beginnt mit der Wahl eines Raumes IR, s und soll als Ergebnis eine vollstandige Mul-
tiplikationstabelle fir

(Ler,ea,...,€n,e1 Neg, o er A N ey) (1.30)
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liefern, genauer eine Operation @, ; auf dem IR*" definieren, durch die dieser Raum zu
einer Linearen Algebra wird.

Die so erzeugte Lineare Algebra wird dann die Clifford-Algebra von IR, s genannt und mit
Cn,s bezeichnet. Kommen wir nun aber zum eigentlichen Verfahren.

Konstruktionsverfahren

Sei also IR, bereits gewéhlt.

0) Setze fiir alles € {1,...,n}:

2. 1 i<s
Ty -1 s > s
1) Bestimme alle trivialen Produkte, d.h. die durch A allein festgelegten.

2) Bestimme die noch verbliebenen Produkte mittels (1.29) und 0).

Wie man damit zum Beispiel von IRy o zu Cy o gelangt, ist nachstehend demonstriert, wobei
zur Vereinfachung A in den Ausdriicken weggelassen wurde.

Beispiel 1.1:

0) — 1) — 2) — 3)
(@ [ T [ & [ & [aea] (20 = —eae=e o1 [ o | & | e ]
1 1 e1 e e1 e (e1e2)e2 = erezer = —ey 1 1 e1 e ey e
e e -1 e1e e1(ere2) = ejeres = —ep e e —1 eres | —es
€2 €2 —€e1€2 -1 62(6162) — —esene] = e €2 €2 —€e1€2 -1 €1
€1 €2 €1€2 €1 €2 €1€2 €2 —€1 -1
(ere2)(er1e2) = —ererener = —1

Betrachten wir das Ergebnis 3) genauer, so erkennen wir die Multiplikationstabelle der
Quaternionen (Tabelle 1.1) wieder (man identifiziere einfach e; mit i, e; mit j und eqez
mit k), die wir jetzt als eine spezielle Einbettung des IR? erhalten haben.

Mit der Angabe des Konstruktionsverfahrens ist die Charakterisierung unserer Einbettun-
gen abgeschlossen. Der Einbettungsproze 1ait sich nocheinmal wie folgt zusammenfassen

1-[{n,s =< Cn,s . (131)

Am Ende der Einbettungsprozesse stehen also die Clifford—Algebren, die somit das al-
gebraische Modell fir unsere Erweiterungen reeller Neuronaler Netze bilden, und nun
genauer untersucht werden sollen.
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1.4 Clifford—Algebren

Clifford—Algebren haben durch unser Konstruktionsverfahren bisher nur eine implizierte
Charakterisierung erfahren. Wir geben fiir sie daher als erstes auch eine explizite Definition
am.

Definition und Satz 1.10: (Clifford—Algebra)

Gegeben sei der Vektorraum (IR?", +, ) mit Basis A,.
Sei weiter s € {1,...,n} gegeben. Fiir alle e4,ep € A, definiere eine Operation ®,, s
durch:

(-1) [(ANB)\{1,....s}| (_1)P(A73)6AAB , (1.32)
wobei p(A,B) = Yiep|{i € Ali < j}| ist und A die symmetrische Mengendifferenz

bezeichne.
Dann ist ((IR?", +,), ®,.) eine Lineare Algebra, die sogenannte Clifford-Algebra vom Typ

(n,s), welche kurz mit C, s bezeichnet wird.

€A ®n,s €B =

Strenggenommen miifiten wir jetzt noch zeigen, daBf das Konstruktionsverfahren des letz-
ten Abschnittes und (1.32) fiir festes s tatsachlich die selben Algebren erzeugen. Wir
verzichten hier aber darauf, da wir ja keine reine Mathematik betreiben wollen. Uns in-
teressiert vielmehr, wie wir von den beiden unterschiedlichen Zugéangen profitieren kénnen.

Der implizite Zugang, i.e. das Konstruktionsverfahren, beschreibt Einbettungen als einen
Vorgang. Die explizite Definition 1.10 stellt hingegen die selben Einbettungen als alge-
braisches Modell dar. Héatten wir nur letzteres zur Verfiigung, so kénnten wir zwar Neuro-
nale Netze beztiglich dieses Modells untersuchen, aber ohne jeden Unterbau und jedwede
geometrische Anschauung. Letztere lieBe sich sogar noch wesentlich vertiefen, wenn wir
Clifford-Algebren in der in [Hestenes84] entwickelten Interpretation der Geomelrischen
Algebren betrachten wiirden. Warum wir uns in dieser Arbeit dann doch fast nur auf
der rein algebraischen Seite bewegen werden, liegt daran, daBl wir ersteinmal rein formal
konkrete und korrekte Neuronaler Netze in diesem Rahmen entwickeln miissen. Das Ein-
bringen von Geometrie in Neuronale Netze ist dabei natiirlich stets unser Antrieb und
Fernziel.

Kehren wir nun wieder zur technischen Seite zuriick und fithren noch ein paar iibliche
Bezeichnungen im Rahmen der Clifford—Algebra ein, die iiber unseren impliziten Zugang
leicht nachvollziehbar sind.

Die Operation @, wird geometrisches Produkl genannt, ein « € C,, s heiit Multivektor. Ist
klar, in welchen Clifford—Algebren das geometrische Produkt gebildet wird, so schreiben
wir dann auch einfach nur ®. Analog wie bei Quadratischen Formen wird s die Signatur

von C,, s genannt. Eine Clifford—Algebra mit Signatur 0 wird auch als Euklidische Clifford-
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Algebra bezeichnet. Dies gibt uns auch gleich Gelegenheit zu:

Bemerkung 1.1:

(1) Den reellen Zahlen entspricht die Clifford-Algebra Co .

(17) Den komplexen Zahlen entspricht die Clifford—Algebra C .
(171) Den Quaternionen entspricht die Clifford-Algebra Cs .

Diese Algebren werden auch als die fundamentalen Clifford—Algebren bezeichnet, sie sind
samtlich Euklidische Clifford-Algebren. Beide Attribute werden wir etwas spater noch
genauer verstehen. Zunéchst noch eine weitere kleine Bemerkung.

Bemerkung 1.2:

(1) Jede Clifford-Algebra hat als Ordnung eine Zweierpotenz.

(17) Zu jedem n € IN gibt es genau n Clifford-Algebren der Ordnung 2.

(17¢) Die Eintrage in den Multiplikationstabellen zweier verschiedener Clifford-Algebren
gleicher Ordnung unterscheiden sich héchstens durch Vorzeichen.

Die letzte Aussage wird leicht ersichtlich, wenn wir eine Beispielrechnung fiir (1.32) be-
trachten.

Beispiel 1.2:

Wir wollen ey 53 @2, €(13 berechnen. Es gilt unabhéngig von s: ef; 21 A ey = eqqy.
Weiter ist |({1,2} N {1})\ @] =1 und p({1,2},{1}) = 1, also insgesamt:

(1,2} @ap ey = (=11 (1) - ey = eqoy,

genau wie im Beispiel 1.1 auf konstruktive Weise hergeleitet.

Aussage (1i17) von Bemerkung 1.2 gibt zu der Vermutung AnlaB, daB es hiufig Isomorphis-
men zwischen Clifford—Algebren gleicher Ordnung geben wird. Dabei reicht es natiirlich
dann, die Isomorphie der Algebren wie in Definition 1.11 zu fordern, da die Vektorrau-
manteile der Algebren identisch sind.

Definition 1.11: (Isomorphie von Clifford—Algebren)

Zwei Clifford-Algebren C,, ;, und C, 5, heiBen isomorph (in Zeichen C,, ,, = C, ;,), wenn
es eine Bijektion ¢ von (), ,, nach (), ,, derart gibt, dafl fiir alle z,y € C,, , gilt:

(z+y)o = zd+yd (1.33)
(2 @ney )& = 20, yo. (1.34)

Fiir die Angabe von Isomorphien zwischen Clifford—Algebren ist die (p, ¢)-Notation hand-
licher, zu welcher wie zu diesem Zwecke kurz tibergehen wollen. Unter den Isomorphie-
aussagen ist das sogenannte Periodizitdtstheorem

Cpass = Cp,y ¢ IR(16) (1.35)
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von zentraler theoretischer Bedeutung, wobei o das Tensor-Produkt und IR(16) die Ma-
trizenalgebra der reellen 16 x 16-Matrizen bezeichne. Es besagt vereinfacht, dafl sich mit
einer Periodizitdt von 8 die inneren strukturellen Eigenschaften von Clifford—Algebren
wiederholen. Uns interessieren natiirlich mehr praktische Kriterien, ein sehr hilfreiches
ist:

Cot1.g = Coptr - (1.36)

Von nun ab gelte wieder die Standardnotation (n,s). Eine unmittelbare Folgerung aus
dem letzten Kriterium ist dann

Cap =Cyp. (1.37)
Es gibt also nur zwei nicht—isomorphe Clifford—Algebren der Ordnung 4. Abschlieend zu

diesem Themenkreis wollen wir noch bemerken, dafl jede Clifford—Algebra zu einer Ma-
trizenalgebra aus nicht gemischten Produkten iiber IR, € oder TH isomorph ist ', weshalb
diese Algebren selbst auch die fundamentalen Clifford-Algebren genannt werden.

Als letztes wollen wir jetzt die Verallgemeinerung der komplexen Konjugation in Clifford-
Algebren formulieren.

Definition und Satz 1.12: (Konjugation)

Sei x € Cp 5. Der zu x konjugierte Multivektor x ist definiert durch

T 3 (=) e (1.38)

AEAq

Die Abbildung ~ ist ein Automorphismus von C, s und wird die Konjugation in C, ,
genannt.

Die Konjugation ist also alleinig durch die Ordnung der Clifford-Algebra und nicht durch
deren Signatur bestimmt. Fur C; o(= C) erhalt man die komplexe Konjugation als Spezi-

alfall aus der obigen Definition. In jeder Euklidischen Clifford—Algebra gilt:

t®y=zy),...), (1.39)

fiir + = y insbesondere sogar:
t®7 = ((z,z),0,...,0), (1.40)

womit dann auch der Name dieser Clifford—Algebren erklart ist.

Diese Gleichungen haben eine sehr wichtige, positive Konsequenz fir den Entwurf Neu-
ronaler Netze in Clifford-Algebren, denn zumindest fiir Euklidische Clifford—Algebren ist
der skalare Korrelator im geometrischen Korrelator einbettbar. Wir kénnen unsere ab-
strakten theoretischen Uberlegungen also ganz natiirlich auf die Ebene der Neuronalen
Netze iibertragen und dort nun weiterentwickeln.

fiir eine diesbeziigliche Ubersicht sei auf Anhang C verwiesen
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Kapitel 2

Entwurf Neuronaler Netze in

Clifford—Algebren

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, welche herkémmlichen vorwértsgerichteten
Neuronalen Netze in Clifford—Algebren sinnvoll iibertragbar sind. Dazu miissen wir uns
zunichst einen Uberblick iiber den Aufbau und die Funktion gewshnlicher vorwirtsge-
richteter Neuronaler Netze verschaffen. Der Begriff des vorwartsgerichteten Neuronalen
Netzes fafit aber eigentlich noch sehr unterschiedliche neuronale Berechnungskonzepte
zusammen. Die wichtigsten Vertreter darunter sind die Multilayer Perceptrons (MLPs)
und die Radialen—Basisfunktionen-Netze (RBF-Netze), auf die wir uns auch im wesent-
lichen beschranken werden. Aufgrund ihrer verschiedenen Funktionsprinzipien hat jedes
dieser beiden Netze gewisse Vorteile in bestimmten Anwendungsgebieten gegeniiber dem
anderen. Fiir Funktionsinterpolationen ist das MLP popularer als das RBF-Netz, bei
Klassifizierungsaufgaben verhélt sich die Sache meist umgekehrt.

Im folgenden werden wir das Attribut ,vorwartsgerichtet® meist nicht mehr ausdriicklich
erwiahnen. Weiter sollen mit Neuronalen Netzen auch stets die reellen Standard-Netze
gemeint seien.

2.1 Vorwirtsgerichtete Neuronale Netze

Die Aufgabe, die ein Neuronales Netz lernen soll, kann allgemein als Problem der Appro-
ximation einer Funktion formuliert werden. Die zu approximierende Funktion F' : RN —
IRF ist dabei nicht analytisch beschrieben, sondern lediglich durch K Abtastpunkte (z*)
und zugehdrige Funktionswerte (y*) gegeben, welche von einem (héufig unbekannten)
Prozefl stammen. Die Menge all dieser Prozefidaten sei mit S bezeichnet. Wie wir erst
spater sehen werden, ist ein Neuronales Netz mit einer versteckten Schicht und linearen
Ausgabeknoten, wie es Abbildung 2.1 zeigt, ausreichend, um universelle Approximatoren

23
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zu erhalten. Wir kénnen uns also ganz auf die versteckte Schicht konzentrieren.

P Ausgabeknoten

M versteckte
Knoten

N Eingabeknoten

Abbildung 2.1: Vorwiértsgerichtetes Neuronales Netz

Jeder der M versteckten Knoten repriasentiert eine Basisfunktion
fm tR—=1R (1<m<M). (2.1)

Die Gewichte w! und die Schwellwerte 8! sind die Parameter dieser Basisfunktionen.
Mit den Verbindungen von der versteckten Schicht zu den Ausgabeknoten sind Gewichte

wy,, assoziiert, 0 sind die Schwellwerte der Ausgabeknoten. Die oberen Indizes geben die

Schpicht im Netzwerk an, fir die unteren gilt: (1 <n < N), (1 <m < M)und (1 < p < P).
Also bezeichnet w},, das Gewicht vom rm—ten Knoten der versteckten Schicht zum p-ten
Ausgabeknoten und so weiter. Ferner sei w' := {w)_,0! } 6 w? := {wg@p, 9;} und schliefllich
w = {w', w?} die Menge aller Parameter des Netzes. Desweiteren wollen wir noch wie
iiblich als Konvention vereinbaren, dal Mengenbildung iiber fehlende Indizes zugelassen

ist.

Die Funktionalitat des Netzes ist durch
NS RN - RF, (2.2)

gegeben, das durch N° berechnete p-te Ausgabedatum zu einem Eingabedatum z* =
(ak, ... k) ist
M
Nf(xk)p = Z wfnp . fm(w}n; HTln; :z:k) + 9; ) (2.3)

m=1

Im folgenden sei mit AV stets auch das Netz selbst bezeichnet, d.h. wir identifizieren es
mit seiner Berechnungsfunktion. Zur besseren Unterscheidung und als Abkiirzung fiir eine
Netzausgabe definieren wir zusitzlich noch o, := N3 (zF),,.
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Das Netz NV soll nun durch das Trainieren der Muster aus S eine moglichst gute Ap-
proximation von F' lernen. Was dies genau bedeutet und wie es realisiert werden kann,
soll erst spéater geklart werden. Fiir den Moment begniigen wir uns mit der Feststellung,
dafBl die Approximationsfahigkeiten eines Netzes durch die verwendeten Basisfunktionen
bestimmt werden. Verschaffen wir uns daher einen Uberblick iiber mégliche Varianten von
Basisfunktionen mittels der folgenden charakterisierenden Eigenschaften:

keine Basisfunktionen

0

2) lokal / global

)
1) parametrisiert / nicht—parametrisiert
)
3) orthogonal / nicht-orthogonal,

die wir nun einzeln ein wenig naher untersuchen wollen.

Keine Basisfunktionen. Das ist natiirlich strenggenommen gar keine Eigenschaft mehr
und wurde auch nur aufgefithrt, um zu betonen, dafl ein Netz mit einer linearen Schicht
nicht ausreichend ist. Viele einfache Probleme sind namlich bereits nicht mehr linear
separabel, also fiir derartige Netze unlosbar. Das zweifellos bekannteste Beispiel dafiir ist

das XOR~Problem.

Parametrisierung. Nicht parametrisierte Basisfunktionen sind solche, die auler der Ein-
gabe selbst, keine weiteren variablen Parameter haben, also nicht von veranderlichen Ge-
wichten abhdngen. Dann vereinfacht sich (2.3) also zu:

Zwmp fu(2") + 07 (2.4)

Die Basisfunktionen selbst sollten selbstverstandlich nichtlinear sein, da ein Netz mit
zwei linearen Schichten dquivalent zu einem Netz mit einer linearen Schicht ist. Durch
ihre geschickte Wahl wird man ein spezielles Problem meist sehr gut 16sen kénnen, aber
dann i.a. damit auch nur dieses. Der Ansatz ist generell zu unflexibel, wir betrachten
folglich parametrisierte Basisfunktionen.

Lokalitdt. Lokale Basisfunktionen sind dadurch gekennzeichnet, daff sie nur in einem
begrenzten Gebiet des Eingaberaumes (also lokal) einen signifikanten Output erzeugen.
Das einfachste Beispiel ware eine Lookup—Tabelle, d.h. die Basisfunktionen wiirden in dem
Falle die Diskrete Metrik realisieren, wobei sich dann die Basisfunktionen natiirlich auch
nicht iiberlappen wiirden. Die Realisierung der Lokalitét iiber die Euklidische Metrik fithrt
zu RBF-Netzen. Globalitdt bedarf keiner gesonderten Erklarung und fithrt auf MLPs.
Beide Typen sollen auf ihre Erweiterbarkeit fiir Clifford-Algebren hin untersucht werden.

Orthogonalitit. Orthogonalisierung ist eine generelle Methode, um sich nicht {iberlap-
pende Basisfunktionen zu erzeugen. Orthogonalitit ist iber den Begriff des Skalarproduk-
tes definiert, genauer bezeichnet er das senkrecht stehen von Vektoren (siehe auch (1.25)),
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wobei die Vektoren hier natiirlich Elemente eines Funktionenraumes sind. Wir geben ein
kleines Beispiel. Zwei Funktionen f;, f; € C'[a, ] sind orthogonal, wenn gilt:

[ 50 1) e = ey (25

wobei d; ; das Kronecker Symbol und ¢ € IR ist. Orthogonale Basisfunktionen haben den
Vorteil, dafl man neue Funktionen zur Basis hinzufiigen oder herausnehmen kann, ohne die
Parameter der alten Basisfunktionen neu bestimmen zu miissen. Wichtige Vertreter fir
orthogonale Funktionen sind orthogonale Wavelets. Imm Rahmen dieser Grundlagenarbeit
kénnen wir sie allerdings nicht behandeln.

Nachdem wir uns diesen Uberblick iiber mégliche Eigenschaften von Basisfunktionen ver-
schafft haben, ist es an der Zeit unsere vorwértsgerichteten Neuronalen Clifford-Algebra
Netze konkret einzufiithren. Dazu tibertragen wir einfach das Netz aus Abbildung 2.1 vom
Anfang dieses Abschnittes mit all seinen Notationen in eine Clifford—Algebra.

Definition 2.1: (Neuronales Clifford—Algebra Netz)

Ein Neuronales Clifford—Algebra Netz (CA-Netz) ist allgemein ein vorwirtsgerichtetes
Neuronales Netz, dessen Elemente Multivektoren sind oder auf Multivektoren operieren.
Die Funktionalitit eines CA-Netzes ist gegeben durch:

CNZ : (Cos)N = (Co) . (2.6)

Wir betrachten im speziellen CA—Netze mit einer Architektur gemafi Abbildung 2.1, d.h.
mit linksseitiger Gewichtsmultiplikation. Der durch ein derartiges Netz CA™S berechnete

p—te Ausgabemultivektor zu einem Eingabemultivektor #* = (2, ... %) ist
M
CNj(;L‘k>p = Z fwfnp R Fm('win; ol .Lk> + 9; , (2.7)
m=1

wobeil die Basisfunktionen die Funktionalitat
Fo :Chs—Cps (1<m<M) (2.8)

haben.

Die Beschriankung auf linksseitige Gewichtsmultiplikation hat keine inhaltlichen Konse-
quenzen. Wir muften nur Aufgrund der i.a. gegebenen Nichtkommutativitit des geome-
trischen Produktes eine formale Festlegung treffen, wobei wir natiirlich die Konvention
fiir Standard-Netze iibernommen haben.

Befassen wir uns nun als niachstes mit der Frage nach der Erweiterbarkeit von RBF-Netzen

zu Clifford-Algebra RBF-Netzen.
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2.2 Diskussion von Clifford—Algebra RBF-Netzen

Die Uberschrift nimmt es zum Teil schon vorweg, die Erweiterung von RBF-Netzen zu
Clifford—Algebra RBF-Netzen ist nicht unbedingt angebracht. Als Argument koénnten
wir auch gleich angeben, daB (unseres Wissens nach) noch keine Komplexen RBF-Netze
entwickelt wurden, was sicher nicht daran liegt, daf§ die Idee dazu noch niemandem ge-
kommen ist. Nun, zum einen haben wir ein allgemeineres Modell zur Verfiigung, zum
anderen sollte man sich auch stets selbst iiberzeugen. Desweiteren ist es von grofler Be-
deutung zu erkennen, was genau der Grund fiir ein mogliches Scheitern sein kénnte. Wiare
namlich die Ursache die Lokalitat der Basisfunktionen, so wire eine sehr grofie Klasse von
Basisfunktionen generell fiir CA-Netze ausgeschlossen.

Kommen wir vom Konjunktiv jetzt direkt zu einem RBF-Netz N5. Ein solches Netz
berechnet ein Ausgabedatum geméaf

Z why ([, — 2% + 65, (2.9)

i

d.h. das Argument einer Ba51sfunkt10n fm ist der Euklidische Abstand zwischen Einga-
bedatum und dem Gewicht der Basisfunktion, welches auch das Zentrum von f,, genannt
wird. Zu diesem wird also der radiale Abstand der Eingabe ermittelt. Die Basisfunktionen
sind folglich translations- und rotationsinvariant.

Unsere Idee fiir den direkten Ubergang von Standard-Netzen zu CA-Netzen ist es ja,
den skalaren durch den geometrischen Korrelator zu ersetzen. Nach Gleichung (2.9) sind
die Basisfunktionen aber formal gar nicht tiber das Skalarprodukt parametrisiert. Um
einzusehen, daf} dies doch der Fall ist, missen wir uns genauer mit den Begriffen der
Norm und der Metrik beschaftigen, iber die sich der Abstandsbegriff formalisieren 1aBt.

Definition 2.2: (Norm)
Sei V ein K—Vektorraum. Eine Abbildung

|]: V=T, v |Vv| (2.10)
heifit Norm auf V, falls fir alle v,w € V und A € K gilt:

(NT1) Ao = Xl
(N2) o+ w| < o]+ [[w]
(N3) |v=0 = v=0

Die reelle Zahl ||v|| heiBt Norm (auch: Betrag, Linge) des Vektors v.

Jedes Skalarprodukt impliziert eine Norm. Die Euklidische Norm 148t sich wie folgt tiber
das Fuklidische Skalarprodukt definieren:

I[: R" = R, v /(v,v). (2.11)



28 KAPITEL 2. ENTWURF NEURONALER NETZE IN CLIFFORD-ALGEBREN

Definition 2.3: (Metrik)
Sei V' ein K—Vektorraum. Eine Abbildung

d: M xM—=TR, (x,y) = d(x,y) (2.12)

heifit Metrik auf V', falls fiir alle z,y,z € V gilt:

Jede Norm impliziert nun wiederum eine Metrik, indem man einfach d(v,w) := ||v + w||
setzt. Wir konnen also fiir die Basisfunktionen in (2.9) auch schreiben:

o (= 1) = fo (10l =5t =) ) (213)

Insgesamt wird damit aber deutlich, dafl wir eher ein inhaltliches als ein rein formales
Problem haben, denn letztendlich soll stets der Abstand zwischen Eingabedatum und
Zentrum einer Basisfunktion bestimmt werden, d.h. eine Metrik ausgewertet werden. Die-
se konnten wir vielleicht auch noch indirekt iiber das geometrische Produkt nachbilden,
indem wir nach seiner Anwendung in die erste Komponente des Ergebnisses projizieren,
und uns dann die Metrik geeignet zusammensetzen, aber eine notwendige oder gar sinn-
volle Anwendung des geometrischen Produktes wére dies zweifellos nicht. Insbesondere
natiirlich auch keine inhaltliche Erweiterung der RBF-Netze. Bedenkt man noch, daf}
RBF-Netze universelle, d.h. beliebig genaue Approximatoren stetiger Funktionen sind, so
wird klar, dafl man mit der Anwendung des geometrischen Produktes bestenfalls eine bes-
sere Effizienz erzielen kann. Eine etwaige formal geeignete Verwendung des geometrischen
Korrelators in der 2. Schicht leistet diesbeziiglich aber sicher auch nichts.

Norm und Metrik sind nuneinmal Begriffe eines Vektorraumes, d.h. sie sind vollstandig
und alleinig iber den Vektorraumanteil einer Clifford—Algebra darstellbar, also auch ohne

Clifford—Algebral!

Es verbleiben zwei Moglichkeiten, diesem Fazit Rechnung zu tragen.

1) Die erste ist, man faBt RBF-Netze iiberhaupt nur als Anregung fiir ginzlich neue
CA-Netze auf. Einen naheliegenden Ansatzpunkt dafiir liefern dann natiirlich die Basis-
funktionen selbst. Die gebrauchlichste unter ihnen ist die GauBfunktion

o (12220 (214)

o2
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wobel ¢ deren Varianz angibt. Da die Exponentialfunktion auch in Clifford-Algebren
[Hestenes84] definiert ist, konnte man versuchen, einfach direkt weiterzuarbeiten. Ein
wenig Vorsicht ist dabei aber stets geboten, so ist zum Beispiel das Additionstheorem der
Exponentialfunktion fir Clifford—Algebren meist nur noch eine Existenzaussage, d.h. es
gilt zwar

exp(z) - exp(y) = exp(z), (2.15)

aber im allgemeinen ist z # = + y und {iberhaupt nur noch sehr schwer konstruktiv zu
bestimmen. Man tut also wohl gut daran, sich ersteinmal mit € und H zu beschéftigen.
Unseres Erachtens nach sollten dort dann insbesondere Polarkoordinatendarstellungen
und damit verbundene Phasenkonzepte von Interesse sein.

Man kénnte zunéchst aber auch ganz von der Ebene der Neuronalen Netze abstrahieren,
und sich an der Verallgemeinerung des Regularisierungsansatzes, der den RBF-Netzen
mathematisch ja zu Grunde liegt, fiir Funktionenrdume tiber Clifford-—Algebren versuchen.
Dies diirfte aber ein nahezu unendlich schwieriges Unterfangen werden, insbesondere weil
man Differentialoperatoren in diesen Raumen beherrschen muf, und selbst die Theorie
der Lie-Algebren dazu wohl ziemlich ausgereizt werden mu$.

2) Man kann es sich natiirlich wesentlich einfacher machen, und die RBF-Netze so belas-
sen, wie sie sind. Das dies tatsdchlich noch eine Moglichkeit fiir Entwicklungen ist, wird
deutlich, wenn man die 1.Schicht der RBF-Netze genauer betrachtet. Im allgemeinen wird
diese namlich zur Generalisierung benutzt, d.h. zum reduzieren der Anzahl der Basisfunk-
tionen gegeniiber der Anzahl der Eingabedaten. Das dies realisierende Lernverfahren ist
meist ein Clustering—Algorithmus, wobei genug Spielraum fiir verschiedene konkrete Um-
setzungen bleibt. Ein erster derartiger Algorithmus in einer Clifford—Algebra wurde von
uns bereits in [Buchholz96] vorgeschlagen. Offensichtlich kann man die Generalisierung
als eine Art Vorverarbeitung auffassen. Welche Moglichkeiten das geometrische Produkt
diesbeztiglich bietet, werden wir in Kapitel 5 ein wenig ndher untersuchen.

Hier wollen wir nur noch feststellen, daff die Lokalitat der Basisfunktionen in unseren
Uberlegungen keine Rolle gespielt hat.

2.3 Von MLPs zu Clifford—Algebra MLPs

Aus der Einleitung wissen wir bereits, dafi schon MLPs fiir komplexe Zahlen (CMLPs),
wie auch MLPs fir Quaternionen (QQMLPs) und sogar fiir allgemeine Clifford-Algebren
(CA-MLPs) entwickelt worden sind. In diesem Abschnitt werden wir nur bis zu CMLPs
vordringen, da sich an ihnen schon prinzipielle Probleme der Erweiterung von MLPs zu
Clifford—Algebra MLPs untersuchen lassen. Am Anfang steht aber wie immer der reelle
Fall, also das gewohnliche MLP.
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2.3.1 Reelle Multilayer Perceptrons

Ein reelles MLP kénnen wir (mit den Notationen aus Abschnitt 2.1) wie folgt angeben:

. M N
NI @)y = 3 why - fm( 3 (Wan - 23) + 0r,)) + 6 (2.16)

n=1

Uber die Basisfunktionen eines MLPs, die auch als Aktivierungsfunktionen bezeichnet
werden, wissen wir bisher nur, daf§ sie nichtlinear und global seien sollten. Weitere Ei-
genschaften lassen sich aus dem Lernverfahren, durch das das Netz trainiert werden soll,
herleiten, welchem wir uns daher auch gleich widmen wollen. Zuvor brauchen wir jedoch
iiberhaupt ersteinmal ein Fehlermaf, das durch das Lernverfahren minimiert werden soll.
Dieses ist durch den quadratischen Fehler

1

B(y,0) = 5 lly — ol (2.17)

zwischen erwarteter Netzausgabe y und tatsidchlicher Netzausgabe o gegeben.

Das fast ausschlieBlich verwandte Verfahren zur Minimierung der Fehlerfunktion E(y, o)
ist der sogenannte Backpropagation—Algorithmus. Er realisiert einen Gradientenabstieg in
den Gewichten w des Netzes auf E(y, 0), d.h. die daraus ableitbare Lernregel ist vereinfacht

Aw=—-aV,E(y,0), (2.18)

wobei a € IR die Lernrate ist. Die Gewichte der einzelnen Schichten werden nun schritt-
weise von der Ausgangsschicht riickwéarts adaptiert, indem der Fehler zurtickpropagiert
wird. Zum Zwecke der einfacheren Darstellung dieses Verfahrens sei o; jetzt allgemein die
Ausgabe des j—ten Neurons in einer beliebigen Schicht und net; dessen Netto-Eingabe.

Zunichst erfolgt die Adaption der Gewichte der Ausgabeschicht geméaB

oF Jnet oF Oo
=4 L it = L 2.1
dw?, T owl, R do, Onet,’ (219)

danach werden die partiellen Ableitungen der Gewichte der versteckten Schicht berechnet

oF dnet,y, . Ll Jdnet;  Jo,,
T P DU N Paall P (2:20)

nm

Damit der Backpropagation—Algorithmus iiberhaupt formuliert werden kann, miissen die
Aktivierungsfunktionen also differenzierbar sein. Thnen wenden wir uns nun direkt zu. Die
gebrauchlichsten nichtlinearen Aktivierungsfunktionen sind tanh(z) und 1/(14exp(—x)).
Die Graphen dieser beiden Funktionen sind in Abbildung 2.2 dargestellt.
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tanh(x) 1/(1+exp(-x))

1 ; ; ; : 1 : . .
0.8 1 0.8 1
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Abbildung 2.2: Graphen gebrduchlicher Aktivierungsfunktionen

Aufler dem Wertebereich gibt es offenbar keine signifikanten Unterschiede zwischen den
beiden Funktionen. Tatsdchlich gehéren beide Funktionen auch zur selben Klasse, den

sogenannten sigmoiden (s—férmigen) Funktionen.

Definition 2.4: (Sigmoide Funktionen)
Fir jedes 3 € Rs¢ definiere die Funktion:

1

o(r):=——— VzelR. 2.21
o) = e (2.21)
Die obigen Funktionen heiflen sigmoide Funktionen und bilden nach (0,1) ab.

Fir # =1 in (2.21) schreiben wir kurz nur o und sprechen auch von der o—Funktion.
Es gilt:

tanh(z) = 20, — 1, (2.22)
also ist tanh nur eine speziell skalierte und verschobene sigmoide Funktion.
Uber den Parameter § laBt sich allgemein der lineare Anteil einer sigmoiden Funktion
beeinflussen. Mit abnehmenden § < 1 erhdlt man von der Mitte hin zu den Réndern
zunehmend flachere lineare Funktionen, die fiir # — —oo gegen die konstante Gerade 0.5

konvergieren. Umgekehrt liefern wachsende # > 1 Funktionen mit immer steileren und
kleineren linearen Anteil, fiir # — oo bekommt man die harte Schwellwert—Funktion.

Sigmoide Funktionen haben eine sehr einfache Ableitung, so gilt fiir die o—Funktion:

o(-) = o) - (1=0a()), (2.23)

d.h. die Ableitung ist alleinig durch o selbst berechenbar, was den Rechenaufwand beim
Backpropagation—Algorithmus erheblich vereinfacht.

In [Cybenko89] wurde bewiesen, daf§ sich mit sigmoiden Aktivierungsfunktionen jede ste-
tige reellwertige Funktion in einer n—dimensionalen reellen Variablen beliebig genau ap-
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proximieren laBt. Diese Aussage kann wie folgt formalisiert werden.

Satz 2.1: (Approximationssatz fiir reelle sigmoide Funktionen [Cybenko89])

Zu jeder stetigen Funktion g : R"™ — IR und jedem vorgegebenen e € IR existieren fiir

alle j € {1,...,n} w]l- € R" und w?—,ej € R derart, daB

lg(z) = 3 wi-o((wj,2)) +0;) ]| < ¢ (2.24)
7=1
gilt, wobei € IR" und o eine beliebige sigmoide Funktion ist.

Aus diesem Satz folgt, dal MLPs mit sigmoider Aktivierungsfunktion universelle Appro-
ximatoren beliebiger stetiger Funktionen von IR® — IR™ sind, er sichert somit die Existenz
einer Losung des Funktionsapproximationsproblems fiir MLPs.

Fiir die komplexen Zahlen € werden die Sachverhalte aber schon wesentlich schwieriger.

2.3.2 Komplexe Multilayer Perceptrons

Betrachtet man riickblickend die Entwicklung von CMLPs, so stellt man fest, dafl dabei
das Hauptproblem nicht in der Aufstellung eines korrekten komplexen Backpropagation—
Algorithmus lag (Angabe eines Losungsverfahrens), sondern in der Zusicherung der Exi-
stenz von Losungen fir die vorgeschlagenen Basisfunktionen, weshalb wir uns auch auf
die Erorterung des letztgenannten Aspektes beschranken werden.

Eine komplexe Aktivierungsfunktionen ist in allgemeinster Form durch

f(z) =u(z,y)+v(z,y)i (2.25)

gegeben, mit z := z+yi € €, d.h. durch zwei Funktionen u,v : € — IR. Alle Forderungen
an Aktivierungsfunktionen fiir reelle MLLPs mufi man selbstverstandlich iibernehmen. Was
lag also néher, als auch gleich die Aktivierungsfunktionen selbst zu tbernehmen, also
anstelle der reellen o—Funktion nun die komplexe Version

1

UG:@—>®7ZHH—TP(—Z)

(2.26)
zu betrachten. Fiir og ist Satz 2.1 in € formuliert aber nicht mehr richtig, was man aber
erst eine gewisse Zeit nachdem og¢ als Aktivierungsfunktion in CMLPs vorgeschlagen
und auch verwendet wurde, festgestellt hat. Das die einfache Ubertragung der sigmoiden
Funktionen nach C keine geeigneten Aktivierungsfunktionen liefert, kann man aber auch
noch anders einsehen.

Betrachten wir dazu zunachst die og—Funktion. Fiir jedes n € IN ist die komplexe Zahl

zg:= 0+ 7(2n+1)i (2.27)
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eine Singularitit von og, d.h. fiir z — z; gilt |o¢ (2)| — oo, also ist o¢ unbeschrankt und
damit keine zulassige Aktivierungsfunktion. Singularitaten von tanhg in diesem Sinne
sind alle komplexen Zahlen der Form

O—I—Tr(n—l— %)1 (2.28)

Die Wahl einer geeigneten komplexen Aktivierungsfunktion ist also keinesfalls trivial. In
[Georgiou92] wurde die nichtlineare beschrankte Funktion

z
C—=0C, 2= ——— 2.29
fc,r bl c + % |Z| 9 ( )
mit positiven reellen Konstanten ¢ und r, vorgeschlagen, die mittlerweile auch am haufig-
sten Verwendung findet. Dort wird auch ein weiteres Kriterium angegeben, dem eine
Aktivierungsfunktion f der Form (2.25) geniigen muB. Es fordert, daf} fiir die zugehorige
Jacobi-Matrix J(f)

det(J(f)(2)) =0=2z=(0+0i) (2.30)
gilt, d.h fiir die partiellen Ableitungen u, (u partiell abgeleitet nach z), u,, v, und v, mufl
Uy Vy F Vg Uy (2.31)

erfiillt sein. Fiir die Funktion f,, ist dies der Fall, da man die folgenden partiellen Ablei-
tungen

Pterl) L
2| (er+2))®
Uz y Uy = ! (232)
— |z| =0
c
und ray
- I . 0
v T er (2.33)
Yy vr .
0 |z| =0
erhalt.

Die skizzierten Probleme lassen sich ganzlich umgehen, wenn man komponentenweise wie-
der auf die reellen Aktivierungsfunktionen zuriickgreift, also statt (2.25) nur Funktionen
der Form

f(z) = u(z) +o(y)i (2.34)
betrachtet. Dabei hat man dann weder Probleme mit Singularitdten, noch mufl man sich

um zusétzliche Forderungen wie (2.31) Gedanken machen. Im Gegensatz zu og gilt fiir
die komponentenweise komplexe o—Funktion

1 1
: i i 2.
o : C—= 0, (z4+yi)— T+ oxp(—1) + . —I—exp(—y)l (2.35)

wieder ein zu Satz 2.1 analoger Approximationssatz, ebenso wie fiir die Funktion f.,,
wobei der Beweis fiir f,, natiirlich wesentlich schwieriger ist. In der Praxis kann man
aber beide Funktionen gleichermaflen gut benutzen.
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Wie sich die Situation in allgemeineren Clifford—Algebren darstellt, wird nun ausfithrlich
im nachsten Kapitel untersucht.



Kapitel 3

Clifford—Algebra MLPs

Ein Clifford-Algebra MLP CN? wird als Spezifizierung von (2.7) durch die folgende

Berechnung

M N
CNE(2F), = > wl @, FOO (w), ®..x)+0),)+ 0 (3.1)
m=1 n=1

eines Ausgabedatums charakterisiert. Wenden wir uns gleich der entscheidenden Frage
zu, welche Aktivierungsfunktionen in den versteckten Knoten des Netzes zum Einsatz
kommen koénnen. Dazu verallgemeinern wir unsere aus dem komplexen Fall stammenden
intuitiven Vorstellungen zu einer formalen Systematik moglicher Aktivierungsfunktionen.

Definition 3.1: ((Nicht—) Komponentenweise Funktionen)

Sei I':Cps = Cps.
Die Funktion F' heifit komponentenweise, falls

Vie{l,...,n} 3f; e R® V¥x € Cus : [F(x)]; = fi(x:)

1

gilt, andernfalls nicht-komponentenweise.

Die komplexen Aktivierungsfunktionen o¢ und f,, sind nicht—komponentenweise Funk-
tionen, oyq ist selbstverstandlich ein Vertreter einer komponentenweisen Funktion.

Beschéftigen wir uns zunachst mit nicht-komponentenweisen Aktivierungsfunktionen fir

CA-MTI.Ps.

35
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3.1 CA-MLPs mit nicht—-komponentenweiser Akti-
vierungsfunktion

Bei CMLPs haben wir bereits gesehen, dafl es nicht allzu viele geeignete Aktivierungsfunk-
tionen dieses Typus gibt, und diese Klasse von Funktionen schwerer zu handhaben ist, als
die komponentenweisen Funktionen. Fiir C hatte man aber grundsitzlich noch die Wahl
zwischen Reprasentanten beider Funktionsklassen. Fin Hauptergebnis dieses Kapitels wird
sein, daf fir alle nicht—fundamentalen Clifford—Algebren nicht-komponentenweise Akti-
vierungsfunktionen nicht mehr geeignet sind. Die Ursache dafiir werden die in diesen
Algebren vorhandenen Nullteiler sein. Dessen ungeachtet wurden bereits CA-MLPs mit
nicht-komponentenweiser Aktivierungsfunktion in [Pearson94] entwickelt. Mit dieser Ar-
beit wollen wir uns nun nur insoweit beschaftigen, wie es fiir den Beweis unserer obigen
Behauptung erforderlich ist.

Die dort verwendete Aktivierungsfunktion ist die Verallgemeinerung von f., fiir belie-
bige Clifford-Algebren, wobei die Konstanten r und ¢ zu 1 gesetzt wurden, womit man

Funktionen
T

Fn,s H Cn’,g — Cn787 T — TH,’L‘H’

(3.2)
erhalt, wobei || - || die Euklidische Norm ist.

In [Pearson94| wurde nur bewiesen, dafl sich jede stetige Funktion G,, : Cno — Cpnp
durch eine endliche Linearkombination von Funktionen F , beliebig genau approximie-
ren laft. Ungeachtet dessen, daB also einzig fiir Euklidische Clifford—Algebren in jener
Arbeit die Existenz einer Losung verifiziert wurde, wurden dort trotzdem auch Netze
in beliebigen Clifford-Algebren entwickelt und getestet. Wir wollen uns wegen unserer
eingangs erwahnten Behauptung der generellen Nichteignung nicht-komponentenweiser
Aktivierungsfunktionen hier nicht die Mithe machen zu untersuchen, ob der Beweis aus
[Pearson94] auf allgemeine Clifford—Algebren iibertragbar ist, zumal wir dazu extra das
Instrumentarium der MaBtheorie in Clifford—Algebren einfithren miufiten.

Der Nachweis der notwendigen Bedingung (2.30) fir die partiellen Ableitungen von F, g
wurde in der zitierten Arbeit ebenfalls unterlassen. Wir miissen ihn jedoch erbringen,
um abzusichern, daB eine Aktivierungsfunktion F), ; nicht schon im herkémmlichen Sinne
selbst ungeeignet ist.

Dazu vereinbaren wir, dafl Summation iiber Grofibuchstaben vom Anfang des Alphabets
stets Indizierung iiber einer vorgegebenen Indexmenge A, (1.15) meint. Dann kénnen wir
unsere Aktivierungsfunktion F, ; schreiben als

F,(z)= EA:UA(:C) \ (3.3)

mit ug(z) 1= [F,(z)]

4 und wir erhalten die partiellen Ableitungen



3.2. CA-MLPS MIT KOMPONENTENWEISER AKTIVIERUNGSFUNKTION 37

_[xlalels .
Ous _ { Fittm o el >0 (3.4)
0Tuls 0 el =0
fiir den Fall A # B und
el =[P +ll=ll
Ous _ ) “pasery ¢ el >0 (3.5)
olils el =0
falls A = B gilt, womit wir jetzt (2.30) fir F, ; beweisen kénnen.
Satz 3.1: (Jacobi-Matrix von F), )
Fiir alle 2 = (21,...,29n=m) € Cp s mit z # O¢, , gilt:
det(J(F,s)(z)) =0 = 2 =0¢,,. (3.6)

Beweis: Sei also x wie in der Voraussetzung gegeben.

Die Nenner aller partiellen Ableitungen von F), ; sind gleich, daher reicht es zu zeigen,
daBl die Behauptung fiir die aus J(F, ;) durch Streichen der Nenner entstehende Matrix
7(Fn75) erfillt ist. Es gilt:

Hxl‘Q _$%+ IEd] —T12 —T1T
det(j(Fn (@) = det — T H:c”Q - :L‘% + ||z ... —ToTm
— Tty — T Ty R | P | e e o [Ea
= JlzlI* (14 mllz?+ (m = 1) ]l + 22 ||2]| + ... + 2 |l2]])

> 0

Den in [Pearson94] angegebenen Backpropagation—-Algorithmus wollen wir nicht extra
auffithren, sondern verweisen direkt auf die Quelle. Wir beginnen stattdessen lieber gleich
mit der Entwicklung unserer beabsichtigten Alternative zu den dortigen Netzen.

3.2 CA-MLPs mit komponentenweiser Aktivierungs-
funktion

Gliicklicherweise brauchen wir bei der Entwicklung von CA-MLPs mit komponentenwei-
ser Aktivierungsfunktion — komponentenweise Funktionen fiir Clifford Neuronen wurden
auch bereits in [Bayro96] vorgeschlagen — nicht ganz bei Null anfangen, da bereits ein auf
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der o-Funktion basierendes Quaternionen MLP (QMLP) in [Arena96a] und [Arena96b]
vorgestellt wurde. Den Schritt hin zu derartigen allgemeinen CA-MLPs miissen wir dann
allerdings selbst tun. Beginnen wir also direkt mit der Betrachtung des QMILPs, bei der
wir quasi als Nebenprodukt unsere Behauptung des vorangegangenen Abschnittes iiber
die Nichteignung von CA-MLPs mit nicht—komponentenweiser Aktivierungsfunktion be-
weisen werden.

3.2.1 Das QMLP

Das QMLP basiert auf der komponentenweisen Anwendung der gewdhnlichen o—Funktion
(2.21), d.h. die benutzte Aktivierungsfunktion oy setzt sich aus dieser wie folgt zusam-
men:

U[]H](-) :U('>+U(-)i+0('>j+0(')k. (37)

Die Ableitung von o) wird demzufolge ebenfalls komponentenweise gebildet
om(-)=6()+o()i+a()j+a()k, (3.8)

womit eine Vereinfachung gegeniiber der Situation bei einer nicht-komponentenweisen
Funktion nocheinmal deutlich erkennbar wird.

Als erstes wollen wir nun das Approximationstheorem fiir das QMLP formulieren, wel-
ches sicher stellt, dal jede stetige Quaternionen—wertige Funktion auf einem kompakten
Definitionsbereich im IH" beliebig genau durch eine endliche Linearkombination von o)~
Funktionen darstellbar ist.

Dazu benotigen wir zuvor jedoch die Definition eines Produktes, das an das Skalarprodukt
fir Vektoren erinnert, und formal auch so gebildet wird, aber fiir n—Tupel von Quater-

nionen erklart ist.

Wir definieren dieses Produkt hier gleichwohl allgemeiner.

Definition 3.2: (Tupelprodukt)
Fiir alle z,y € (IR*)™ und alle s € {0, 1,2} sei:

rry = 21 Qoo i + oo+ Ty Do Yn- (39)

Die obige Abbildung ist IR-linear und 1a8t sich analog auch fiir héherdimensionale Clifford—
Algebren einfithren. Die Beschrankung auf 4—dimensionale Clifford—Algebren in der obigen
Definition diente einzig dem Zwecke, nocheinmal die richtige Formulierung von Aussa-
gen iiber Multivektoren an einem maoglichst einfachen Beispiel demonstrieren zu kénnen.
Nur bei einer festen Clifford—Algebra kann man namlich fir die Wahl eines Elementes
»7 € Cp " schreiben, was ja bloB eine Abkiirzung fiir ,» € IR?" und auf dem IR?" sei das
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geometrische Produkt ©@, s gegeben® ist. Immer wenn Aussagen iiber mehrere Clifford—
Algebren (und somit auch iiber mehrere geometrische Produkte) getroffen werden sollen,
mufl man wie in der obigen Definition verfahren.

Nach dieser Bemerkung zitieren wir nun das Approximationstheorem fiir das QMLP aus

[Arena96h).

Satz 3.2: (QMLP—-Approximationstheorem [Arena96b])
Sei X C H" kompakt.

Zu jeder stetigen Funktion g : X +— IH und jedem reellen ¢ > 0 existieren fiir alle
i€{l,....N} a; € R, y;,x € H" und 6; € H derart, dab fir alle z € X

lote) ~ 3 cwopentys =+ )] < ¢ (3.10)

gilt.

Kompaktheit ist als topologischer Begriff natiirlich nur iiber den Vektorraumanteil einer
Clifford-Algebra definiert, also ist insbesondere die Voraussetzung , X C IH" kompakt“
dquivalent zu , X ist kompakt in (IR*)".

Der Beweis des Theorems basiert im wesentlichen auf dem folgenden Lemma, auf das
wir dann spéter bei der Verallgemeinerung des QMLPs fiir beliebige Clifford—Algebren

nocheinmal zuriickkommen werden.

Lemma 3.1: ([Arena96b])

Sei ¢ : (IR*)® — IR eine lineare Funktion.
Dann existieren eindeutig bestimmte y,, y;, y;, yx € (IR*)"™ derart, daB fiir alle (IR*)" gilt:

¢(”L) = [yr ' '7511 = [yi ' x]Q = [yj ' $]3 = [yk ' x]4 . (311)

Das Approximationstheorem besagt, dal QMLPs mit einer versteckten Schicht von oppy—
Knoten universelle Approximatoren (im Sinne des Theorems) sind, wobei sogar reelle
Gewichte von der versteckten Schicht zur Ausgabeschicht gentigen.

Damit ist das QMLP dann auch konform zu unserer Definition 3.1 eines CA-MLPs, und
wir kénnen insbesondere auch alle dort benutzten Notationen bei der nun folgenden An-
gabe des Backpropagation—Algorithmus’ tibernehmen. Tabelle 3.1 listet die verwendeten
Notationen im einzelnen nocheinmal auf.

Backpropagation—Algorithmus fiir das QMLP

Wir vereinbaren als Abkiirzung o fiir oy zu schreiben, da keine Mifiverstandnisse auftre-
ten konnen, desweiteren wollen wir durchgéngig Quaternionen fiir Gewichte und Schwell-
werte, sowie statt linearer Ausgabeknoten ebenfalls o-Knoten in der Ausgabeschicht ver-
wenden, was natiirlich beides aufgrund von Satz 3.2 erst recht maoglich ist.
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e N Knoten in der Eingabe-Schicht

e M Knoten in der versteckten Schicht
e P Knoten in der Ausgabe-Schicht

e [, n-tes Eingabe-Quaternion

e w!  Gewicht vom n—ten Eingabeknoten zum m—ten
versteckten Knoten

e w2~ Gewicht vom m—ten versteckten Knoten zum p—ten

Ausgabeknoten

P

e 01 m-ter Schwellwert der versteckten Schicht

) 6’3 p—ter Schwellwert der Ausgabe-Schicht

Tabelle 3.1: Notationen fiir das QMLP

Fiir die Vorwértsphase ergeben sich dann die folgenden Gleichungen:

- Aktivierungs— und Ausgabewert eines versteckten Knotens

N

Syo= > owh, @@, +06), (3.12)
n=1

XL = o(S)) (3.13)

- Aktivierungs— und Ausgabewert eines Ausgabe—Knotens

M
Sy o= Y wh, @ X, +67 (3.14)
m=1
0p = X; = U(S;). (3.15)

Die zu minimierende Fehlerfunktion £ ist analog zu (2.17) durch

1 P
b= 5 (Yp — 0ps Yp — 0p) (3.16)

p=1

gegeben, wobei y = (y1,...,yp) € H” wieder der erwartete Ausgabewert sei.

Die Anwendung des Gradientenabstieges auf E liefert, mit Hinzunahme einer Lernkon-
stante a € Rso, dann die Anderung der Gewichte zu

Awfnp =al(yy—0,) ® d(S;)] ® 7; (3.17)

55
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fiir die Gewichte zur Ausgabeschicht, bzw. zu

Z—Z ®6) 0 a(Sh) @1, (3.18)

51

m

fiir die Gewichte der versteckten Schicht. Die Anderung der Schwellwerte ist demzufolge:
A0 =ad, baw. Al =ad, . (3.19)

Fiir die im Algorithmus benutzte Konjugation von Quaternionen gilt:
Vo = (21,29, 25,24) € H: X = (x1, —X2, —X3, —X4) , (3.20)

wie man der allgemeinen Definition 1.12 leicht entnehmen kann.
Der Backpropagation—Algorithmus fiir das QMLP ist damit vollstandig beschrieben.

Kehren wir nun zu der von uns im vorangegangenen Abschnitt aufgestellten Behaup-
tung der Erkennbarkeit der Nichteignung nicht—komponentenweiser Aktivierungsfunktio-
nen fiir Clifford—Algebren mit Nullteilern zuriick, die wir jetzt fast mit einem Blick auf den
QMLP-Backpropagation—Algorithmus einsehen konnen. Zum Beweis ist es ndmlich aus-
reichend, nur die Regel (3.18) fiir die Anderung der Gewichte der 1.Schicht zu betrachten,

genauer den Teil:

fj ) O o(SL).. (3.21)

Die komponentenweise Multiplikation @ in dieser Gleichung riihrt natiirlich von der Ver-
wendung einer komponentenweisen Aktivierungsfunktion her, hat man stattderer eine
nicht-komponentenweise Aktivierungsfunktion vorliegen, so steht an der Stelle von ©
unausweichlich das geometrische Produkt der zugrundeliegenden Clifford—Algebra, un-
abhangig davon, welche sonstige konkrete Gestalt der Backpropagation—Algorithmus in
dieser Algebra auch haben mag. In einer Clifford-Algebra C mit Nullteilern (also in ei-
ner Algebra ungleich IR, € und H) hat dies zur Folge, daf Aw,, = 0 sein kann, auch
wenn ein von Null verschiedener Fehler zurtickpropagiert werden sollte, d.h. es findet kein
Lernen statt. Folglich sind nicht—komponentenweise Funktionen fiir CA-MLPs iiber den
angegebenen Algebren ungeeignet.

Wir miissen jetzt natiirlich erst noch beweisen, dafi Nullteiler fiir CA—MLPs mit kompo-
nentenweiser Aktivierungsfunktion kein Problem darstellen.

3.2.2 Erweiterung fiir beliebige Clifford—Algebren

Wir wollen nun das QMLP fiir beliebige Clifford—Algebren erweitern, wobei wir intui-
tiv vorgehen wollen, beginnend bei der Verallgemeinerung seines Backpropagation—Algo-
rithmus’, womit wir schon impliziert behaupten, dafl eine Modifikation notwendig und
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[@on [ T [ en [ o [ T ] [@on [ 1 Jen [0 [ T ]
1 1 €1 €9 I 1 1 €1 €9 1
€1 €1 1 I €9 €1 €1 1 1 €9
€9 €9 1| -1 € €9 €9 -1 1 —e
1 1 —ey | —€ 1 1 1 —ey | € -1

Tabelle 3.2: Multiplikationstabellen zu Cy; und Cy 5

moglich ist. Der Nachweis der Notwendigkeit wird uns dann auch die richtige Idee fiir die
erforderliche Modifikation liefern.

Eine Notation soll zuvor noch vereinbart werden. Fiir ein CA-MLP iiber der Clifford—

Algebra C, s wollen wir kurz C, ,~MLP schreiben, mit Ausnahme des QMLPs.

Den Ubergang von diesem zu einem Cy ;—MLP oder zu einem C; ,—MLP geschieht einfach
durch den Austausch der Multiplikationstabellen. Die Multiplikationstabellen von C; ; und
Cy,2 sind beide in Tabelle 3.2 zusammengefafBit, wobei I:= e; A e, gesetzt wurde.

Die aus dem Isomorphiekriterium (1.36) hergeleitete Isomorphie dieser beiden Algebren
ist somit auch direkt anhand der Multiplikationstabellen erkennbar.

Das der Austausch der Multiplikationstabellen im Backpropagation—Algorithmus aber al-
lein nicht ausreichend ist, wird deutlich wenn wir die dort zu Anwendung kommende Kon-
jugation hinsichtlich ihrer Bedeutung hinterfragen. Beim zuriickpropagieren der Fehler,
sollen die Gewichte ihre Anderung natiirlich proportional zu diesen erfahren, inshesondere
soll keine Anderung erfolgen, wenn der Fehler bereits Null ist, was zur Konvergenz des Al-
gorithmus notwendig ist. Ubernehmen wir einfach die Konjugation beim Ubergang von TH
nach Cyq oder Cy 5 so ist dies nicht mehr gewidhrleistet. Wir miissen also die Konjugation
durch eine geeignete andere Funktion ersetzen, fiir die wir uns jetzt einen Kandidatenkreis
iiberlegen wollen.

Erinnern wir uns an Bemerkung 1.2 (417) aus Kapitel 1, die besagte, daB sich die Eintrage
in den Multiplikationstabellen gleichdimensionaler Clifford—Algebren maximal durch das
Vorzeichen unterscheiden. Die Konjugation ist, wie man direkt der Definition entnimmt,
nun gerade eine Funktion, die Vorzeichen von Komponenten vertauscht. Was liegt also
naher, als unseren Kandidaten in der Menge aller derartigen Funktionen zu suchen, die
wir jetzt formal einfithren wollen.

Definition 3.3: (Vorzeichenvertauschende Abbildungen)

Sein € IN. Dann werden alle vorzeichenvertauschenden Abbildungen von IR"™ — IR" durch

die Menge

L= R = R |[vxe R"Vie {l,...,n}: [{(x)]; € {xi, —xi}} (3.22)
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beschrieben.

Der folgende Satz gibt alle fiir unsere Zwecke notwendigen Eigenschaften dieser Funktio-
nenklasse an.

Satz 3.3: (Vorzeichenvertauschende Abbildungen in Clifford—Algebren)

Fir je zwel n-dimensionale Clifford-Algebren C, s und C,; mit ungleichen Signaturen s
und ¢, sowie weiter fiir alle z,y € IR" und alle 7 € {1,...,n} gilt:

() -3feFy [z @yl = @. [y e Cus# Cuy
(i) If € FYyo v [v @u. gl =2 @0 fY)]; -

Der Beweis des Satzes ist technisch etwas aufwendig, obwohl die Aussagen selbst plau-
sibel sind, da man ihn rein kombinatorisch fithren mufl. Wir werden daher nur den
4-dimensionalen Spezialfall explizit beweisen, wobei dann gleichwohl auch die gesamte
Tragweite des Satzes plastisch deutlich werden wird.

Fiir den uns interessierenden 4—-dimensionalen Spezialfall beweisen wir den Satz zunéchst
fir Cy 0 und Cy 2. Dazu wihlen wir die eindeutig bestimmte Funktion aus (3.22), fir die
eine Ubereinstimmung der 1. Komponenten erreicht wird.

Versuchen wir also nun beispielhaft, den Ubergang vom QMLP zum C; o—MLP zu voll-
ziehen. Die dazu gesuchte Ersetzung = der beim QMLP verwendeten Konjugation = muf
zwei notwendige Bedingungen erfiillen, genauer das Produkt zweier Multivektoren = ®,, ¢
an den entsprechenden Stellen (3.17) und (3.18) im Backpropagation—Algorithmus. Dieses
Produkt muf fiir die Konvergenz des Algorithmus’ genau dann Null sein, wenn die beiden
Vektoren orthogonal sind. In dieser Aussage sind die beiden notwendigen Bedingungen
zusammen enthalten, das ,wenn® sichert ndmlich die Konvergenz des Algorithmus’, und
das ,genau dann“ die Korrektheit trotz Nullteiler.

Damit ist die Abbildung ™ eindeutig bestimmt, namlich zu

. R* = IR?, x = (%1, Xo, X3, —X4) (3.23)

fir alle * = (zy,7q, 23, 74) € IR*. Allgemein wihlen wir als Ersetzung der Konjugation
die in Euklidischen Algebren beim Backpropagation—Algorithmus zum Einsatz kommt,
diejenige Abbildung aus (3.22), die in der 1. Komponente das Skalarprodukt liefert. Deren
Existenz sichert gerade Aussage (i7) von Satz 3.3 im Besonderen. Dessen 1. Teil gewéhr-
leistet dariiber hinaus, dafl bei nicht nicht isomorphen Algebren auch nicht isomorphe
CA-Netze entstehen. Fiir Cy 5 rechnen wir dies alles ausfiihrlich vor.

Lemma 3.2: (Spezialfall von Satz 3.3)
Fiir alle z,y € IR* und alle 7 € {2,3,4} gilt:

(1) [z @up ¥y = [z @1 G,
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(”) [z ®20 g]z # [z @2 g]z

Beweis: Seien also x = (x1, 2,23, 24), ¥y = (Y1, Y2, y3,y4) € IR? gegeben.

(1) Es gilt:
E
(17) Es gilt:
[z
[z
[«

2,0

®2,0

y]1

I N

N

N

[ @s0 (Y1, —Y2, —Y3, —Ya)];
T1y1 + x2y2 + x3Y3 + Taya

[117 P (y17y27y37_y4)]1

[x ® 2 g]l

[ @20 (y1,=Y2, —ys, —ya)],
—T1Y2 + ToYr — T3Ya + Tays
FT1Y2 + To2y1 + T3Ya + Tay3
[ @5 (Y1, Y2, Y3, —Ya)l,

[z @, 3l,

[55 20 (yla —Y2, —Y3, —y4)]3
—Z1Y3 + Tays + T3y1 — Tay2
+r1ys — TaYa + T3y1 — Tayo2
[ @25 (Y1, Y2, Y3, —Ya)ls

[ ®., Z‘j]a

[z @20 (Y1, —Y2, —Y3, —Ya)l,
—T1Ys — T2Y3 + TaY2 + Talh
—Z1Ya + T2ys — T3Y2 + Tal1
[ @2n (Y192, ¥3, —ya)l4

[z @25 9,

Wie steht es nun mit isomorphen Clifford—Algebren?

Isomorphe Clifford—Algebren implizieren gleiche CA—Netze.

Das besagt genau die Riickrichtung der Negation von (i) von Satz 3.3. Den Beweis dieser

Existenzaussage kann man wie folgt fithren. Zu zwei isomorphen Clifford-Algebren C, ,
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und C,; existieren namlich insbesondere f und g € F_f/_ mit

[z @ f(U)]] = [z Qn, .Q(y>]1 ) (3'24>

woraus aber bereits
[z @.. f(Y)] = [z @.. 9(y)] (3.25)
folgt.

Im 4-dimensionalen verifiziert man dies leicht fir die isomorphen Clifford—Algebren C;
und Cz 2, wobeil man fir Cs 4

I+ R* =5 R*Y x— (x1,x2, —X3, —X4) (3.26)

betrachtet.

Es verbleibt noch der Nachweis, da} ein zum QMLP—-Approximationstheorem analoger
Satz auch fir beliebige CA—Netze mit komponentenweiser Aktivierungsfunktion existiert,
und diese Netze somit universelle Approximatoren sind. Der Beweis eines Satzes derar-
tiger Allgemeinheit und Stérke liegt allerdings auBlerhalb der Grenzen dieser Arbeit, wir
konnen hier nur sein Wesen andeuten. Fin derartiger Beweis basiert auf der im Kapi-
tel 1 angegebenen Eigenschaft von Clifford—Algebren, isomorph zu einer Matrizenalgebra
aus nicht gemischten Produkten iiber IR, C oder TH zu sein. Man mufl dann weiter die
Clifford—Algebren nach diesen Isomorphietypen einteilen und fiir sie eine induktive Ord-
nung definieren, so dal man letztendlich fiir jeden der Isomorphietypen den Beweis per
Induktion fithren kann. Fiir den 4-dimensionalen Fall kann man aber auch einfach den
Beweis fiir das QMLP-Approximationstheorem direkt umformen.

Lemma 3.3: (Lemma 3.1 fiir C,3)

Sei ¢ : (C22)" — R eine lineare Funktion.
Dann existieren eindeutig bestimmte y1, y2, ys, ys € (Ca2)" derart, daf fiir alle z € (Cy2)"
gilt:

dx)=[yi-z], =[y2- 2], = [ys - 2|3 = [va - 2], . (3.27)

Beweis: Sei also x € (Cy2)" \{0} gegeben.

Betrachte die Abbildung 1, die aus ¢ durch Ersetzung von ®,, durch ®,, entsteht.
Dann gilt: ¢ : (C20)" — IR. Weiter ist ¢ offenbar auch linear.

Also existieren nach (3.1.3) eindeutig bestimmte y., yi, y;, yx € H" (= (C20)") mit (3.11).
Wir zeigen hier explizit nur, daB daraus bereits die (eindeutige) Existenz eines y, € (C22)",
wie in (3.27) behauptet, folgt.

Setze dazu zunéchst u := y;.

Weiter besitzt v ausfithrlich geschrieben die Form: u = ((a1,b1,¢1,d1), ..., (an, by, cn,dy)).
Wir wenden jetzt Satz 3.3 (i1) an, indem wir v := ((—dy, a1, =b1,¢1), ..., (—=dp, an, —b,, c,))
setzen. Dann gilt ¢(z) = [v - 2], = [y2 - ],, und es folgt somit die Behauptung.

O
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Damit ist letztendlich auch Satz 3.2 fiir C; 5 bewiesen, da der Beweis dieses Satzes in
[Arena96b] komponentenweise gefithrt wird und wir dessen Situation insgesamt kompo-
nentenweise herstellen konnen.

Fiir Cy,1 als isomorphe Clifford—Algebra zu C; 5 ist nichts mehr zu zeigen, so dafl unsere
theoretischen Uberlegungen fiir CA—Netze mit komponentenweiser Aktivierungsfunktion

somit thren Abschlufl gefunden haben.



Kapitel 4

Experimentelle Untersuchungen

iiber CA—MLPs

Die theoretischen Grundlagen fiir den Einsatz von CA-MLPs wurden von uns im voran-
gegangenen Kapitel vollstdndig gelegt, inshesondere haben wir die Korrektheit der von
uns entwickelten Netze im Gegensatz zu den in [Pearson94] vorgeschlagenen bewiesen.

Nun geht es also um nicht weniger, als eine Abschédtzung des Potentials der CA-MLPs und
somit um eine Beurteilung der Eignung unserer algebraischen Finbettungen auf der Ebene
konkreter Neuronaler Netze und ihrer Berechnungsparadigmen. Im Mittelpunkt dieses
Kapitels steht dabei folglich weniger die einzelne Simulation an sich, sondern das Verstehen
der prinzipiellen Funktionsweise von CA-MLPs durch Simulationen, wobei wir natiirlich

hoffen, daB dabei konzeptionelle Vorteile von CA-MLPs gegeniiber MLPs erkennbar sind.

Am Anfang steht zur Vorbereitung die Bestatigung und Illustration einzelner bedeutender
theoretischer Resultate des letzten Kapitels.

4.1 Experimente zu theoretischen Fragestellungen

Eine der in Kapitel 3 bewiesenen theoretischen Aussagen besagte, dal isomorphe Clifford—
Algebren isomorphe CA-MLPs (mit komponentenweisen Aktivierungsfunktionen) impli-
zieren. Nun ist es aber durchaus noch moglich, dafl dies auch bei nicht—isomorphen gleich-
dimensionalen Clifford—Algebren der Fall ist. Um sich allgemein ein Bild iiber die Zusam-
menhénge von isomorphen und nicht-isomorphen Clifford—Algebren und den resultieren-
den Netzen zu verschaffen, ist es hilfreich, ein moglichst kleines Problem zu betrachten,
bei dem man den Zustand der zu untersuchenden Neuronalen Netze leicht iiberschauen
kann. Konkret war also ein Problem gesucht, dafl mit einem versteckten Knoten und einem
Ausgabeknoten 16sbar, aber nicht trivial ist, so dafl unsere Wahl auf die XOR~Funktion

47
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‘ X ‘ y HXXORy‘
0 0 0
0 1 1
1 0 1
1 1 0

Tabelle 4.1: Wahrheitstabelle der XOR-Funktion

fiel, die in Tabelle 4.1 dargestellt ist.

Bei Betrachtung selbiger fallt allerdings sofort auf, daf§ wir ersteinmal ein praktisches Ko-
dierungsproblem zu bewéltigen haben, namlich das der Formatierung der obigen Muster
in 4—dimensionale Ein- und Ausgabevektoren.

Bei genauerer Betrachtung erkennt man dann aber schnell, daf} verschiedene Kodierungen
einfach Permutationen der Eingabe sind, insbesondere dann natiirlich auch Isomorphis-
men. Demonstrieren wir nun die vollige (bereits bewiesene) Gleichwertigkeit isomorpher
CA-MLPs, so haben wir als leichteren Spezialfall auch automatisch ersteres eingesehen,
wobei wir uns als Denkhilfe verschiedene Kodierungen als Netze mit isomorphen Multi-
plikationstabellen vorstellen kénnten.

Trotzdem miissen wir bei der Wahl der Kodierung des XOR-Problems in 4 Dimensionen
nocheinmal Vorsicht walten lassen, was aber kein Widerspruch ist, sondern einfach daran

liegt, daB} z.B. die Kodierung
(z,y) ~ (2,9,0,0) (4.1)
keine Beweiskraft hat, da sich die Multiplikationstabellen von Cy; und Csy 5 ja nur hin-

sichtlich der 3. und 4. Komponenten unterscheiden. Daher wurde fiir die Experimente die

Kodierung
(z,y)~ (0,0,2,y) (4.2)

benutzt.
Den Verlauf des Trainings zeigt Abbildung 4.1.

Die faktische Gleichheit im Verhalten des C; ;~MLPs und des C; ,—-MLPs ist dabei bereits
deutlich zu erkennen, ebenso der Unterschied beider Fehlerkurven zu der des Cy c—MLPs.
Alle Netze erreichen aber dann doch schnell den gleichen kleinen Trainingsfehler. Die
beobachtete Aquivalenz der beiden isomorphen CA-Netze wihren des Trainings schligt
sich dann auch im Lernergebnis fiir das Gewicht zur Ausgabeschicht nieder, woriiber

Tabelle 4.2

Auskunft gibt, wobei auch ersichtlich wurde, da} unsere gewahlte Kodierung voéllig un-
problematisch gleichsam mitgelernt wurde.

Genauso eindeutig, wenn auch etwas komplizierter, ist die Gleichwertigkeit der beiden
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Abbildung 4.1: Trainingsfehler fiir die XOR-Funktion mit verschiedenen CA-MLPs

[ XOR [ [wh [ [wh [ [wls | [wli |
Cos-MLP | -8.054 | -0.081 | -0.261 | +0.190
Cox MLP | 40.036 | -7.629 | -0.111 | +4.612
Co.r MLP | -7.613 | +0.041 | -0.091 | +4.697

Tabelle 4.2: Gelerntes Gewicht zur Ausgabeschicht
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Netze anhand der Ausgabe der versteckten Schicht zu erkennen. In den Tabellen 4.3 und
4.4 wurden daher korrespondierende Eintrage mit gleichen Indizes gekennzeichnet.

[Co-MLP | ] | 2] [ B3] | [ |
0-0 0.604 ; [0.076 5 [ 0.926 5 |0.943 ;
0-1 0.043 , [0.767 4 | 0.460 ¢ | 0.685 ¢
1-0 0.690 _ [ 0.459 _ | 0.767 5 | 0.043 1,
1-1 0.941 _ [0.920 _ | 0.075 1o | 0.607 1,

Tabelle 4.3: Gelernte Ausgabe der versteckten Schicht fiir das C1—MLP

[Coo-MLP | 1] | 2] | B | [ |
0-0 0.040 , | 0.757 4 | 0.674 5 | 0.393 ¢
0-1 0.582, [0.077 5 | 0.941 7 [ 0.913 5
1-0 0.684 _ [ 0.393 _ | 0.040 ;; | 0.758 4
1-1 0.941 _ [ 0.913 _ | 0.563 15 | 0.077 19

Tabelle 4.4: Gelernte Ausgabe der versteckten Schicht fiir das Cy 3—MLP

Auch hier zeigt ein Vergleich mit den Ergebnissen des C; o-MLPs in Tabelle 4.5 die Un-

terschiede.

[CooMIP || 1] | 2] | B [ [4] |

0-0 0.049 | 0.849 | 0.886 | 0.775
1-0 0.807 | 0.040 | 0.868 | 0.716
0-1 0.845 | 0.743 | 0.039 | 0.860
1-1 0.889 | 0.780 | 0.769 | 0.042

Tabelle 4.5: Gelernte Ausgabe der versteckten Schicht fiir das Cy—MLP

Weiter fillt bei ndherer Betrachtung der obigen Tabelle sofort deren Symmetrie auf, d.h.
das C3 o~MLP hat eine symmetrische Kodierung des symmetrischen XOR-Problems ge-
lernt, obwohl seine Multiplikationstabelle ,genauso® unsymmetrisch ist wie die der ande-
ren Netze (bzw. Clifford—Algebren). Wenngleich eine Begriindung fiir diese Beobachtung
somit schwer fallt, so ist damit zumindest erklart, warum das C; o-MLP die XOR-Funktion
schneller gelernt hat als die beiden anderen Netze.

Als néachstes haben wir versucht, die XOR-Funktion auch mit den nichtkomponentenwei-
sen Netzen aus [Pearson94] — die wir im folgenden einfach auch als PMLPs bezeichnen
wollen — zu lernen. Die nachstehende Abbildung 4.2 zeigt ein dabei erhaltenes typisches
Ergebnis im Vergleich mit den bereits bekannten Resultaten fiir CA-MLPs und einem
herkémmlichen MLLP mit 2 versteckten Knoten. Selbst bei dem Standardproblem der
XOR-Funktion ist die in Kapitel 3 ausfiihrlich besprochene Anfélligkeit des Lernverfah-
rens gegeniiber Nullteilermultiplikationen offensichtlich. Die gezeigten Ergebnisse treten
in verschiedenen Variationen bei unterschiedlichsten Lernparametern stets auf, so daf
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Abbildung 4.2: Trainingsfehler fiir das XOR-Problem

das von uns theoretisch prognostizierte Versagen der nicht—komponentenweisen Netze in
Clifford—Algebren mit Nullteilern sich vollauf bestatigt hat. Interessanterweise laufen die
beiden isomorphen Netze auch hier zumindest zu Beginn eine kurze Zeit lang synchron;
erst spater trennen sich ihre Wege. Dies ist ein weiteres Indiz dafiir, daB die gravierenden
Probleme des Algorithmus’ wirklich im Auftreten von Nullteilermultiplikationen bei der
Gewichtsanpassung begriindet liegen. Normalerweise sollten namlich isomorphe Algebren
auch bei nicht—komponentenweisen Netzen zu isomorphen Netzen fithren, was wohl auch
tatsachlich solange der Fall ist, bis eine Stérung in Form einer Nullteilermultiplikation vor-
kommt, wie sie bei ungefahr 270 Zyklen auftrat und bewirkte, daB das C; ;~PMLP von da
an nicht mehr lernte, sondern im filschlicherweise angenommenen, aber iiberhaupt nicht
vorhandenen, Minimum blieb. Eine dhnliche Ursache, wenn auch mit anderen Folgen, diirf-
te fir das Verhalten des C;;—PMLPs ab 430 Zyklen verantwortlich sein. Bei nur einem
Knoten in der versteckten Schicht sind die Auswirkungen von Nullteilermultiplikationen
naturlich sofort dramatisch, aber auch bei mehreren Knoten ist die Wahrscheinlichkeit,
dafl dann nacheinander eine relevante Anzahl von Knoten ausfallt extrem hoch.

Pearson-MLPs in Clifford-Algebren mit Nullteilern sind also nicht nur theoretisch sehr
zweifelhaft, sondern auch praktisch nicht einsetzbar. Auch die Leistung des somit einzig
verbleibenden C, -—PMLPs ist wenig iiberzeugend. Die XOR-Funktion wird sogar langsa-
mer als durch das MLP gelernt, was insbesondere bedeutet, dafl keine effiziente Verwen-
dung der zusétzlichen Komponenten der Gewichtsvektoren wie bei den komponentenwei-
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sen CA-MLPs erfolgt. Ursachlich dafiir ist héchstwahrscheinlich, daf die im Algorithmus
angewandte globale Gewichtsdnderung zu aufwendig bzw. deren Lokalisierung problema-
tisch ist, so dafl auch bei diesem Netz ein praktischer Einsatz kaum in Frage kommt und
wir die Erorterung dieses Ansatzes somit géanzlich beenden konnen.

Die Leistung unserer CA-MLPs ist hingegen auerordentlich gut, das MLP wird von ihnen
mit nur einem Knoten doch deutlich in der Schnelligkeit des Lernens tibertroffen, so daf§
wir mit einigem Optimismus uns nun weiteren Experimenten zuwenden.

4.2 Beispiele zur Funktionsapproximation durch CA—
MLPs

Als néchstes wollen wir untersuchen, wie sich die CA-MLPs untereinander und im Ver-
gleich zum MLP bei der Approximation komplexerer Funktionen verhalten, also ob dabei
zum Beispiel signifikante Unterschiede in der Qualitat der einzelnen Approximationen auf-
treten, und wenn ja bei welchen Typen von Funktionen. Wegen den von uns bewiesenen
und zuvor nocheinmal demonstrierten Isomorphieargumenten ist es ausreichend nur einen
Vertreter pro Isomorphieklasse zu betrachten. Fiir den 4-dimensionalen Fall haben wir die
Algebren C; ¢ (Quaternionen) und C, ; gewahlt, die Reprasentanten fiir 8-dimensionale Al-
gebren werden dann Cs o und Cs 3 sein, deren Multiplikationstabelle Anhang C entnommen
werden konnen.

Bei den durchgefithrten Test diente stets das MLP als Referenz, d.h. es wurden zuerst
dessen Parameter (versteckte Knoten, Lernrate etc.) so bestimmt, daff eine nahezu op-
timale Leistung erzielt werden konnte. Die so erhaltene Knotenzahl fiir die versteckte
Schicht wurde dann schrittweise verringert. Die Trainings— und Testmengen bestanden
jeweils aus 150 zufalligen, in [0,1]* (bzw. [0,1]® )uniform verteilten Punkten und den
zugehorigen Funktionswerten. Am Anfang der Untersuchungen stand dabei die Funktion

fi:R* = RY, (a,b,¢,d) — (ad, %b, sin(c), d — L)

10

als Vertreter einer aus einfachen Komponentenfunktionen bestehenden nichtlinearen Funk-
tion. Der Verlauf des Trainings mit 3 bzw. 4 versteckten Knoten ist in Abbildung 4.3
wiedergegeben.

Kann das MLP die Funktion mit 4 Knoten noch halbwegs adaquat zu den CA-MILPs zu
lernen, so ist dies bei 3 Knoten nicht mehr méglich und verstarkt sich mit abnehmender
Knotenzahl rapide, wie man der Auflistung aller Werte in Tabelle 4.6 entnehmen kann,
bei der der Trainingsfehler dem Generalisierungsfehler kleiner gedruckt vorangestellt ist.

Die Leistung der CA-MLPs ist insgesamt als sehr gut zu bewerten, erst mit nur einem
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Abbildung 4.3: Trainingsfehler fiir fi mit 3 (links) bzw. 4 (rechts) versteckten Knoten

. A 4 1 3 [ 2 [ 1 ]
MLP 0.114 0.194 | 0507 0.725 | 1773 1.943 | 3.438 3.608
Ca0-MLP || 0051 0.057 | 0.036 0.051 | g.069 0.077 | g.289 0.395
CQJ*MLP 0.029 0.055 0.060 0.066 0.068 0.073 0.311 0.432

Tabelle 4.6: Ergebnisse fiir fi nach 8000 Iterationen

Knoten in der versteckten Schicht wurde die Funktion merklich schlechter gelernt, aber
immer noch wesentlich besser als durch das MLP mit 3 Knoten. Weder beim Training
noch beim Testen unbekannter Muster ist ein in keinsterweise nennenswerter Unterschied
zwischen dem Cy o—MLP und dem C; 3—MLP festzustellen, da die Abweichungen in Anbe-

tracht der absoluten Gréfe der Fehler vernachlédssigbar sind.

Als nachste Funktion wurde der Sinus der QQuaternionen

fo:H — T, q— ;sin(q)

gewahlt, was zum einem in Hinblick auf eine im Vergleich zu der vorangegangenen Funkti-
on fi vermutlich fir das MLP schwerer zu lernende Funktion geschah, und das Cy o—-MLP
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gegeniiber dem C; ;-MLP bevorteilen sollte.

Wie die Ergebnisse (Abbildung 4.4 und Tabelle 4.7) zeigen, hat sich ersteres nicht bestatigt.
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Abbildung 4.4: Trainingsfehler tiir f, mit 3 (links) bzw. 4 (rechts) versteckten Knoten

L L | 4 | 3 [ 2 [ 1 |
MLP 0.064 0.091 | 0558 0.496 | 0.948 1.011 | 1958 2.018
CQ’O_MLP 0.021 0.026 0.039 0.044 0.058 0.061 0.224 0.229
Ca2a~-MLP || g.031 0.046 | g.075 0.103 | g.083 0.119 | 0205 0.247

Tabelle 4.7: Ergebnisse fiir f, nach 8000 Iterationen

Das MLP hat die Funktion ahnlich wie zuvor die Funktion f; approximiert. Mit 4 Kno-
ten sind die fiir f; erhaltenen Werte etwas kleiner als die von f;, bei 3 Knoten ist der
Trainingsfehler nahezu identisch. Das beide Funktionen mit 3 Knoten durch das MLP nur
noch sehr bedingt gelernt wurden, ist auch an dem jeweils resultierenden Generalisierungs-
fehler ablesbar, der bei f; sogar kleiner als der Trainingsfehler war. Den Vergleich mit den
beiden CA-MLPs konnte das MLP nur mit 4 Knoten bestehen. Das C; (-MLP lieferte
auBer mit einem Knoten stets bessere Resultate als das C;;-MLP, seine Leistung mit 3
Knoten entsprach sogar der des Cy ,—MLPs mit 4 Knoten. Auch der Verlauf des Trainings
laBt, insbesondere bei 4 Knoten, einen mutmafBlichen generellen Vorteil des Cy o—~MLPs
erkennen, der erst bei einem Knoten nicht mehr feststellbar ist, wobei die dabei erbrachte
identische Leistung der CA-MLPs immer noch gut ist.

Mit den fiir den Sinus der Quaternionen erzielten Ergebnissen liegt es nahe, eine Begiinsti-
gung eines CA—Netzes fiir Funktionen aus ,seiner® Algebra gegeniiber einem CA-Netz in
einer anderen Algebra anzunehmen, weshalb wir nun die beiden Funktionen

fs:H—=MH, q—1(q®,,q9+2)

und
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forH—-H, q— 5 (4®,29+2)

untersucht haben.

Bei Betrachtung der Resultate fiir die Funktion fs, die in Abbildung 4.5 und Tabelle 4.8
dargestellt sind,
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Abbildung 4.5: Trainingsfehler fiir fs mit 3 (links) bzw. 4 (rechts) versteckten Knoten

. S 4 [ 3 [ 2 [ U |

MLP || 0012 0.097 | 010 0.260 | o502 0.453 | o.rar 1.034
Cro MTP | 0029 0074 | 0047 0.136 | 0105 0183 | 0,554 0.484
Ca2 MLP | 0,054 0.103 | 0070 0.167 | o111 0.218 | 0,496 0.518

Tabelle 4.8: Ergebnisse fiir fs nach 8000 Iterationen

fallt zunachst auf, daB das MLP diese Funktion im Vergleich zu den beiden vorhergehenden
am besten bewiltigt hat. Ansonsten wollen wir unser Augenmerk gleich auf die CA-Netze
richten. Bei 3 Knoten wird die Funktion durch sie gleichgut gelernt, der Vorteil des Cq o
MLPs gegeniiber dem C; ;—-MLP ist insgesamt nicht allzu stark ausgeprégt.

Ein dhnliches Bild zeigte sich dann umgekehrt auch bei der Approximation der Funktion
fa, wo wiederum bereits die Trainingsfehler (Abbildung 4.6) sehr dicht beieinanderlagen.

Den Diagrammen ist weiter zu entnehmen, dafl das MLP sowohl bei 4 als auch noch bei
3 Knoten einen nur geringen Abstand zu den CA-Netzen aufweist. Die Tabelle 4.9 der
Ergebnisse zeigt,

daf} die Funktion fiir alle Netze leichter zu lernen war, als die Funktion fs.

Der vermutete Vorteil eines CA-MLPs in der jeweils ,richtigen“ Algebra hat sich zwar
bestatigt, aber zum einen ist er nicht sonderlich grofl, zum anderen ist er durch unsere
Untersuchungen natiirlich nicht als ursachlich nachgewiesen, sondern es traten nur die

entsprechenden Beobachtungen auf.
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Abbildung 4.6: Trainingsfehler tiir fs mit 3 (links) bzw. 4 (rechts) versteckten Knoten

. S [ 4 [ 3 ] 2 [ 1 |

MILP 0.082 0.098 | 0.135 0.154 | g.244 0.255 | g.565 0.657
CQ@*MLP 0.039 0.086 | 0.079 0.147 0.132 0.175 0.372 0.474
Ca2~MLP || 0024 0.062 | 9,053 0.106 | g.104 0.159 | g.360 0.422

Tabelle 4.9: Ergebnisse fiir f4 nach 8000 Iterationen

Andererseits konnen wir aber sehrwohl feststellen, dal das C;o—MLP nicht a priori bes-
ser als das Cyo—MLP ist, obwohl die Quaternionen sogar nullteilerfrei sind. Um dies als
Bestédtigung dafiir ansehen zu diirfen, dafl es uns mit der Entwicklung eines entsprechend
modifizierten Backpropagation—Algorithmus” im Kapitel 3 gelungen ist, dieses grundle-
gende Problem fiir die CA-MLPs vollstandig und praxistauglich zu lésen, sollten wir
auch noch ein Beispiel in 8-dimensionalen Clifford—Algebren untersuchen, was natiirlich
auch allein schon deshalb angebracht ist, um eine ungeféhre Vorstellung tiber das dortige
,Krafteverhaltnis® zwischen dem MLP und unseren CA-MLPs zu bekommen, als deren
(nicht isomorphe) Vertreter wir schon zu Anfang dieses Abschnittes das C50-MLP und
das C33-MLP bestimmt hatten.
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Die Funktion

fs iR = R®, (a,b,c,d.e, f,g,h) — (ag — b, e, X(d + €),b+ -, sin(f), c+ h, df, cos(g))

wurde gewéhlt, da das MLP im 4-dimensionalen Fall mit der Funktion f; gleichen Typus
die groBten Schwierigkeiten hatte, zum anderen gibt es bei ihr keine Anhaltspunkte fiir
eine von vornherein gegebene Begiinstigung eines der beiden CA-MLPs.

Tatséachlich fiel dann auch diese Funktion dem MLP relativ schwer, wortiber die Abbildung
4.7 (rechts)
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Abbildung 4.7: Trainingsfehler fir fs mit 4 (links) bzw. 6 (rechts) versteckten Knoten

und die Tabelle

. S [ 7 | 6 [ 5 | 4 | 3 [ 2 |

MILP 0.077 0.133 | 0.158 0.284 | 9365 0.621 | g.604 0.830 | 018 1.119 | 9778 4.423
C&o*MLP 0.123 0.151 0.057 0.063 0.089 0.132 0.132 0.146 0.217 0.237 0.282 0.327
C33—MLP || 0.035 0.049 | g.082 0.108 | 0.086 0.092 | g.082 0.093 | 9177 0.184 | g.249 0.254

Tabelle 4.10: Ergebnisse fiir fs nach 8000 Iterationen

im einzelnen Auskunft geben. Das MLP bendtigte immerhin 7 versteckte Knoten fiir ein
gutes Ergebnis, die CA-MLPs konnten eine fast &hnlich gute Approximation noch mit 4
Knoten erzielen. Bei beiden CA-Netzen waren mehr als 4 Knoten schon zuviel des Guten,
wie man auch den Abbildungen der Trainingsverlaufe entnehmen kann. Besonders deutlich
zu erkennen war ein derartiges Verhalten beim C3 o—MLP mit 7 Knoten in der versteckten
Schicht. Vergleicht man die Leistung der beiden CA-MLPs miteinander, so konnte das
C33-MLP im Regelfall stets bessere Werte erzielen, und zwar in einer Groflenordnung,
die ungefahr der bei den zuvor behandelten 4-dimensionalen Funktionen f;, f3 und f4
beobachteten entspricht. Bemerkenswert ist, dafl es dafiir keinen ,algebraischen® Grund

gibt.
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Das unterschiedliche Verhalten von CA-MLPs weiter systematisch zu untersuchen ist si-
cher eine lohnende Aufgabe. Gelingt dabei eine gewisse (auch nur teilweise) Klassifizierung
von Problemen, die fiir bestimmte Clifford—Netze besonders geeignet sind, so ergeben sich
dann wiederum Moglichkeiten fiir entsprechende Spezialisierungen (Optimierungen) des
Lernverfahrens. Bei der in Angriffnahme dieser Aufgabe wiirden zunehmend sicher noch
mehr konzeptionelle Vorteile der Clifford-Netze zu Tage treten.

Die eben skizzierte Richtung kénnen wir in dieser Grundlagenarbeit aber nicht mehr wei-
terverfolgen, zumal der Weg dahin vorher noch ein wenig mehr geebnet werden muf,
vorallem durch die genauere Untersuchung der Effizienz unserer Clifford Netze gegeniiber
vergleichbaren MLPs, mit der es scheinbar nicht zum besten bestellt ist, denn unbestrit-
ten ist ein CA-MLP stets erheblich aufwendiger als ein MLP mit gleicher Zahl versteck-
ter Knoten, auBer auf der symbolischen Ebene, wo man ein Clifford Neuron so wie ein
herkémmliches Neuron bewerten wiirde, die aber natiirlich keine wirklichen Aussaugen
zur Effizienz erlaubt, wie wir sie jetzt anstreben.

4.3 Effizienzbetrachtungen

Zunéchst gilt es, den Begrifl des Aufwands geeignet zu quantifizieren. Dazu betrachten
wir wie iblich die Zeit- und Speicherplatzkomplexitdat der Neuronalen Netze in ihren
natiirlichen MaBlen, der Anzahl der verwendeten Variablen bzw. der Anzahl der benétigten
arithmetischen Operationen.

Beginnen wollen wir mit der Erérterung der Speicherplatzkomplexitit, da die entsprechen-
den Formeln ' sehr einfach sind, wenn man nur jeweils eine versteckte Schicht beriicksich-
tigt, was flir unsere Zwecke ja ausreichend ist. Die Gesamtzahl der Gewichte eines MLPs
ist dann

Varypp :=nh-(ni+1) 4+ no- (nh+1), (4.3)

wobei der Schwellwert separat mit aufgefiihrt worden ist. Die analoge allgemeine Formel
fiir die Anzahl reeller Parameter eines C, ,~MLPs lautet

Vare, .—mrp :=2" -nh-(ni+1)+2" -no-(nh+1). (4.4)

Aus diesen beiden Formeln erhalt man im speziellen fiir die uns interessierenden Falle des
(1,nh,1)-C; s—MLPs
VC”'CQVS—MLP =12 - nh + 4 (45)

und fir das entsprechende MLP

V(LT(4’nh’4) —-MLP \— 9-nh + 4. (46)

'bei denen wieder unsere Standardnotationen zur Anwendung kommen und die Topologie eines Netzes
in der Form (nt, nh, no) selbigen bei Bedarf vorangestellt wird
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Im 8-dimensionalen Fall ist die Anzahl der Parameter
Varc, .—mrp :=24-nh+38 (4.7)

bzw.

Var@gnngy—mpp :=17-nh + 8. (4.8)

Also bendétigt in 4 Dimensionen ein CA-MLP mit 3 versteckten Knoten genausoviele
Gewichte wie ein entsprechendes MLP mit 4 versteckten Knoten. Bei unseren Beispiel-
funktionen f; und f; reichte ein CA-MLP mit 2 Knoten um eine mindestens adidquate
Leistung zum MLP mit 4 Knoten zu erbringen, so dafl in diesen Féllen jeweils 8 reelle
Gewichte (20 %) gegeniiber dem MLP eingespart wurden. Bei Betrachtung der Ergebnis-
se der Approximation der 8-dimensionalen Funktion f5 ergibt sich, bei Zugrundelegung
gleicher Lernresultate, konkret kein derartiger Vorteil, aber wir kénnen sicher die Existenz
von Funktionen annehmen, bei denen man ein Knotenverhdltnis von 2 (CA-MLP) zu 7
(MLP) erzielen kann, was dann schon eine sehr beachtliche Reduzierung der Anzahl der
Gewichte um 56% bedeuten wiirde.

Die mit CA-MLPs erreichbaren Parameterreduzierungen sind durchaus als Ergebnis eines
konzeptionellen Vorteils dieser Netze gegeniiber dem herkémmlichen MLP anzusehen, da
sie ja das Lernen einer effizienteren internen Kodierung des Problems im Rahmen einer
Clifford—Algebra bedeuten. Fiir die Beantwortung theoretischer Fragen hat dies grofie
Bedeutung, da es sicher einfacher ist, die Vorgdnge innerhalb eines Netzes anhand von 20
statt von 50 Gewichten zu studieren, zumal wenn die Netze und somit inshesondere die
Gewichte noch zusdtzlich mit einer Struktur versehen sind.

Es gilt natiirlich unter praktischen Gesichtspunkten abzuwigen, wie teuer diese Vorteile
eventuell durch eine hohere Anzahl von arithmetischen Operationen erkauft werden.

7 reelle

Allein die Tatsache, dal die Berechnung eines geometrischen Produktes @, s 2
Multiplikationen und ebensoviele Additionen erfordert, 1aBt erahnen, wie grof} die Zeit-
komplexitat von Clifford—Netzen im Vergleich zu einem MLP ist. Wir wollen hier nicht
bis auf die Ebene der Operationen selbst hinuntergehen, sondern die Laufzeit von Simu-
lationen als Zeitmafl heranziehen, um zu einer Beurteilung zu gelangen, was fiir Fragen

der praktischen Einsetzbarkeit von CA-MLPs vollig ausreichend ist.

Auf die Zeitkomplexitat der Clifford-Netze wirken sich die moglichen Parameterredu-
zierungen natiirlich auch schon positiv aus. Ebenso zeigt ein nochmaliger Blick zuriick
auf die Ergebnisse der Approximation unserer Beispielfunktionen, daf CA-MLPs schnell
und meist auch schneller als ein MLP lernen. Dieses nicht zu unterschatzende Potenti-
al wird aber kaum ausreichen, wenn wir einen bisher noch nicht beriicksichtigten aber
im allgemeinen vorliegenden Faktor nicht kompensieren kénnen. Solange wir Probleme
betrachten, deren Dimension eine Zweierpotenz ist, haben wir stets eine ,genau® passen-
de Clifford—Algebra zur Verfiigung, in allen anderen Féllen aber erst die nachstgréBere
Clifford—Algebra. Unserer Meinung nach stellt aber eine dann vorzunehmende Einbettung
der Problemstellung in die nachstgréflere Clifford—Algebra nicht notwendigerweise ein un-
umgingliches kostenintensives Ubel dar, sondern kann auch Chancen bieten, das Problem
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letztendlich vielleicht sogar eflektiver zu l6sen. Als kleines — aber sehr tiberzeugendes
— Beispiel kénnen wir diesbeziiglich bereits auf die Ergebnisse zum XOR-Problem aus
Abschnitt 4.1 verweisen. Ob sich diese Behauptung auch mit einer groieren Anwendungs-
aufgabe untermauern lafit, konnen wir im folgenden gleich iiberpriifen, wenn wir unsere
CA-MILPs einen letzten umfangreichen und praxisnahen Test unterziehen, der Vorher-
sage einer chaotischen Zeitreihe, welcher auch schon in der Originalarbeit zum QMLP
[Arena96a] zur Anwendung kam.

Vorhersage des Lorenz—Attraktors

Der Lorenz—Attraktor wird durch das Differentialgleichungssystem

&t = o(x—y)
) xz+rr—y

= ay—bz

beschrieben, wobei x, y, z zeitabhangige Funktionen und o, r, b reelle Parameter sind.
Das Verhalten des Systems ist chaotisch und fiihrt auf den sogenannten Lorenz—Attraktor,
der in Abbildung 4.8 mit einer Schrittweite von At = 0.02 im Zeitintervall ¢ = [600, 2500]
diskretisiert fiir die Parameter ? 0 = —3, r = 26.5 und b = 0 und Anfangsbedingungen
2(0) = 2(0) = 0 und y(0) = 1 dargestellt ist.

Abbildung 4.8: Lorenz—Attraktor

%in [Arena96a] wurde er fiir o = 10, » = § und b = 28 untersucht
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Von diesen 1000 Abtastpunkten bildeten die ersten 250 fiir unsere Simulationen die Trai-
ningsmenge und die restlichen 750 die Testmenge. Von den Netzen war also eine Ex-
trapolationsaufgabe zu bewiltigen, wodurch ihre Generalisierungsfdhigkeiten verstérkt
getestet werden sollten. Die Schwere dieser Aufgabe ist iiber die Vorhersageschrittweite 7
beeinflulbar, wobei eine Schrittweite von 7 = 1 bedeutet, da} immer das jeweils nachst-
folgende Muster trainiert/getestet wird, bei 7 = 2 das iiberndchste und so weiter, da die
Natur der Zeitreihe chaotisch, also insbesondere auch nichtlinear ist. Eine Erhohung der
Vorhersageschrittweite 7 bedeutet also eine Abnahme der Korrelation zwischen Eingabe-
und Ausgabemustern und fithrt somit zu immer schwereren Aufgaben fir die Netze. Die
Korrelation zwischen erwarteter und erzeugter Ausgabe diente uns demzufolge auch zur
Beurteilung der Giite der erhaltenen Vorhersagen und wird als Funktion von 7 durch

_ Zi\il(Os(t) - Osm)(O;(t) B O;m)
VEM(04(1) — O )2 SIL(04(1) — O4,)?

beschrieben, wobei M die Anzahl der Testmuster, O,(t) die fiir die s-te Variable erwartete
Ausgabe zum Zeitpunkt ¢ + 7 ist, O, der Mittelwert aller dieser Ausgaben ist, und O’(?)
bzw. O, die korrespondierenden gemessenen Werte sind. Die Kodierung des Problems
in 4 Dimensionen fiir die CA-MLPs erfolgte denkbar einfach, durch Einsetzen in die 3
letzten Komponenten und Nullsetzen der ersten.

ps(T) (4.9)

Mit einem (3,12,3)-MLP und mit (1,5, 1)-CA-MLPs wurden die in Abbildung 4.9 auf-
gefithrten Ergebnisse erzielt. Die Anzahl der Knoten in der versteckten Schicht wurde
jeweils so gewadhlt, daBl bei einer mittelschweren Vorhersageschrittweite von 7 = 7 die
Korrelationswerte fiir alle Variablen noch gréfler als 0.9 waren. Mit 4 versteckten Knoten
wurde dieses Kriterium fiir die CA-MLPs einzig fiir die 2.Variable verletzt, die sich fiir
alle Netze als deutlich am schwersten zu lernen herausstellte.
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Abbildung 4.9: Korrelationsverlaufe der einzelnen Variablen bei der Vorhersage des
Lorenz—Attraktors

Die beim MLP verwendete Knotenzahl war keinesfalls zu grofs bemessen, wie der weiteren
Entwicklung der Korrelationen fiir dieses Netz entnehmbar ist. Bei der Auswertung der
Ergebnisse ist auffillig, dal das C; ;.~MLP zwar gegeniiber dem C; o—MLP beziiglich der 1.
und 3.Variable besser, beziiglich der 2.Variable andererseits aber erheblich schlechter war
und somit insgesamt beide CA-MLPs letztendlich vergleichbar gute Vorhersageergebnisse
lieferten. Das MLP konnte, aufler hinsichtlich der 1.Variable, bei der es erhebliche Pro-
bleme hatte, mit dem jeweils schwacheren CA-MLP bis zu einer Schrittweite von 7 = 13
mithalten.

Uber die anschauliche Bedeutung der einzelnen erzielten Korrelationswerte gibt Abbildung

4.10 ein wenig Aufschluf.

Die von den CA-MLPs vorhergesagten Attraktoren sind tatsdchlich nahezu voéllig iden-
tisch, was man aus ihren gleichen numerischen Korrelationswerten noch nicht automatisch
schlieBen durfte. Interessant ist, das alle Netze bei der Vorhersage die selben strukturellen
Fehler machten, denn die schlechteren Ergebnisse des MLPs, resultierten grotenteils aus
einem Skalierungsfehler bei der rechten Schleife des Attraktors.
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Abbildung 4.10: Erwartete (links oben) und vorhergesagte Werte fiir den Lorenz-
Attraktor bei 7 = 8

Nachdem wir die Ergebnisse qualitativ ausgewertet haben, wollen wir nun den dabei auf-
getretenen Verbrauch an Ressourcen betrachten. Da ein 3—dimensionales Problem vorlag,
mufite zur Bestimmung der Parameteranzahl des MLPs die Formel

Var(B,nh,S)—MLP =T -nh + 3 (410)

angewandt werden, was eine Reduzierung der Parameteranzahl um 2 pro versteckten Kno-
ten im Vergleich zu einem (4, nh,4)-MLP bedeutet (4.6), und genau den Nachteil angibt,
den wir zuséatzlich durch die notwendige Finbettung des Problems in 4 Dimensionen fir die
CA-MLPs in Kauf nehmen miissen. Im fiir das Beispiel des Lorenz—Attraktors relevanten
Bereich haben wir die in Tabelle 4.11 aufgefithrten Laufzeiten auf einem Pentium/133
unter Linux 1.2.8 (gcc 2.6.3 -02) gemessen, die sich auf 4000 Trainingszyklen bezie-
hen.

Die Reduktion reeller Parameter bei den fiir den Lorenz-Attraktor zum FEinsatz gekom-
menen (1,5,1)-CA-MLPs gegeniiber dem (3,12,3)-MLP war natiirlich nicht génzlich
ausreichend, um eine gleichschnelle Laufzeit zu bedingen, aber doch schon stark genug,
um eine weit unter dem zu befiirchtenden Ausma$ liegende Laufzeit zu bewirken, die bei
4 Knoten im CA-MLP sogar nahezu gleich wire. Ebenso wiirde eine bei sehr groflem 7
indizierte Erhohung der Knotenzahl des MLPs das Bild noch wesentlich verbessern.
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Cy,s-MLP MLP
versteckte Knoten || 4 ‘ 5 ‘ 6 11 ‘ 12 ‘ 13 ‘ 14
Laufzeit (in s) 8194|112 68 | 73 | 79 | 84
Parameter 52 1 64| 76| 80 | 87 | 94 | 101

Tabelle 4.11: Speicher- und Zeitkomplexitit von MLP und CA-MLPs

Insgesamt diirfen wir also annehmen, dafl die bestehenden Nachteile beziiglich der Zeit-
komplexitat der CA—MLPs gegeniiber vergleichbaren MLPs, sich bei grofleren Aufgaben
nur noch schwach in der Laufzeit niederschlagen, d.h. kompensiert werden, und zwar
bei mindestens gleichguten Ergebnissen und einer teils erheblichen Ersparnis bendtigter
Gewichte.

Fazit Wir haben in diesem Kapitel mehrere Simulationen durchgefiihrt, die hinsichtlich
Schwere und Art einer Lernaufgabe eine relativ grole Bandbreite abgedeckt haben. Die da-
bei erhaltenen Ergebnisse fiir CA-MLPs sind mehr als zufriedenstellend. Thre Anwendung
gegeniiber einem vergleichbaren MLP bedeutet in nahezu allen Féllen eine Reduzierung
der Parameteranzahl. In vielen Simulationen wurden die jeweilige Aufgabe nach weit we-
niger Trainingszyklen gelernt als durch das MLP bei vergleichbaren Fehlern. Besonders
gut schnitten die CA-MLPs bei Aufgaben ab, deren Dimensionalitit eine Einbettung
des Problems erforderlich machten. Hier ist der von uns mit dem Ubergang von einfa-
chen reellen Vektorrdumen zu hoéherdimensionalen zusétzlich algebraisch strukturierten
Vektorraumen intendierte Vorteil erkennbar.



Kapitel 5

Analyse geometrischer Kodierungen

Unser bisheriges Vorgehen folgte im wesentlichen einem top—down—Konzept. Ausgehend
von bekannten Bereichserweiterungen (Komplexe Zahlen und Quaternionen) fiir Neurona-
ler Netze, ist es uns im Kapitel 1 gelungen, diese Erweiterungen als konkrete algebraische
Einbettungen reeller Vektorrdaume zu erkennen, und sie dann zu einem konsistenten um-
fassenden Modell zu verallgemeinern, ndmlich das der Clifford-Algebren. Danach haben
wir versucht bekannte Architekturen Neuronaler Netze in diesem Rahmen zu entwickeln.
Fiir RBF-Netze haben wir schnell eingesehen, daff wir die reichhaltigen strukturellen Ei-
genschaften unserer Algebren dort garnicht ausniitzen kénnen. Fiir MLPs gelang uns dies
dann sehrwohl, und zwar gerade deshalb, weil wir einen top—down—Ansatz zur Verfiigung
hatten und dadurch alle technischen Probleme beherrschbar waren, wobei bei allerdings
haufig nur noch reine Mathematik zur Anwendung kam.

In diesem Kapitel wollen wir unabhéngig von einer konkreten Architektur das geometri-
sche Potential unseres Ansatzes veranschaulichen, indem wir untersuchen wollen, welche
Merkmale sich durch das geometrische Produkt ausbilden. Damit stehen also nocheinmal
die elementaren Grundlagen unseres Ansatzes im Blickpunkt. Zu Beginn befassen wir
uns daher insbesondere nocheinmal mit der Interpretierbarkeit von Clifford-Algebren als
Geometrische Algebren.

Eine Geometrische Algebra wird iiblicherweise als assoziative Algebra definiert, in der das
Quadrat jedes Vektors stets ein Skalar ist.

Demzufolge ist also jede Clifford—Algebra eine Geometrische Algebra wie wir dies auch
in Kapitel 1 bereits festgestellt hatten. Angemerkt sei, daB die obige Definition Geome-
trischer Algebren zur Beantwortung systematischer Fragestellungen (etwa der nach der
Anzahl Geometrischer Algebren bestimmter Dimension) wenig geeignet ist, sondern eher
anschaulichen Charakter tragt, weshalb wir sie nicht zur Grundlegung unserer theore-
tischen Einbettungen benutzt haben und auch nicht wirklich konnten. Auf der anderen
Seite mag man argumentieren, dafl das Potential unseres Ansatzes dort woméglich besser
zur Geltung kommt.
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Haben wir also der geometrischen Interpretierbarkeit unseres algebraischen Modells bisher
schon genug Aufmerksamkeit geschenkt, oder hdtten wir mehr von ihr profitieren kénnen
und miissen?

Die Antwort ist, daBl die geometrische Interpretierbarkeit letztendlich auf dem Prinzip
der Einbettung beruht, deren explizite Anwendung beim XOR-Problem und bei der Vor-
hersage des Lorenz—Attraktors zu sehr guten FErgebnissen gefiihrt hat. Wenn wir jetzt
weiter fragen, ob dabei Geometrie gelernt oder benutzt wurde, miifiten wir scheinbar die
Antwort schuldig bleiben. Die Antwort lautet aber einfach, dafl von den CA-MILPs neue
gewinnbringende Merkmale gelernt wurden, die sicher auch eine geometrische Interpreta-
tion besitzen.

Unser Ziel in diesem Kapitel ist es nun zu illustrieren, daBf durch Anwendung des geo-
metrischen Produktes entstehende Kodierungen geometrischer Natur sind. Dazu ist es
vorher zunichst hilfreich, den Bezug unseres Ansatzes zu sogenannten Neuronalen Netzen

hoherer Ordnung (HONNs) herzustellen.

5.1 Clifford—Netze und HONNs

Die grundlegende Idee von Neuronalen Netzen hoherer Ordnung besteht darin, Einga-
bemuster ohne Hinzunahme weiterer Informationen in einen erweiterten Merkmalsraum
abzubilden. Eine Moglichkeit dazu stellt das sogenannte Aufenprodukt-Modell [Pao89]
dar, bei dem jede Komponente des Fingabemusters mit dem gesamten Eingabemuster
multipliziert wird. Die Eingabemuster erhalten durch diese Erweiterung dann auch nicht-
lineare Terme, die Ordnung des hochsten dabei vorkommenden Terms bestimmt dann
gleichsam die Ordnung des Neuronalen Netzes. Es ergeben sich sofort gewisse Parallelen
zu unseren Clifford—Netzen. So gestattet die verbesserte Repréasentation der Netzeinga-
be meist eine Reduktion der Netzgrofe Neuronaler Netze hoherer Ordnung im Vergleich
zu herkommlichen Netzen, wobei dies natiirlich mit einer je nach Aufgabenstellung sehr
schnell anwachsenden Anzahl der Fingabeterme einhergeht. Eine gingige Methode zur
Verringerung dieses Zuwachses ist die Vernachldassigung von Termen, die iiber eine grofie-
re Anzahl von Eingabemustern keine oder nur geringe Korrelation aufweisen. HONNs
werden meist auf diskreten Bereichen, z.B. bei der Merkmalsberechnung aus 2-D Bildern,
und haufig nur als Vorverarbeitungsschritt angewandt.

Fir den Fall, dafl mit Clifford—Netzen Probleme bearbeitet werden, deren Dimension klei-
ner als die der Verwendung findenden Clifford—Algebra ist, arbeiten diese quasi in einem
Modus, der den Prinzipien eines Neuronalen Netzes héherer Ordnung angelehnt ist, aber
auch dann noch fundamentale Unterschiede und Erweiterungen aufweist, vornehmlich die,
daB die Einbettung vom Clifford—Netz selbst erzeugt wird, diese eine algebraische Struktur
aufweist und das Lernverfahren auch auf dieser beruht. Damit werden wesentliche Nach-
teile Neuronaler Netze héherer Ordnung umgangen bzw. aufwendige Anpassungsschritte

vom Clifford-Netz selbststandig durchgefiihrt.
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Bei Neuronalen Netzen héherer Ordnung wird ja nur die Eingabe erweitert, d.h. die Expan-
sion findet vorher genau festgelegt statt und dieser Schritt (genauer die eindeutige Folge
sukzessiver Teilschritte), d.h. die Selektion einer bestimmten Kodierung, will wohliber-
legt sein und erfordert im Praxisfall viel Vorkenntnis und Erfahrung. Bei Clifford—Netzen
findet die Expansion wiahrend des Lernens dynamisch statt und wird somit auch standig
optimiert. Die Vorteile sind evident. Als einziger Einwand verbleibt héchstens, dafl man die
Kontrolle an das Netz abgibt, welches ja nur bestimmte Kodierungen zur Verfiigung hat,
von denen alle potentiell ungeeignet fir ein bestimmtes Problem seien kénnten, wahrend
man ein Neuronales Netz hoherer Ordnung (insbesondere eine geeignete Problemkodie-
rung) sehr leicht und unzweifelhaft auch optimal angeben kann. Damit ist aber auch
klar, daB ein HONN auf ein Problem(typ) mafigeschneidert wird, wobei — wie bereits
erwahnt — meist ein diskreter Wertebereich zugrunde liegt. Clifford—Netze konkurrieren
also im allgemeinen nicht mit HONNs, und wenn dann miifiten sie es auf der Ebene der
Kodierungen, und zwar mit anderen Kodierungen geometrischer Merkmale.

Wir untersuchen daher nun zuerst, welche konkreten Moglichkeiten von Verkniipfungen
sich in 4-dimensionalen Clifford-Algebren fiir 2 Vektoren (z1,y;) und (z3,y.) des IR?
ergeben. Die Kodierungen dieser Vektoren als Multivektoren sind dann

muy := (0, 21,y1,0) und mov, := (0, z4,y2,0) . (5.1)

Deren Verkniipfung tiber das geometrische Produkt ergibt dann einen Multivektor mv :=
(21,0,0, z3), der je nach verwendeter Algebra und eventuell noch zusitzlich angewendeter
Konjugation die in Tabelle 5.1 angegebene Gestalt hat.

‘ Operation H mu[l1] ‘ mu[4] ‘

Tabelle 5.1: Resultate der Verkniipfung zweier Vektoren in 4-dimensionalen Clif ford-

Algebren

muy &g MUy

—T1T2 — Y1Y2

T1Y2 — Y1l2

muy @q; MUy

T1T2 — Y1Y2

T1Y2 — Y12

muvy @,, Mvy 122 + V1Yo T1Y2 — Y1 T2
muy ), oy 1T + Y1Y2 | —T1Y2 + Y122
mvy Q. MUz || —T1T2 + Y1Y2 | —T1Y2 + Y122
muy R, MU || —T1T2 — Y1Y2 | —T1Y2 + Y1272
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Der jeweils enstehende Bivektor z; ist wie wir ebenfalls aus Kapitel 1 bereits wissen
die (negative) Determinante und somit ein geometrisches Merkmal, genauso wie das in
der Komponente z; vorhandene (bzw. herstellbare) Skalarprodukt. Somit haben alle 4-
dimensionalen Clifford—Algebren dasselbe geometrische Potential, welches wir jetzt exem-
plarisch mit dem anderer natiirlicher geometrischer Merkmale hinsichtlich der Niitzlichkeit
in der Vorverarbeitung vergleichen wollen.

5.2 Experimenteller Vergleich verschiedener Kodie-
rungen

Das zu diesem Zwecke von uns durchgefiihrte Experiment ist eine sehr einfache Version
der Untersuchungen in [Edelman92] zur Erkennung von Drahtgittermodellen aus verschie-
denen 2-D Ansichten mit RBF—Netzen. Dieses Experiment wurde von uns wegen seiner
einfachen geometrischen Interpretierbarkeit gewéhlt und auch um Kombinationsmoglich-
keiten von geometrischer Vorverarbeitung und Netzarchitekturen, die dafiir nicht ohne
weiteres erweiterbar sind, zu demonstrieren.

Der Objektdatensatz bestand aus 8 3-D Drahtgittermodellen mit jeweils 6 Punkten, von
denen das erste in Abbildung 5.1 dargestellt ist.

Objekt 1

Abbildung 5.1: 3-dimensionales Drahtmodell von Objekt 1

Zu jedem solchen Modell wurden 10 2-D Ansichten generiert, durch Drehung des Objek-
tes um zuféllige Rotationswinkel 6, ¢ € [0,20] beziiglich im Objektzentrum zentrierter
Kugelkoordinaten und anschlieBender orthographischer Projektion in die xy—Ebene, die
als Trainingsansichten verwendet wurden. Die einfache orthographische Projektion der
Objekte ohne Drehung lieferte dessen Standardansicht und wurde als Lernziel verwendet.
In Abbildung 5.2 sind die Standardansichten der ersten vier Testobjekte dargestellt.
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Abbildung 5.2: Standardansichten der Objekte 1-4

Fiir die Multivektorkodierungen wurde das Ergebnis der Anwendung des geometrischen
Produktes der Clifford—Algebra C; ¢ zwischen benachbarten Objektpunkten (mv), sowie
gemaf Tabelle 5.1 als Einzelkodierungen die Projektionen in die Komponente (mv[1])
und in die 4. Komponente (mv[4]) benutzt. Diese Multivektorkodierungen mufiten mit den
geometrisch héchstplausiblen Kriterien der Lange und der Winkel zwischen benachbarten
Punkten bzw Kanten konkurrieren, wobei selbstverstandlich die selbe Reihenfolge der
Punkte bei der Generierung dieser Merkmale zugrundegelegt wurde.

Tabelle 5.2 enthalt die sich fir die einzelnen Merkmale ergebenden Gréfen der Eingabe.
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‘ Kodierung ‘ Grofe der Eingabe ‘

Winkel 4
Léngen 3
Punkte 12
mv 10
mv([1] 3
mv/[4] 5

Tabelle 5.2: Kodierungen und resultierende Grie der Eingabe

Zum Test der Netze wurden die Ansichten der Objekte bei gleichen ganzzahligen Rotati-
onswinkeln zwischen 0° und 20° benutzt. In Tabelle 5.3 sind die minimalen, maximalen
und durchschnittlichen Fehler aufgefiihrt. In den Abbildungen 5.3 und 5.4 sind fiir alle
Objekte die Fehler im einzelnen dargestellt.

Objekt 1 Objekt 2 Objekt 3 Objekt 4

min ‘ max ‘ %] min ‘ max ‘ min ‘ max ‘ %] min ‘ max ‘

Winkel || 0.23 | 1.31 | 0.65 || 0.02 | 2.26 | 0.77 || 0.96 | 1.43 | 1.21 || 0.27 | 0.93 | 0.47

Léangen || 0.12 | 0.91 | 0.45 || 0.02 | 1.22 | 0.35 || 0.00 | 0.50 | 0.33 || 0.27 | 1.26 | 0.92

Punkte || 0.00 | 0.20 | 0.06 || 0.02 | 0.87 | 0.24 || 0.00 | 0.33 | 0.07 || 0.21 | 0.54 | 0.32

mv 0.07 | 0.26 | 0.13 || 0.03 | 0.82 | 0.24 || 0.00 | 0.37 | 0.06 || 0.28 | 0.56 | 0.37

mv[1] | 0.20 | 0.46 | 0.27 || 0.12 | 0.76 | 0.23 || 0.08 | 0.75 | 0.24 || 0.38 | 0.84 | 0.50

mv[4] | 0.04 | 0.32 | 0.19 || 0.03 | 1.27 | 0.35 || 0.00 | 0.40 | 0.08 || 0.45 | 0.91 | 0.54

Objekt 5 Objekt 6 Objekt 7 Objekt 8

min ‘ max ‘ min ‘ max ‘ min ‘ max ‘ min ‘ max ‘

Winkel || 0.04 | 1.03 | 0.31 || 0.43 | 0.55 | 0.44 || 0.44 | 0.78 | 0.50 || 0.57 | 0.76 | 0.61

Léangen || 0.61 | 0.76 | 0.63 || 0.43 | 1.11 | 0.64 || 0.00 | 0.74 | 0.20 || 0.17 | 0.26 | 0.19

Punkte || 0.18 | 0.22 | 0.18 || 0.23 | 0.76 | 0.37 || 0.10 | 0.35 | 0.16 || 0.06 | 0.31 | 0.12

mv 0.11 | 0.18 | 0.12 || 0.21 | 0.78 | 0.35 || 0.04 | 0.85 | 0.20 || 0.00 | 0.05 | 0.01

mv[1] | 0.26 | 0.40 | 0.32 || 0.22 | 0.89 | 0.41 || 0.13 | 0.70 | 0.25 || 0.11 | 0.26 | 0.14

mv[4] | 0.33 | 0.39 | 0.42 || 0.28 | 0.96 | 0.47 || 0.00 | 1.18 | 0.28 || 0.00 | 0.44 | 0.13

Tabelle 5.3: Ergebnisse fiir die Erkennung der Drahtgittermodelle

Der Unterschied zwischen der Multivektorkodierung und der direkten Verwendung der
Punkte als Eingabe ist insgesamt gering. Die Objekte 1,4 und 7 wurden durch letztere
besser erkannt, bei den Objekten 5,6 und 8 lieferte die Multivektorkodierung bessere Er-
gebnisse, die aber nur bei Objekt 8 deutlich besser waren. Der Vorteil der Punktkodierung
beim Objekt 7 resultiert aus einer Verschlechterung der Multivektorkodierung fiir gréere
Winkel. Ansonsten bewegen sich die Fehler bei diesen Kodierungen, mit der abermaligen
Ausnahme des Objektes 8, jeweils in den gleichen Bereichen. Auch sind die Kurvenverldufe
der Fehler selbst meist ahnlich, mit Ausnahme der Objekte 1 und 8. Fiir die Anwendung
des geometrischen Produktes spricht aber auch hier wieder die damit verbundene Reduk-



5.2. EXPERIMENTELLER VERGLEICH VERSCHIEDENER KODIERUNGEN 71

tion der Problemgrofie von 12 auf 10 Komponenten, was ein schnelleres Lernen ermdglicht,
bei nur konstanten Kosten fiir die Herstellung der Multivektorkodierung.

Bei den anderen Merkmalen waren die Kodierungen mv([1] und mv[4] meist etwas besser
als ihre Konkurrenten und konnten grobe Ausreiffer wie sie bei Winkeln oder Langen
auftraten, géanzlich vermeiden. Auch kam bei ihnen kein linearer Fehlerverlauf auf hohen
Niveau vor, was bei den Objekten 3 und 8 fiir Winkel und beim Objekt 5 fiir Langen der

Fall war.

Der Abstand zwischen den einzelnen Komponenten der Multivektorkodierung und die-
ser selbst ist meist gering, ganz im Gegensatz zu den Verhéltnissen bei den klassischen
Merkmalen, wo dies eher die Ausnahme ist.

Dies erlaubt eine sehr positive Schlulfolgerung. Das geometrische Produkt verteilt die In-
formation tiber grofere Regionen so in den Komponenten des entstehenden Multivektors,
daBl moglichst wenig Information verloren geht, d.h. es teilt nicht einfach auf, sondern
versucht zu komprimieren und das Ganze in jedem Teil bestmoglich zu erhalten.

Noch interessanter ist, dal dabei zwei grundsatzlich verschiedene Methoden zu beobachten
sind, eine Gleichverteilung (Objekte 5 und 6) und eine komplementére Verteilung (Objekte
1,2,4 und 7). Scheinbar gibt es Objekte, die die eine Kodierung bewirken und eben solche,

die die andere erforderlich machen.

Insgesamt konnten wir mit unseren kleinen Experiment demonstrieren, dafl durch das geo-
metrische Produkt Merkmale gebildet werden, die geometrische Eigenschaften von Daten
komprimiert zusammenfassen, und meist besser sind als herkémmliche Kodierungen.
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Kapitel 6

Resiimee

In der Einleitung zu dieser Arbeit hatten wir mehrere generelle Probleme erkannt, die es
bei der Entwicklung Neuronaler Netze in algebraischen Erweiterungen der reellen Zahlen
zu bewiltigen gilt. Begutachten wir nun abschlielend, ob und wie wir sie gelost haben,
und ob wir unsere formulierten Ziele erreichen konnten.

Zunachst wollen wir nocheinmal festhalten, dafl wir fiir unsere Untersuchungen kein al-
gebraisches Modell gewahlt haben, sondern dieses — die Clifford—Algebra — konstruktiv
aus unserer Motivation der Frzeugung neuer Entitdten aus Vektoren hergeleitet haben
und es durch rein mathematische Uberlegungen auch als maximal nachweisen konnten.
Daher sind die von uns entwickelten Clifford—Netze und zugehorigen Lernverfahren mehr
als blof} eine spezielle Erweiterung reeller Netze, sie sind deren folgerichtige Verallgemei-
nerung.

Das geometrische Produkt einer Clifford—Algebra, welches das Potential der algebraischen
Einbettungen als Operator verkérpert, geniigt leider nur noch relativ schwachen algebrai-
schen Gesetzen. Neben den damit verbundenen zu erwartenden technischen Schwierigkei-
ten konnten wir auch gleich am Beispiel der RBF-Netze das Auftreten des zweiten vorher-
gesagten Problems beobachten. Die speziellen Berechnungsparadigmen von RBF-Netzen
erlauben schlichtweg keine einfache und sinnvolle Erweiterung mittels des geometrischen

Produktes.

Die folgende Konzentration auf die Architektur des MLLPs war daher angezeigt, und tragt
auch dem bisherigen Stand der Forschung Rechnung. Die ausfithrliche Behandlung der
CMLPs erlaubte uns erste hilfreiche Abstraktionen von konkreten Aktivierungsfunktio-
nen hinzu Klassen solcher Funktionen, sowie erste prinzipielle Aussagen zu deren Hand-

habbarkeit.

Die in [Pearson94] entwickelten MI.Ps basieren auf nicht—komponentenweisen Funktionen.
Wie wir nachweisen konnten, ist aber die gesamte Klasse von Funktionen in Clifford-
Algebren mit Nullteilern nicht anwendbar, unabhéngig von der konkreten Gestalt der
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Verwendung findenden Aktivierungsfunktion. Fiir den Entwurf von Algorithmen stellt das
Vorhandensein von Nullteilern allgemein ein grofles Problem dar. Um so verwunderlicher
ist es, daB diesemm Umstand in der zitierten Arbeit keinerlei Aufmerksamkeit gewidmet
worden ist, da der Ansatz aufgrund ihrer Existenz sofort fraglich und theoretisch sehr
zweifelhaft ist. Wie wir experimentell zeigen konnten, sind daher derartige Netze auch in
der Praxis unzuverléssig.

Es verblieben also einzig die komponentenweisen Aktivierungsfunktionen, um MLPs in
Clifford-Algebren zu entwickeln. Mit dem QMLP aus [Arena96a] [Arena96b] stand dabei
schon ein Grundgeriist zur Verfiigung. Dessen Erweiterbarkeit fiir algebraische Struktu-
ren mit Nullteilern wurde von den Entwicklern selbst in [Arena96b] allerdings bezwei-
felt. Durch die Verallgemeinerung der Konjugation im Backpropagation—-Algorithmus des
QMLPs mit Hilfe der Klasse der vorzeichenvertauschenden Abbildungen gelang uns die
Herleitung korrekter Backpropagation—Lernverfahren fiir beliebige Clifford—Algebren. In-
teressanterweise gibt es fiir jede Clifford—Algebra genau eine derartige Abbildung, die zu
einem korrekten Lernverfahren fithrt, wie wir ebenfalls bewiesen haben. Mit dem Nach-
weis der entsprechenden Approximationssitze, durch Zuriickfithrung auf den Spezialfall
der Quaternionen [Arena96al, gelangten wir schlieBlich zu vollstandig korrekten Clifford—
Algebra MLPs, womit die Barriere der Nullteiler von uns erstmalig erfolgreich durchbro-
chen wurde. Nichtsdestotrotz mufl man Nullteilern beim Entwurf anderer Clifford-Netze
als Clifford-Algebra MLPs noch Aufmerksamkeit schenken und wegen ihres Vorhanden-

seins mit Problemen rechnen.

Fir die Clifford—Algebra MLPs kénnen wir aufgrund unserer experimentellen Ergebnisse
ein positives Fazit ziehen. Bei all unseren doch recht verschiedenartigen Untersuchun-
gen zeigte sich im Mittel eine um 20% geringere Platzkomplexitdat der CA-MLPs ge-
geniiber herkémmlichen MLPs bei gleicher Performance. Hinsichtlich der Laufzeiten ist
daher der Vorteil des MLLPs im Vergleich zu den CA-MLPs letztendlich eher gering, selbst
im ungiinstigen Fall nicht volldimensionaler Probleme. Auf der Ebene der Effizienz kénnen
unsere Netze also mit den MLPs bereits jetzt schon mithalten, obwohl ihr Optimierungs-
potential sicher noch nicht ausgeschopft ist. Wichtiger ist aber natiirlich, dafl wir wohl
auch die Frage nach konzeptionellen Vorteilen unserer Netze positiv beantworten kénnen,
was flr die starke Plausibilitat unseres Modells spricht.

Konzeptionelle Vorteile in Form von wesentlich besserer Leistung beziiglich vergleichbarer
MILPs waren besonders beim XOR-Problem und beim Lorenz-Attraktor zu beobachten,
traten also dann auf, wenn von den Netzen selbst eine Einbettung des Problems in einer
héherdimensionalen Clifford—Algebra in der versteckten Schicht erzeugt wurden. Aber
auch bei einigen Beispielen zur Funktionsapproximation waren konzeptionelle Vorteile im
Ansatz zu erkennen. Dort hatten sich auch schnell weitere Fragen ergeben, wie die nach
dem besten CA-MLP fiir einen bestimmten Datensatz zu deren Beantwortung die Anzahl
unserer Experimente nicht ausreichend war, aber deren weitere Untersuchung angezeigt
ist.

Mit den CA-MLPs haben wir ein qualitativ neues Netz entwickelt, weil durch diese Netze
dynamisch Einbettungen in héherdimensionale Algebren erzeugt werden, was mit MLPs
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natiirlich nicht realisiert werden kann. Die Erzeugung der Einbettungen haben wir auch
mit den Funktionsprinzipien Neuronaler Netze hoherer Ordnung verglichen, und dabei
ebenfalls die neue Qualitat unserer Clifford—Algebra MLPs unter diesen Gesichtspunk-
ten herausgearbeitet. Clifford—Netze adaptieren die Idee der Merkmalserweiterung bei
Neuronaler Netzen héherer Ordnung, fithren diese aber dynamisch iiber den Lernprozefl
selbststandig durch.

Das die aus dem geometrischen Produkt resultierenden Kodierungen plausibel und min-
destens gleichgute Ergebnisse wie andere geometrische Kriterien hervorbringen konnen,
konnten wir mit dem Experiment zur Erkennung von Drahtgittermodellen zeigen. Die
Resultate haben gleichsam nocheinmal das geometrische Potential von Clifford—Algebren
unterstrichen. Daher ist auch die Interpretation der gelernten internen Kodierung eines
CA-MLPs sinnvoll und méglich, ein sehr schénes Beispiel dafiir lieferte das Cy o-MLP fiir
die XOR-Funktion, wo eine symmetrische interne Kodierung beobachtet werden konnte.
Man kann also von der Art wie das Netz eine Aufgabe lernt selbst wieder Riickschliisse
ziehen. Hierbei ist die geringere Parameterzahl von CA-MLPs natiirlich ein zusatzlicher
Vorteil.

Eine abschliefende positive Bewertung des Potentials von Clifford—Netzen fallt aufgrund
der in dieser Arbeit insgesamt erzielten Ergebnisse daher leicht. Fiir weiterfiihrende Un-
tersuchungen bietet sich eine Vielzahl von Ansatzpunkten. So haben wir uns in dieser
Arbeit ja nahezu ausschlieBlich auf 4-dimensionale Clifford-Algebren beschrankt, um
aufgrund ihrer Uberschaubarkeit das Wesen unseres Ansatzes und die Prinzipien der von
uns entwickelten Methoden méglichst klar herauszuarbeiten. Allein mit dem Ubergang
zu 8-dimensionalen Clifford-Algebren diirften sich eine Reihe interessanter Ergebnisse
gewinnen lassen, insbesondere wenn man wieder Einbettungen in diese Algebren unter-
sucht bzw. diese durch entsprechende Clifford-Netze dynamisch erzeugen 1at. Mit diesen
Ergebnissen konnte man wohl bereits Antworten auf Fragen finden, die in dieser Arbeit,
die hauptsachlich der Schaffung theoretischer Grundlagen und dem Gewinnen erster Ein-
sichten gewidmet war, naturgemaf noch offen bleiben mufiten.

So ware zum Beispiel die Frage von Interesse, ob und unter welchen Bedingungen Clifford—
Algebra MLPs zur Ausbildung symmetrischer interner Kodierungen neigen, und ob dies
fiir Netze tiber verschiedenen Clifford—Algebren im gleichen Mafle zutrifft. Von groBem
Interesse ist natiirlich iiberhaupt die Gewinnung genereller Aussagen iiber die unterschied-
liche Eignung gleichdimensionaler Clifford—Netze, die wir beobachten, aber noch nicht sy-
stematisieren konnten. Woméglich kann man die Entscheidung, welche Clifford-Algebra
fiir ein Problem besonders gut geeignet ist, sogar von Netz selbst treffen lassen, indem man
den Wechsel von Clifford-Algebren wéahrend des Lernens selbst erlaubt, was zuvor jedoch
noch die Erkennung geeigneter Kriterien erfordert. Die experimentellen Moglichkeiten
dirften hier sehr vielfiltig seien. Das bessere Verstehen der Bedeutung der Anwendung
des geometrischen Produktes ist natiirlich auch noch eine verbleibende Aufgabe. Hier bie-
tet das von uns durchgefithrte Experiment zur Erkennung von Drahtgittermodellen noch
einen sehr grofen Spielraum, so konnte man versuchen die unterschiedlichen Arten der
Kodierungen von Objekten durch das geometrische Produkt zur Klassifizierung der Ob-
jekte selbst zu nutzen. Auf dem Gebiete der Vorverarbeitung, aber auch damit sind die
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Moglichkeiten der Vorverarbeitung mittels des geometrischen Produktes erst angedeutet.

Mit der zu erwartenden Etablierung von Clifford—Algebren bzw. Geometrischen Algebren
in anderen Gebieten wie Computer Vision oder Robotik diirfte auch die Entwicklung Neu-
ronaler Netze in diesen algebraischen Strukturen weitere Impulse erhalten und verstéarktes
Interesse finden. Umgekehrt werden natiirlich auch AnstoBe durch die Entwicklung von
Clifford—Netzen auf diese und andere Gebiete ausgehen. Womit der grofie Vorteil des Mo-
dells der Clifford—Algebren bzw. der Geometrischen Algebren nocheinmal deutlich wird.
Dieses Modell stellt einen universellen Beschreibungsrahmen fiir verschiedenartige Pro-
bleme zur Verfiigung. Mit seiner Anwendung geht dann auch eine Vereinheitlichung der
Methoden der unterschiedlichen Disziplinen einhergeht und auch zu einem verstéarkten
und fruchtbaren interdisziplindaren Denken und Handeln bei der Entwicklung kiinstlicher
autonomer Systeme, die natiirlich und auch notwendig ist, aber zuweilen noch durch eine
unterschiedliche Sprache erschwert wird.

Die Plausibilitéat, Realisierbarkeit und Stérke des Modells der Clifford—Algebra fiir Neu-

ronale Netze zu demonstrieren war die Hauptzielstellung dieser Arbeit.



Anhang A

Algebraische Grundbegriffe

e Halbgruppe
Sei (G, -) ein Verkniipfungsgebilde. G heifit Halbgruppe (bzw. - heifit assoziativ), wenn gilt:

(a-b)-c=a-(b-c)
fir alle a,b,c € G.

e Gruppe

Sei (G, -) eine Halbgruppe. G heit Gruppe, wenn gilt: (Existenz eines neutralen Elemen-
tes)
deeGYVz€G: ecx=x-e=c¢

und (Existenz von Inversen)
VeeGIyeG: z-y=y-z=e.

Ist zusétzlich - kommutativ, so heifit G abelsche Gruppe.

e Ring
Ein Tripel (R, +, ) heifit Ring, wenn (R, +) eine abelsche Gruppe, (R, -) eine Halbgruppe

ist, und wenn fiir alle a,b, c € R die Distributivgesetze gelten:

(a+b)-c=a-c+b-c und ¢-(a+b)=c-a+c-b.

o Nullteiler

Sei (R, +,+) ein Ring. Ein Element a € R heifit Links—Nullteiler (bzw. Rechts—Nullteiler),
falls ein b € R\{0} existiert mit @ -b =0 (bzw. b-a = 0).
In kommutativen Ringen sind beide Begriffe identisch, man spricht daher dann nur von
Nullteilern.

o Schiefkdrper

Sei (R,+,+) ein Ring. (R,+, ") heiBt Schiefkérper, wenn (R\{0},-) eine Gruppe ist.
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o Korper
Sei (R,+,") ein Ring. (R, +, ") heit Kdrper, wenn (R\{0},-) eine abelsche Gruppe ist.



Anhang B

Quaternionen

Die Quaternionen sind hyperkomplexe Zahlen der Form

a=a+bi+cj+dk

mit a,b,c,d € R und imagindren Einheiten i, j, k.
Wichtige Bezeichnungen und weitere Eigenschaften:
o Skalarteil
e Vektorteil
ad:=bi+cj+dk
e Konjugiertes Quaternion

e Absoluter Betrag

e Inverses Quaternion

e Addition
ap +ag = (ay +ag) + (by+ba)i+ (c1 +e2)j+ (di +da) k

e Multiplikation
a1 @ g 1= a1by — (dy, @) + ayd) 4+ aydy + 0y A ag
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Anhang C

Erginzendes Material zur

Clifford—Algebra

In diesem Anhang ist ergdnzendes Material zu Clifford—Algebren zusammengestellt, auf das im
Text verwiesen worden ist.

e Multiplikationstabelle zu Cs o

‘@3,0 H 1 ‘ el ‘ €2 ‘ €3 ‘ €12 ‘ €13 ‘ €23 ‘ I ‘
1 1 €1 €2 €3 €12 €13 €23 |
€1 —€ 1 —€12 | —€13 €2 €3 -1 €23
€2 —€3 €12 1 —€23 | —€1 I €3 —€13
€3 —e3 | €13 €23 1 =1 | —e1 | —ea | e
€12 || —€12 | —e2 €1 -1 1 —e23 | €13 €3
€13 —€13 | —€3 I €1 €23 1 €12 —€2
€3 || —e23 | —I —e3 €2 | —e3 | —ep | 1 €1
| I —e23 | €13 | —€12 | —e3 ez | —er

o Multiplikationstabelle zu Cs 3

‘@3,3 H 1 ‘ € ‘ €2 ‘ €3 ‘ €12 ‘ €13 ‘ €23 ‘ I ‘
1 1 €1 €2 €3 €12 | —e13 | —eg3 | —I
€1 €1 1 —e12 | —€13 | €2 €3 =1 | —e23
€2 €2 €12 1 —€23 | —€1 | €3 €13
€3 €3 €13 €23 1 ~I —ep | —ez | —eq2
€12 €12 €2 —e1 | 1 —e23 | €13 €3
€13 €13 €3 -1 —€1 €23 1 —€12 | —€3
€23 €23 1 €3 —€3 —€13 €12 1 €1
I I €93 —€13 €12 €3 —€9 €1 1
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e Tabelle aller Clifford—Algebren bis zur Dimension 16 [Porteous95]

(Cog ] O | 1 | 2 [ 3 [ 4 |
0 R H HO| H(2)
T [ IR [ RQ@) | €2 | H2) | *H(2)
2 | R(2)[*R(2) | R(4) | C(4) | H(4)
3¢ | RA) [*RA) | RR) | C(8)
4 || HE2)| Cc4) | R®) | *R(8) | R(16)
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