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1 Einleitung

Bevor wir uns der Analyse und numerische Behandlung von ge@hnlichen Di®erential-
gleichungen, insbesondere von Anfangswertproblemen, z@nden, sollen zudchst einige
mehr oder weniger einfache Probleme vorgestellt werden, disich mit Hilfe derartiger
Gleichungen beschreiben lassen.

1.1 Federpendel

Ein sehr einfaches Beispieldr ein Anfangswertproblem ist das abstrakte Federpendel: &
besteht aus einer Massen, die mittels einer Feder mit dem Nullpunkt verbunden ist und
nach oben oder unten ausgelenkt werden kann. Die Auslenkungu einem bestimmten
Zeitpunkt t bezeichnen wir mit u(t).

Falls die Masse sich nicht im Nullpunkt be ndet, ist die Feder angespannt und @bt
eine Kraft aus, die die Masse in den Nullpunkt zuickzieht. Im abstrakten Fall ist diese
Kraft F(t) durch das Gesetz

F(t)= i cu(t)

gegeben, wobet die Federkonstanteist.
GemaAYs den Newtonschen Axiomen bewirkt die Kraft- eine Beschleunigunga(t) der
Masse, die proportional zum Kehrwert vonm ist, es gilt also

F (1) = ma(t); a(t) = %F(t):

Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeitv(t) der Masse, und die Ge-
schwindigkeit ist die Ableitung der Auslenkung u(t), so dass wir die Gleichungen

. _ _ 1. _.C
ult) = v(t); Vi = at) = “F(®) =i —u(t)
erhalten. Indem wir u(t) und v(t) zu einem Vektor

VO |
vo=

zusammenfassen, erhalten wir die kompakte Schreibweise

HO 1ﬂ

yi= . o YO

mit der die Bewegungen des abstrakten Pendels volldhdig beschrieben werden génnen.



Wenn die Auslenkungu(tp) und die Geschwindigkeitv(tg) zu einem bestimmten Zeit-
punkt to bekannt sind, kénnen wir Auslenkung und Geschwindigkeit zu jedem sgteren
Zeitpunkt t | tg als Ldsung des Systems

H 1‘|T

H 1
u(to) . _ 0 )
Y=, o YO fiir alle t 2 R 4,

y(to) = Vito)

bestimmen. Ein derartiges Gleichungssystem, bei dem diedsung zu einem Anfangszeit-
punkt to und die Ableitung der LAsung zu jedem Zeitpunktt bekannt sind, nennt man
Anfangswertproblem

In unserem Fall haben wir es mit einem besonders einfachen Sgm zu tun, dass sich
analytisch Idsen Asst. Day{t) und y(t) éber die vont unabhéngige Matrix

" |
A= 0 1

jc=m 0
verbunden sind, ist
y(t) := fly(to) fiv alle t 2 R ¢,
eine Lédsung des Systems, denndf diese Funktion gilt
y(to) = €%(to) = y(to);  YAt) = AeMy(to) = Ay(t);  filrallet2 R y:

Die Exponentialfunktion der Matrix At lAsst sich beispielsweis@ber die Exponentialrei-
he approximieren. Wesentlich eleganter ist es, die MatrixA mit Hilfe einer orthogonalen
Matrix Q zu diagonalisieren und die Exponentialfunktion durch
t DQ >t Dt ~> Hert o I 5
eAzeQQ =Qe"Q° =0 0 eth
zu berechnen. Im Falle des Federpendels stellt sich heraudass beide Eigenwerte 1; , 2
rein imagindr und zueinander konjugiert sind, so dass die Matrixe™ und damit auch
die LAsungy periodisch ist.
Die Exponentialfunktion eines rein imagindren Wertes steht in enger Beziehung zu
Sinus- und Cosinus-Funktionen, deshalbdberrascht es nicht, dass wir auch direkt den
Ansatz

u(t) = ®sin('t )+ cos(t );
v(t) = ®cosft )i sin('t) fir alle t 2 R,
verwenden knnen. Der Parameter! hangt von ¢ und m ab, wahrend die Parameter

® und ~ verwendet werden 8nnen, um sicherzustellen, dass die Anfangsbedingungen
erfillt sind.



1.2 Mehrk drperprobleme

Das abstrakte Federpendel ist ein relativ einfaches Beispi, weil die Ableitung y° und
die Funktion y lediglich durch eine Matrix, also eine lineare Abbildung, gekoppelt sind
und sich deshalb die l8sung analytisch angebendsst.

Die in der Praxis auftretenden Probleme sind in der Regel nibt so einfach zu behan-

nalen Raum liegen und mittels der Gravitation aufeinander enwirken.
In diesem Fall Abt die Massem; auf die Massem; eine Kraft von

X (1) i xi(t)
Xj (1) i xi(Dk3

Fij () = %mm;

aus, wobei%die Gravitationskonstante ist. Insgesamt wirkt also eine Kraft von

X XM xi)
Fi(t) = %m; - A
O=%m M0 xibk
|6
auf die Massem;, und entsprechend der Newton-Axiome entsteht dadurch eine Bschleu-
nigung von

X Xj(t)i xi(t)
it)y=% m 2L 2R 1.1
4 (t) (}:1 mj kXJ (t) : Xi(t)k3 ( )

isi
Wie im Falle des Federpendels benutzen wir die Newtonschenxome um festzustellen,
dassa; die Ableitung der Geschwindigkeit v; und v; die Ableitung des Ortesx; ist, also

fiv allet2 R

X X (t) i xi(t)
Ot) = v/ . Aty = a =% j J
X = vity; vt = ai(t) = % ' Mg (01 xi(DK3

j6i
gilt. Wir fassen die Orte X;, die Geschwindigkeitenv; und die Beschleuigungena; zu

Vektoren
0 1 0 1 0 1
X1(t) vy(t) ay(t)

x=0® : K iy=© ;K a(t) = ©

Xn (1) Vn(t) an(t)
zusammen und schreiben die Di®erentialgleichung in der Form

“xo(t)'” ] uv(t)‘ﬂ
vy T a(t)

GemaYs (1.1) Bnnen wir a(t) als Funktion A von x schreiben, erhalten also

fiv allet 2 R:

a(t) = A(x(t)) fir allet 2 R:



Zur weiteren Vereinfachung fassen wirx(t) und y(t) zu einem Vektor

y(t) = )\%8 filr alle t 2 R
zusammen und fihren die Funktion
M 1
"0 Ay
ein, um die kompakte Darstellung
yqt) = £ (y(t) fivallet 2 R

zu erhalten.

Im Falle des Federpendels warf lediglich eine lineare Abbildung, im Falle des
Mehrk@rperproblems istf nicht linear, und die einfachen analytischen Bsungsangtze
fiv lineare Probleme lassen sich nicht mehr verwenden.

Fir n - 3 ist es noch nBglich, die Ldsungy wenigstens formal (etwa durch spezielle
Reihenentwicklungen) darzustellen, v n > 3 dagegen sind numerische Approximations-
verfahren das Mittel der Wahl.

Da diese Verfahren in der Regel eine grovse Anzadhnlicher Rechenoperationen erfor-
dern, waren sie eine der wichtigsten praktischen Anwendungn frdher Rechenmaschinen.

1.3 WArmeleitung

Als Beispiel filr ein zwar lineares, aber trotzdem nicht triviales, Anfangswertproblem
untersuchen wir die Warmeleitungsgleichung

‘( x:t) = (x t) fidr alle t 2 Ry g x 2 [0; 1; (1.2)

Sie beschreibt die Ernvirmung oder Abk#hlung eines Drahtes der lAnge 1:x 2 [0; 1] gibt
die Position auf dem Draht an, t den Zeitpunkt, und u(x;t) ist die Temperatur im Punkt
X zum Zeitpunkt t. Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass die Randbedingungen

u(0;t) = u(1;t)=0 fivallet2 Rso

gelten, dass also die Temperatur an den beiden Endpunkten deDrahts Xiert ist.
Wir approximieren zunAchst die Ortsableitung durch einen Di®erenzenquotientenDie
Taylor-Entwicklung von u um einen Punkt x ergibt

2
u(x + h;t) = u(x;t) + hudx;t) + %uo?x;t)+ h6 u® (x; 0+ 5 h u(4)(x+,t)

u(xi h;t)= u(x;t) i huqx;t)+ hzzuo?x;t). h6 u® (x;t) + h4u(4)(x 't)



filr Punkte x;+ 2 [x;x + hJund x; 2 [x i h;x]. Addition der beiden Gleichungen und
Division durch h? ergibt

u(xi h;t)j 2u(x;t)+ u(x+ h;t) _
h2 -

u%fx) + 22<u<4> (X+51) + u®(x; ;1));

also kdnnen wir die zweite Ableitung durch den Di®erenzenquotiergn auf der rechten
Seite approximieren.

Wir ersetzen nun das kontinuierliche Intervall [0; 1] durch n 2 N diskrete Punkte
0=Xg<X1<:::<X p<Xnp+1 =1, die durch

yi(t) = u(xi;t) fiv allet 2 R.o;i 2f 1;:::;ng;
und stellen fest, dass die Mrmeleitungsgleichung (1.2) durch die Gleichungen

8
2 pz(Yii 100 2yi(t) + yiea (1)) falls1<i<n;

yi(t) = o 7z (i 2y () + yisa (1) falls i =1; fiv allei 2f1;:::;ng
"oz a(®) 0 2yi(t) falls 1= n;

und allet 2 R>¢ mit h = 1=(n + 1) approximiert wird.
Kompakt | Asst sich dieses System als

yt) = Ay(t) fir alle t 2 Rs g
schreiben, wobei die Matrix A 2 R"£" durch
0 1
2 i1
il 2 i1
i1l 2 il
il 2

gegeben ist.



2 Theoretische Grundlagen

Bevor wir numerische Ldsungsverfahren i gewdhnliche Di®erentialgleichungen untersu-
chen kBnnen, midssen wir zurAchst klaren, unter welchen Bedingungen diese Gleichungen
¥berhaupt eine LAsung besitzen. In Hinblick auf die numerische Behandlungsit eben-
falls wichtig, wie emp ndlich die L Asung auf Srungen der Parameter, insbesondere des
Startwertes, reagiert.

2.1 Allgemeine Problemstellung
Wir konzentrieren uns auf die Analyse des Anfangswertprol@ms

y(@) = yo; yt) = f(ty(1) fiv alle t 2 [a; 5 (2.1)

auf einem Intervall [a;ld mit einem Startwert yp in einem BanachraumV und einer
Funktion f :[a;b£ V! V. Gesucht ist eine mindestens einmal stetig di®erenzierbare
Funktion y : [a;Q! V.

Das allgemeinere Problem

y@=vyo Y@=y i yMiY@=ym
ymM) = f Gy @) yAt); s y™MiD)  fivallet 2 [a;b

y(t)
w(t) = %} yoft) E fiv alle t 2 [a; b
ymi B (t)
einfdhren und das erweiterte System
0 1 0 1
Yo 0 wa(t)
w(a) = % A §; w°(t)=% oW E
Ymi 1 0 f(t;wa(t);wa(t);:::;wWm; 1(1))

fiv alle t 2 [a; b IAsen. Die umgekehrte Vorgehensweise, also die Eliminatiovon Ablei-
tungsvariablen, haben wir bereits im Falle des abstrakten Ederpendels kennengelernt.



2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Das zentrale Hilfsmittel fiv den Beweis von Existenz und Eindeutigkeit von Ldsungen
des Problems (2.1) ist der Fixpunktsatz von Banach:

Satz 2.1 (Banach) Sei X eine vollstindige Teilmenge eines normierten Raumes. Sei
©:X ! X eine Abbildung, und seiL 2 [0; 1) eine Zahl mit

ko(x)i ©(y)k - Lkxi yk fiv alle x;y 2 X: (2.2)
Dann besitzt © einen Fixpunkt in X, es existiert also einxs 2 X mit
©(Xa) = Xa:
Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmt.
Beweis. (vgl. [2]) Seixo 2 X . Wir de nieren die Folge (Xn)n2n, durch
Xn+1 = ©(Xn) fir alle n 2 No:

Unser Ziel ist es, nachzuweisen, dasxf)n2n, €ine Cauchy-Folge ist.
ZunAchst beweisen wir
kXn+1 i Xnk -+ L"kx1i Xok (2.3)

durch Induktion f & alle n 2 No. Fév n = 0 ist (2.3) trivial.
Gelte nun (2.3) fir ein n 2 No. Nach Voraussetzung gilt dann

2:2)
KXn+2 i Xn+1K = kO(Xn+1) i ©(Xn)k - Lkxp+1 i Xnk
LL "kx1i Xok= L"Ykx1i Xok;

und der Induktionsschritt ist bewiesen.
Seien nunn 2 No und m 2 N_,,. Dann gilt

oTXi N o ™in 3 XN
KXm i XnK=2  Xnsii Xnsij 13 - KXn+ii Xn+ij 1K - L™ Tkxy i xok
i=1 i=1 i=1
mxni 1 _ )4 _ Ln
= kxq1i XokL" L' -k x1i XokL" L' = kxq i Xokl' L:
i=0 i=0 |

Sei2 2 Rso. Wir wahlenng 2 Ng so, dass

No

kxq i k . 2
X1|XoliL

gilt. Fév alle n;m 2 No mit ng - n - m gilt dann

n No

-k X1i Xok - %

KXm i k-k i k
Xm i Xn X1i Xo 1i L 1; L

10



also ist (Xn)n2n, €ine Cauchy-Folge.
Da X vollstAndig ist, muss es eink, 2 X mit

lim kxoj Xxpk=0
n'l

geben, und wir mlssen nur noch nachpéfen, dassx. auch ein Fixpunkt von © ist.
Sei dazu? 2 R>o. Da (Xn)n2n, g€genxa konvergiert, gibt es einn 2 Ng so, dass

KXo j Xnk - 2=4; KXai Xp+1 k- 2=4
gelten, und wir erhalten

kKXo j ©(Xa)k= KXaj Xp+ Xni Xn+1 + Xn+1 i ©(Xa)k
‘K Xaj Xpk+ kXnj Xp+1 k+ K©(Xn) i ©(Xa)k
‘K Xaj Xnk+ kXpi Xn+1 K+ LkXaj Xpk: 222+ kXpn | Xp+1 K
=222+ KXpnj Xa+ Xaj Xn+r K- 222+ kX i Xok+ KXo j Xn+1 K- 2

also folgt x» = ©( Xs), und Xz ist als Fixpunkt identi ziert.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit wahlen wir einen zweiten Fixpunkt X« und erhalten

kXQ | Xunk = k©(Xn) | ©(Xnn)k " kan | XUDk1

also folgt ausL < 1 bereits Xa = Xaa. [ ]

Mit Hilfe des Fixpunktsatzes kédnnen wir nun die Lésbarkeit einer gevéhnlichen Dif-
ferentialgleichung untersuchen. Die Grundlage ist die fajende Beobachtung:

Lemma 2.2 (Integralformulierung) Sei eine stetige Funktionf 2 C([a;b £ V;V)
gegeben. Eine Funktiony 2 C([a; b]; V) I8st das Anfangswertproblem (2.1) genau dann,
wenn
Z t
y(t) = yo+ f(s;y(s)) ds fir alle t 2 [a; b (2.4)
a
gilt. Insbesondere ist eine stetige Funktion, die (2.4) #st, auch bereits einmal stetig
di®erenzierbar.

Beweis. Im ersten Schritt gehen wir davon aus, dassy das Anfangswertproblem Bst.
Nach Hauptsatz der Di®erential- und Integralrechnung gilt dann
Z t Z t
Yot f(siy(s)ds=yo+ yYs)ds=y(a)+ y(t)i y(a) = y(t);
a a
fiv alle t 2 [a; b, also die Integralgleichung (2.4).
Im zweiten Schritt gehen wir davon aus, dassy 2 C([a;h];V) die Gleichung (2.4)
erflllt. F i t = a folgt aus ihr unmittelbar y(a) = yo. Fiv eint 2 [a;b) und h 2 (0;bj t]

erhalten wir 7
y(t+h)i y@ _ 17"

5 R e ds= iy ()

11



mit einem ~ 2 [t;t + h] gemAYs dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. B h ! 0 folgt
“ It und somit

t+ h)j y(t
MDY <t gy
also isty stetig di®erenzierbar und erflit die gewghnliche Di®erentialgleichung (2.1) &
allet 2 [a;b).

Fiv t = bfolgt die Aussage, indem wir entsprechend den linksseitigeDi®erenzenquo-
tienten zur Approximation der Ableitung einsetzen. ]

0= i,

Mit Hilfe der Integralformulierung k dnnen wir eine Aussagedber die Ldsbarkeit der
gewdhnlichen Di®erentialgleichung tre®en.

Satz 2.3 (Picard-Lindel #f) Die Funktion f 2 C([a;b £ V;V) erfille die globale
Lipschitz-Bedingung

kf(t;x)i f(ty)k- Lkxj yk fiv alle t 2 [a;b und x;y 2 V: (2.5)
Dann besitzt das Anfangswertproblem (2.1) eine eindeutige@sungy 2 C1([a;b; V).

Beweis. (vgl. [4]) Wir f Bhren den Beweis mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes.2:
Dazu fdhren wir den Operator © durch
z t
Ofu](t) :== yo+  f(s;u(s)) ds fiv alle t 2 [a;b;u 2 C([a; b; V)
a
ein und untersuchen die von ihm induzierte Fixpunktiteration. Nach Lemma 2.2 wissen
wir nAmlich, dass ein Fixpunkt von © eine Ldsung von (2.1) ist.
Damit wir Satz 2.1 anwenden kdnnen, missen wir eine geeignete Norm auf dem Raum
C([a; b; V) einfdhren. Wir verwenden die gewichtete Supremumsnorm

a
kuke := sup ©ei X ux)k : x 2 [asH fir alle u 2 C([a; b; V)
und stellen fest, dass be#glich dieser Norm
oZ o
e 2 KkO[I(x) i ©V](x)k= e 2o f(tu(t) i f(tv(t))dte
Zy
. el X Kf (t;u(t)) i f(tv(t)kdt
y X
Lei 22 ku(t)j v(t)kdt
Zax
= Lel 22X el ly(t) i v(t)kdt
Zax
Lei 2% Ykui vkedt
a Z

X
Lei ™kui vke €t

a

12



. 1 1
= Lei 2ku vkei(ez"x i ). ékui vke

fiv alle x 2 [a; b und alle u;v 2 C([a; b}; V) gilt. Also folgt
1 N
kO[u] i ©[v]ke - Eku i Vke fr alle u;v 2 C([a; 1; V);

und da die Norm k ¢ k. Aquivalent zur Maximumnorm auf dem Raum der stetigen Funk-
tionen ist, kénnen wir Satz 2.1 anwenden, um zu folgern, dass ein eindegtbestimmter
Fixpunkt y 2 C([a; b; V) mit ©[y] = y existiert.

Nach Lemma 2.2 ist diese Funktiony auch die eindeutig bestimmte Ldsung des An-
fangswertproblems. ]

Satz 2.3 ist nicht nur ein Existenz- und Eindeutigkeitsresutat, er bietet uns auch ein
Konstruktionsverfahren fiv die LAsung des Anfangswertproblems:

Bemerkung 2.4 (Picard-Iteration) Ausgehend von einer beliebigen Funktionug
kénnen wir, wie im Satz 2.1, die Folgeun+1 := ©(up) konstruieren, und Satz 2.3 im-
pliziert, dass diese Folge gegen diedsung des Anfangswertproblems (2.1) konvergieren
wird. Diese Konstruktion tr Agt den Namen Picard-Iteration .

Fivr die Praxis ist diese Konstruktion nur dann anwendbar, wennsich die einzelnen
Iterierten u, geeignet im Rechner darstellen lassen, etwa mit Hilfe einer Bkretisierung.

2.3 Stérungen der Daten

Fiv die numerische Behandlung des Anfangswertproblems (2)Jst neben der prinzipiel-
len Lésbarkeit auch der Ein°uss von S#rungen relevant, schlievzlich wird im praktischen
Algorithmus in der Regel mit Gleitpunktarithmetik beschr Ankter Genauigkeit gearbeitet.

Ein wichtiges Hilfsmittel f v die Analyse ist die Grénwallsche Ungleichungvon der
wir hier nur die folgende vereinfachte Variante bemtigen:

Lemma 2.5 (Gr dnwall) Seien[a;b u R ein Intervall, u 2 C([a;b;R) eine Funktion
und ®2 R; 2 R (o Konstanten, die

Z
u(t) - ®+ tu(s) ds fiv alle t 2 [a; b (2.6)

a

erfillen. Dann gilt
u(t) - ®e (i a fir alle t 2 [a; b):

Beweis. (vgl. [3]) Wir f Bhren die Hilfsfunktion v 2 C([a; b)) mit
_ Z t
vt):= e id  T(s)ds fiv alle t 2 [a; b}

a

13



ein und erhalten mit Produktregel und (2.6) die Abschétzung
_ Z _
i _ei (ti &) u (S) ds + ei (ti a)_u (t)
a
N 2t Voo
el M y(t) u(s)ds - ®@el i d

a

vi(t)

fiv alle t 2 [a; . Aus v(a) = 0 folgt
B Z, Z Zy
e U  Y(s)ds=v(t)= v(t)j v(a)= V{s)ds- ® e Gidds
a u 1‘[ a a

= ® | i (e ia; o @ay= @ @d i d

und indem wir mit e (ti @ multiplizieren erhalten wir aus (2.6)
Z, - B - -
ut) - ®+ u(s)ds- ®+e V@ @ 1¥)= @+ @ 1¥; ®= @ 11 3:
a

Das ist die zu beweisende Ungleichung. [ ]

Mit Hilfe dieses Korollars und des Lemmas 2.2 @nnen wir nun den Ein°uss von
Stédrungen der Anfangsdaten untersuchen:

Satz 2.6 (St drungen) SeiU p V. Die Funktion f 2 C([a; £ U; U) erfille die bereits
aus Satz 2.3 bekannte globale Lipschitz-Bedingung (2.5).i®Funktion g 2 C([a; b£ U; U)
erfille die Bedingung

KE(tX)i gtx)k- M fiv alle t 2 [a;b;x 2 U

mit einer von t und x unabhéngigen KonstantenM 2 R .
Seienyp;zp 2 U, und seieny;z 2 C([a;b;U) LAsungen der Anfangswertprobleme

y(a) = Yo; yat) = f(ty(1);
z(a) = zo; z4t) = g(t; z(1)) fir alle t 2 [a; b:

Dann gilt die Abschatzung
(

i ¢
kyoi zoke-(ti @ + M 'eltia; 17 fallsL> O

fiv alle t 2 [a; b;
kKyoi zok+ M (tj a) fallsL =0

ky(t) i z(t)k -

kleine S#®rungen der Anfangsdaten und der rechten Seitédhren also auch nur zu kleinen
Stdrungen der Lésung.

Beweis. Mit Lemma 2.2 erhalten wir
Z t
y) i z(t)=vyoi zo+ f(s;y(s)) i 9(s;z(s)) ds;

a

14



Z t
ky(t) i z(t)k -k yoi zok+  Kkf(s;y(s)) i 9(s;z(s)kds
Za
K yoi zok+ tkf (s;¥(9)) i f(s;z(s)k+ kf(s;z(s)) i d(s;z(s))kds
(2:5) Z t
- K yoi zok+ Lky(s)i z(s)k+ Mds: (2.7

a

Im Falle L = 0 impliziert (2.7) bereits
ky(t)i z(t)k -k yoi zok+ M (tj a) fiv alle t 2 [a; b;
so dass wir uns auf den FallL > 0 konzentrieren knnen. Wir setzen
u(t) == ky(t) i z(t)k+ % fir alle t 2 [a; b);

um die Gleichung

u(t) = ky(® i z(tk+
L

M z t Z t

K yoi zok+ N + Lky(s)i z(s)k+ Mds=u(a)+ L u(s) ds;
a a
zu erhalten. Nun wenden wir Lemma 2.5 auf
M
®:= u(a)= kypj zok+ f; =1L

an, um die Abschatzung

@) i zZk=u®) i - u@etia; M
L 1 L

M
M . M
= kvpi K+ — L(tia) .
Yoi Zo i € T
M > ’
= kyoi zoke (i ¥ + T ettia; g fir alle t 2 [a; b]
zu erhalten. ]

Bemerkung 2.7 Die kleinste mégliche Konstante fir M in Satz 2.6 ist o®enbar gerade
die Maximumnorm von f | g, also

M = kf j gk :=supfkf(t;x)i g(t;x)k : (t;x) 2 [a;b £ Ug;
so dass sich die Aussage des Satzes auch abstrakt als
ky(t) i z(t)k - ci(t)kypi zok+ co(t)kf | gk fiv alle t 2 [a; b

schreiben Asst. Der Satz beschreibt also die Lipschitz-stetige ABhgigkeit der Ldsung
zum Zeitpunktt von den Anfangsdaten und der rechten Seite.
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3 Einschrittverfahren

Die exakte Lésung eines Anfangswertproblems der Form (2.1) wird sich imallgemei-
nen Fall nicht exakt berechnen lassen. Stattdessen @ssen wir auf eine Approximati-
on zuréckgreifen: Statt nach einer geschlossenen Formelif die LAsung zu suchen, be-

zu berechnen.

Wir sind nat érlich an Verfahren interessiert, die uns eine néglichst genaue Nherung
zur VerfAgung stellen, und das bei ndglichst geringem Rechen- und Speicheraufwand.

Ein m@glicher Zugang wire etwa die Picard-Iteration (vgl. Bemerkung 2.4): Wir kénn-
ten die Iterierten durch ihre Werte in Punkten des Intervall s approximieren und zur
Berechnung der Integrale eine Quadraturformel verwendengdie nur diese Punktwerte
bendtigt. Der Nachteil dieses Zugangs besteht darin, dasslle Punktwerte gleichzeitig
im Speicher gehalten werden mssen.

Wir suchen stattdessen nach einem Verfahren, bei dem wir di&Verte zu den verschie-
denen Zeitpunkten der Reihe nach berechnendnnen. Ein Einschrittverfahren versucht,
den Wert zu einem Zeitpunkt x;+1 nur auf Grundlage des Wertes zum unmittelbar vor-
angehenden Zeipunktx; zu approximieren.

Um die Diskussion der Ldsbarkeit zu vermeiden setzen wir, sofern nicht gesondert
erwahnt, im folgenden Kapitel voraus, dass die rechte Seité des Anfangswertproblems
(2.1) im zweiten Argument Lipschitz-stetig ist (vgl. Beding ung (2.5)). Satz 2.3 impliziert
dann die eindeutige Ldsbarkeit fi beliebige Startwerte in V und Startpunkte in [ a; b.

3.1 Euler-Verfahren

Wir untersuchen zunAchst ein besonders einfaches Einschrittverfahren: Dagtuler-
Verfahren basiert auf der Idee, die Ableitung im Anfangswertproblem @.1) durch einen
Di®erenzenquotienten zu ersetzen:

y(t+ h)i y(t)
h

Fir n 2 N setzen wir

vayqt) = f(y(1); y(t+ h) Yay(t) + hf (t;y(1)):

nij i
ti = a

+t%=a+hi fivh:= =;i2f0;:::;ng
und berechnen induktiv die Naherungen

“(tisr) = T (i) + hf (ti; 7 (7)) fivallei 2f0;:::;nj 1g:
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O®enbar ist dieses Verfahren sehr etzient durchifhrbar: In jedem Schritt muss f einmal
ausgewertet und eine Linearkombination berechnet werdenyund es brauchen nur jeweils
“(ti+1) und “ (t;) gleichzeitig im Speicher gehalten zu werden.

Da der Wert “ (tj+1) jeweils direkt berechnet werden kann, spricht man von eine
expliziten Verfahren.

Wenn wir statt des ,rechtsseitigen\ Di®erenzenquotienten den,linksseitigen\ Quoti-
enten verwenden, erhalten wir den Ansatz

y(t)i y(ti h)

- vayqt) = f(Gy(1); y(t) Yay(ti h)+ hf (ty(t));

der nicht mehr direkt berechnet werden kann: Jetzt ist die neie Approximation ~ (tj+1)
durch das potentiell nichtlineare Gleichungssystem

“(tivn) i hf (tiva;” (tiva)) = 7 (ti)

gegeben, das wir mit einem geeigneten Verfahren ad&en missen.
Ein brauchbarer Ansatz hierzu ist eine Fixpunkt-lteration m it dem Operator

a( x) = " (tj) + hf (tjs1;X) fv alle x 2 V:
Falls f Lipschitz-stetig im zweiten Argument ist, also
Kf (tiv1;x) i f(tivasy)k- Lkxij yk fiv alle x;y 2 V
gilt, erhalten wir
k3 x)i & y)k = khf (tj+1;X) i bf (ti+1;y)k - hLkx | yk fiv alle x;y 2 V;

und der Satz 2.1 von Banach garantiert Konvergenz gegen eineeindeutig bestimmten
Fixpunkt x°, falls wir h < 1=L sicherstellen idnnen. Dieser Fixpunkt erfilllt

x®=3( x%) = " (t) + hf (ti+2:x%); X% i hf (tisg;x%) = " (4);

ist also die gesuchte Bsung” (ti+1) = x“.

Falls f hinreichend oft di®erenzierbar ist und gute Startwerte bekant sind, kann man
nativlich statt der Fixpunkt-Iteration auch alternative Ans Atze wie beispielsweise das
Newton-Verfahren verwenden, um’ (tj+1 ) zu berechnen.

Da bei dieser Variante " (tj+1) nur indirekt Bber eine Gleichung gegeben ist, spricht
man von einemimpliziten Verfahren.

Das Euler-Verfahren kann dank Lemma 2.2 auch als Quadraturvdahren interpretiert
werden: Die Lésungy des Anfangswertproblems auf dem Intervall {;;ti+1] erfllt die
Gleichung

Z t

y(t) = y(t)) + f (s;y(s)) ds fir alle t 2 [ti;ti+1];
ti
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so dass wir insbesondere
Z tiv1
y(ti+n) = y(ti) + f (s;y(s)) ds
ti

erhalten. Wenn wir das Integral per Rechteckregel approxineren, also durch

z
ti+1 tiv1
f(siy(s)) ds ¥ahf (ti;y(ti)) oder f(s;y(s)) ds Vahf (ti+a;y(ti+1));
t; t;
erhalten wir wieder das explizite beziehungsweise impligg¢ Euler-Verfahren.
Wenn wir die Integrale mit anderen Quadraturformeln approximieren, erhalten wir
weitere, in der Regel implizite, Einschrittverfahren.

3.2 Konvergenz

Natgvlich ist das Euler-Verfahren nur dann nitzlich, wenn es auch eine hinreichend gute
Approximation der tats Achlichen Lésung berechnet. Wir missen also untersuchen, ob
und, falls ja, wie schnell die approximative Ldsung gegen die echte disung konvergiert.

Die Theorie basiert auf Vergleichen zwischen exakten und gwoximativen L dsungen
zu verschiedenen Startwerten: Unter den Annahmen von Satz.23 de nieren wir fi alle
Startwerte y. 2 V und alle Startzeitpunkte ts 2 [a; b die Funktion y(¢ta;ya) : [to; b !V
als Lésung des Anfangswertproblems

Y(to; ta; Ya) = VYo, @@Y(t;tu;yu) = f(t;y(t;ta; Ya)) fiv alle t 2 [te; b (3.1)

Nach Satz 2.3 isty(§ ts; ya) eindeutig de niert.
Infolge der Eindeutigkeit muss i ts;Ss 2 [a; b mit ts - So auch die Gleichung

y(t;ta; Ya) = Y(t; Sa; Y(Sa;ta; Ya)) fir alle t 2 [sq; b] (3.2)

gelten: Im Punkt s, stimmen beide Seiten der Gleichungiberein, also missen sie auch
auf dem gesamten Intervall Bq; b] Bbereinstimmen.

Nun bendtigen wir eine Ahnliche Funktion fi die approximativen L@sungen. Wir un-
tersuchen ein allgemeines explizites Einschrittverfahre der Form

“(tisr) = " (i) + hO(t;; " (ti); h) fivallei 2f0;:::;nj 1g (3.3)
mit der Inkrementfunktion ©. Das explizite Euler-Verfahren beispielsweise #innen wir

per ©(t;x; h) := f (t;x) auf diese allgemeine Form zudckfdhren.
Die Intervalle [tg; b] werden durch ihre diskreten Gegensicke

=fti=a+ih : i2f0;:::;ng;a+ ih, tog fiv alle to 2 [a; 1]
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Abbildung 3.1: Ansatz zur Fehlerabschatzung: Zwischen der echten Bsung y(t; Xo; Yo)
(oben) und der approximativen Lésung” (t; Xo; Yo) (unten) wird die halb-
approximative L@sung” (t;t1;y(t1; Xo; Yo)) eingeschoben

ersetzt, und die Funktionen y durch diskrete Funktionen “: Fir einen Startwert y, 2 V
und einen Startzeitpunkt ts 2 [a; b, de nieren wir die Funktion " (¢ ts;ya) @ [ta;bln !V
induktiv durch

“(ti+1;tasYa) == T (L ta; Ya) + hO(ti; " (ti; ta; Ya); h) fiv alle tj 2 [to; bln:

Aus der induktiven De nition folgt f i ta; Sa 2 [a; bln mit ta - Sa die der Gleichung (3.2)
entsprechende Fortsetzungseigenschaft

“(t;ta;Ya) = T (t;Sa; " (Sa;ta; Ya)) fir alle t 2 [Sq; bln: (3.4)

Mit Hilfe der Fortsetzungseigenschaften (3.2) und (3.4) idnnen wir nun eine Darstellung
fiv den Approximationsfehler "nden:

Wir w Ahlents; sq;t 2 [a; bl mit to - sa - t. Wegen (3.2) wissen wir, dass die Fortset-
zung der exakten Ldsungy ab sz mit dem exakten Startwert y(sq; ts; yo) Wieder die exakte
LAsungy sein wird. Wegen (3.4) wissen wir, dass die Fortsetzung derpproximativen
LAsung” ab s, mit dem approximativen Startwert “ (Sq;ts; Ya) Wieder die approximati-
ve LAsung” sein wird. FF unsere Abschitzung schieben wir nun zwischen den beiden
Funktionen die approximative Fortsetzung mit dem exakten Startwert y(Sq;ts;Ya) €in,
erhalten also

Y(tita;ye) i (tita)Ya) = Y(t;So; Y(So;ta; Ya)) i~ (t; Sa; Y(Sn; ta; Ya))
+ 7 (1;So; Y(Sns ta;Ya)) i (t;Sa;” (Sojta; Ya)): (3.5)
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FIF s >t |Asst sich die Norm der ersten Di®erenz auf ein Anfangswertpbdem (mit
exaktem Startwert) auf dem kleineren Intervall [sq; bl zuriédckfdhren, wahrend sich die
zweite Di®erenz mit Hilfe einer diskreten Variante des Satze 2.6 absclatzen IAsst:

Lemma 3.1 (Diskrete St @rungen) Sei die Inkrementfunktion © auf [a; b, £ V £f hg
Lipschitz-stetig im zweiten Argument, es gelte also

ko(t;x;h)j ©(t;z;h)k - Lkxi zk fir alle x;z 2 V;t 2 [a; by (3.6)

mit einer von t, x, z und h unabhAngigen KonstantenL 2 R (. Dann ist die Di®erenz
zweier NaherungsBsungen beschnkt durch

K (t;to;yo) i ~(t;to;zo)k -k yoi zoke-(tito) fir alle yo; 20 2 V;t 2 [a; bp:
Beweis. Wir beweisen
K (tiito;Yo)i ~(tiito;zo)k -k yoi zoket(tiito) fivallei 2f0;::::ng  (3.7)

per (endlicher) Induktion. F i i = 0 ist die Aussage trivial.

K (ti+1;tosyo) i~ (ti+1;to; Zo)K
= k(" (ti;to;yo) + hO(ti; " (tisto;yo); h)) i (" (tiito; zo) + hO(ti; " (ti;to; zo); h)) K
K " (tistosyo) i~ (tisto; Zo)k + hkO(ti; " (tisto; Yo); h) i ©(ti; " (ti;to; 20); h)K
K “(tistosyo) i~ (tisto; Zo)k+ hLK (ti;to;Yo) i ~ (ti;to; Yo)k
=(1+ hL)K (ti;to;Yo) i ~(ti;to;yo)k - €K (tisto;yo) i ~ (ti;to; Yo)k

so dass wir aus der Induktionsvoraussetzung
K (tis1ito;Yo)i ~(tis1ito;Zo)k - K yoi zoke™et(tiito) = kyyi zoket(tiii to)

schlievzen #innen. Damit ist (3.7) auch fdv i + 1 bewiesen. [

Anstelle der Lipschitz-Stetigkeit von f setzt diese Absclitzung die der Inkrementfunk-
tion © voraus. Im Falle des expliziten Euler-Verfahrens ist keides ohnehindquivalent. Fir
allgemeinere Verfahren ist eine entsprechende Aussage iredRegel leicht nachzuweisen.

Dank Lemma 3.1 nimmt (3.5) die Form

ky(t,tn,yn) i ’ (t,tn,yn)k -k y(t;Sn;y(Sn;tn;yn)) i ’ (t;Sn;y(Sn;tn;yn))k
+ ky(Su;tn;yu) i ! (Su;tu;yu)kel_(ti Se) (38)
an, der zweite Term ist also (bis auf einen Skalierungsfakig gerade der Fehler, den
das NAherungsverfahren zwischers, und t, verursacht. Indem wir s, = ts + h wahlen,

entspricht dieser Term also demlokalen Fehler, den wir in einem einzelnen Schritt des
Verfahrens in Kauf nehmen.
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Um den Gesamtfehler zu erhalten gedgt es, diese einzelnen lokalen Fehler mit den
entsprechenden Faktoren aufzusummieren. Da unser Ansateyveils die Werte derexakten
LAsung als Startwerte f lokale und globale Approximationen verwendet, bietet essich
an, die betre®enden Werte ablrzend mit

yi = y(ti;to; Yo) fiv allei 2f0;:::;ng

zu bezeichnen. Durch Induktion der Abschitzung (3.8) erhalten wir die folgende
Abschétzung des Gesamtfehlers:

Satz 3.2 (Konvergenz)  Sei die Inkrementfunktion Lipschitz-stetig im zweiten Argu-
ment, es gelte also (3.6). Sei

Ko :=maxfky(tis1;ti;yi) i “(tiwati;yi)k - 12f0;:::;ni 199 (3.9)
der maximale lokale Fehler. Dann folgt die Absclitzung
(
Koettia); 1) fallsL> O
ky(t) | “(Hk- LD ! ! fiir alle t 2 [a; by
YOOk el =0 [a: by

Beweis. Seit 2 [a; b, gegeben. Der Fallt = a ist trivial, wir beschr Anken uns also auf

ZunAchst beweisen wir die Hilfsbehauptung

Xi -
ky(t:t5y) i~ (Gtsy))k: Ke enli)  firallej 2f0;::::ij 1g  (3.10)
=i+l

durch (endliche, absteigende) Induktion gber j .
Wir haben

ky(tti; i 1) i (Gt oy k= ky(tist; oy )i GGt oY)k Ke
nach Voraussetzung, also ist (3.10)dr j = i i 1 bewiesen.
Lemma 3.1 und (3.2) sowie (3.4) die Abscltzung
ky(Gti 1yi 1) 0 (G Y Dk = ky(Gtsy) i TG (G55 1Y) 1)K
Ky i TG ypk+E Ky 0 Tt oY 1))k
Kyt Y) TGty KE K (Gt Yy ket )
Ky |y ke Keet(iD:
Wir wenden die Induktionsvoraussetzung an, um

X . X
ky(tti sy 00 (Gt Ly 0k Ke @01+ Keet" D = Ke )
=i+ =]
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zu erhalten. Das ist die Absctitzung (3.10) filv j j 1, und die Induktion ist vollst Andig.
Um die gesuchte Aussage zu beweisen, wenden wir (3.10) guf 0 an und nden

Xi .
ky(t;a;¥o)i “(t;a;yo)k - Ko  eNin:
-

Im Falle L =0 ist die Summe geradei, also (t j a)=h, und wir sind fertig.
Im Falle L > 0 erhalten wir " > 1 und beschéinken die geometrische Reihe durch

Xi Xi Xi i Lh . o Lh(i+1
eLh(ii ) = eLhi g Lh™ _ eL(ti a) (ei Lh)‘ — eL(ti a) el | e'. (i+1)
\ . \ 1j eith
=1 =1 =1
Cgtiali @ gL @t 1 gtian, gy
eth ;1 1+Lhj 1 Lh ’
so dass insgesamt die Absditzung
. Ko, Litia
ky(taryo) i~ (Layo)k - —=(e" =i 1)
bewiesen ist. n

3.3 Konsistenz

Aus Satz 3.2 folgt, dass #v die Konvergenz des Mherungsverfahrens das Verhalten des
Faktors K g=h ausschlaggebend ist. Wenn wir in (3.9) die De nition von” (tj+1;ti;Vi)
einsetzen, erhalten wir

%) 3
@zmax Ky(ti+s;tisyi) i Y(tistisyi) i hO(ti;yi; h)k 1200 1g
h eyt + Nty i ?t g %

= max 3y(' "’y'z' y(ti; .,y|)i ©(ti;yi;h)e :i2f0:::;nj 1g

Fér h ! 0 wird der linke Term gegeny{t) konvergieren, also gegerf (t;y(t)). O®en-
bar kann also das Niherungsverfahren nur dann erfolgreich sein, wennéf h ! 0 die
Inkrementfunktion © gegenf konvergiert.

De nition 3.3 (Diskretisierungsfehler) Sei © eine Inkrementfunktion. Wir de nie-
ren den lokalen Diskretisierungsfehlerzu dem durch© gegebenen expliziten Einschritt-
verfahren durch

y(t+ h;t;x)i x
h

J(tx;h) = i Ot;x;h) féralleh2Rsq;t2[abj hl;x2 V:
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Bei dieser De nition ist zu beachten, dass wegen Satz 2.3 und egen der Lipschitz-
Stetigkeit von f die Funktion ¢ fir alle x 2 V wohlde niert ist.
Wie bereits gesehen gilt

%- maxfk ¢(ti;yi;h)k i 2f0;:::;nj 1gg

nach Satz 3.2 ist es alsodr die Konvergenz der NaherungsBsung sehr erstrebenswert,
dass¢(t;y(t);h) févr h! 0 gleichmAYig gegen Null geht.

De nition 3.4 (Konsistenz) Sei © eine Inkrementfunktion. Sie und das durch sie
de nierte explizite Einschrittverfahren hei%enkonsistent mit dem Anfangswertproblem
(2.1), falls

rI]ilmosupfk Jty);h)k : t2[a;bj hljg=0 (3.11)

gilt. Das Verfahren hei¥atvon der Ordnung p konsistent mit dem Problem fir ein p 2 N,
falls es KonstantenCy; hy 2 R o so gibt, dass

supfk ¢(t;y(t);h)k : t 2 [a;bj h]lg- CyhP fér alle h 2 (0; hy) (3.12)
gilt. O®enbar impliziert diese Bedingung bereits, das® auch konsistent ist.

Die Konsistenz eines Verfahrensdsst sich auf ein sehr einfaches Kriterium zubckfgh-
ren:

Lemma 3.5 (Konsistenz) Sei f stetig und seiy LAsung des Anfangswertproblems
(2.1). Sei © stetig auf

¢:= f(t;h) : t2[a;h;h2[0;bj t]g:

Das durch © de nierte explizite Einschrittverfahren ist genau dann korsistent mit dem
Problem, wenn

f(ty()=0(ty(1);0) fily alle t 2 [a; b (3.13)
erfallt ist.

Beweis. Wir beweisen zurAchst zwei Hilfsbehauptungen.
Vorbetrachtung 1:  Fiv allet 2 [a;b), h2 (0;t b gilt

kettiy(); k= 3 X YO EYO gy 1)y
B GAVIRTO) i ©(t;y(t);h)E

h
ky¥t+) i ©(y(t); h)k = Kf (t+;y(t+)) i Oty (t);h)k (3.14)

mit einem t+ 2 [t;t + h].
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Vorbetrachtung 2: Daf und y stetig sind, ist

t7f(ty(n)

stetig auf der kompakten Menge &; b, also insbesondere gleichéig stetig. Also nden
wir fir beliebige? 2 R- ¢ ein +; 2 R> o so, dass

kf (t;y(t)) i f(s;y(s)k:- 2=3 fir alle ;s 2 [a;g mit jtj sj- # (3.15)

gilt. Da © stetig auf der kompakten Menge ¢ ist, nden wir f & beliebige2 2 R. ¢ ein
+ 2 R g Sso, dass

ko(t;y(t);h) i ©(s;y(s);h9k - 2=3 filr alle (t;h);(s;h% 2 ¢
mit jti sj+jhi hy - (3.16)

gilt. Mit Hilfe dieser Absch Atzungen kénnen wir nun den eigentlichen Beweis#hren.

Teil 1: Sei nun © konsistent undh 2 Rs( sowiet 2 [a;bj h] gegeben. Set 2 Rso.
Seient;;+, 2 R wie in (3.15) und (3.16) gewahlt. Aus (3.11) folgt, dass es eint; 2 Rs g
mit

ke(ty(t);h)k - 2=3 fiv alle t 2 [a;bj h];h 2 (0; 43)

geben muss. Wir setzent := min f £1; &; #30.
Seienh 2 (0;+)und t 2 [a; bj h] gegeben. Wir xierent. 2 [t;t+ h] mit der Eigenschaft
(3.14) und erhalten

KE(y (1) i ©ty(t);0)k -k f(ty() i f(te;y(ts))k+ kf(t;y(t+)) i O y(t);h)k
+ kO(t,y(t);h) i ©(t;y(t); 0)k
- 223+ ke(ty(t);h)k+2=3 . 2

und da 2 beliebig gewahit war folgt (3.13).

Teil 2: Setzen wir nun voraus, dass (3.13) gilt. Set 2 R- g, und seien wiedert;; +, 2
R> o wie in (3.15) und (3.16) gewdhlt. Wir setzen +:= min f 4;; 1.

Seienh 2 (0;4) und t 2 [a;bj h] gegeben. Wir xieren wiedert, 2 [t;t + h] mit der
Eigenschaft (3.14) und erhalten

ke(ty (t); )k = Kf (te;y(t+)) i ©ty(t); h)k
k(s y(te)) i Py @))k+ kf(Gy(t) i ©ty(t); 0k
+ kO(t; y(t);0) i ©(t;y(t);h)k - 2=3+ 2=3 =22=3;
also folgt die Konsistenz. [ ]

Aus diesem Lemma folgt direkt, dass das explizite Euler-Vedhren konsistent ist,
schlie¥lich ist es durch €fx;h) = f (t;x) de niert. Falls f Lipschitz-stetig in beiden
Argumenten ist, ist das Euler-Verfahren sogar konsistent von Ordnung 1.:
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Lemma 3.6 (Konsistenz Euler) Sei f Lipschitz-stetig im ersten und zweiten Argu-
ment, es gelte also

kKf (t;x)i f(s;2)k- Le(jti sj+ kxj zK) fir alle t;s 2 [a;b;x;z 2 V (3.17)

mit einer von t;s; x und z unabhAngigen KonstanteL; 2 R_o.

Dann ist das explizite Euler-Verfahren konsistent von Ordmung 1.
Beweis. Wir k 8nnenhy 2 Rs o beliebig wéhlen und setzen

Ms = maxfkf (t;y(t)k : t 2 [a;bg; Cy = L (1+ M¢):
Da die Funktion
t 7Vkf (ty(t)k

stetig und das Intervall [a; b] kompakt ist, sind M¢ und C, wohlde niert.

Seien nunh 2 (0;hy) und t 2 [a;bj h] gegeben. Nach De nition gilt

ke(try (k= X YO EYO gy 1)y

= kyAts) i f(Ly@)k=Kf(te;y(ts)) i f(Ly(t)k

fiv einty 2 [t;t + h].
Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgern wir nun

ke(ty(t); k= kf (t+;y(t+)) i f(Ey(E)k- Le(ti toj+ ky(t)i y(ts)k):  (3.18)
Auf den zweiten Term wenden wir wieder den Zwischenwertsatan, um
ky(t) i y(ts)k=jti tejkyXtes )k = jti tejkf (tes ;y(tes )K= Mgjti te]
fiv ein t++ 2 [t;t+] zu erhalten. Insgesamt folgt aus (3.18)
ke(ty(t);h)k - Li(L+ Mg)jti tij= Cyh;

also die zu zeigende Behauptung. [ ]
Bemerkung 3.7 (Alternativer Beweis) Falls y° Lipschitz-stetig ist, falls es also eine
Konstante Ly 2 R o mit
kyXt) i yYs)k - Lyjti sj fir alle t;s 2 [a; b
gibt, erhalten wir
sy(t+ hity(t) i vt o
ke(try (k= XY YO gy 0y

= kySt+) i f(Gy(t)k=kyqt+)i yAt)k- Lykts i tk- Lyh

fidv ein t, 2 [t;t + h] und beliebigeh 2 R>o, t 2 [a;bj h].
Falls y zweimal stetig di®erenzierbar ist, kann per Mittelwertsatd_y durch das Maxi-
mum von y®abgeschitzt werden.
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Indem wir eine Konsistenzaussage mit dem Konvergenzsatz 3kombinieren, erhalten
wir eine Fehlerabsclitzung fév das Einschrittverfahren:

Satz 3.8 (Konsistenz und Konvergenz) Sei © eine Inkrementfunktion, und sei das
durch sie de nierte explizite Einschrittverfahren konsisent mit (2.1). Dann gilt

lim  supfky(t;a;yo) i " (t;ayo)k : t2 [a;bhg=0;
h=( bi a)=n

die diskreten NAherungsisungen konvergieren also gegen die exakt@dung.

Falls das Verfahren konsistent von Ordnungp ist, gibt es KonstantenC; hy 2 R> o mit

supfky(t;a;¥0) i “(t;a;yo)k @ t2[a;bhg - ChP  fir alle h=(bi a)=n2 (0;hy):
Beweis. Der Fall b= a ist trivial, deshalb beschranken wir uns auf den Fallb > a.

SeiK ¢ die Konstante aus Satz 3.2, und sei
Letbia g 1) fallsL> 0
CK =

bi a fallsL =0:

Aus Satz 3.2 folgt

ky(t;a;y0) i~ (t;ayo)k - Cx % flr alle h 2 R0t 2 [a; bn:

Sei2 2 R, . Da das durch © de nierte Verfahren konsistent mit (2.1) ist, gibt es ein

+2 R>( S0, dass die Abschtzung
2

maxfk ¢(t;y(t);h)k : t 2 [a;bj h]g - o9 fiv alle h 2 (0; 1)
K
gilt. Damit erhalten wir auch
2
ky(t;a;yo) i “(t;a;yo)k - Ck % =Ckg =" fiv alle t 2 [a; bln:
K

und n2 Nmit h=(bj a)=n<=%.
Sei nun das Verfahren konsistent von Ordnungp, und seienCy;hy 2 R.o die Kon-
stanten aus (3.12). Dann haben wir

ky(t;a;¥o) i ~(t;a;y0)k - Ck % - Ck CyhP fiv alle t 2 [a; b,

und n 2 N mit h=(bj a)=n<hy. Die gewAnschte Aussage folgtéir C := CxCy. m

Korollar 3.9 (Konvergenz Euler) Sei f in beiden Argumenten Lipschitz-stetig, es
gelte also (3.17).

Dann gibt es eine KonstanteCe, 2 R>( S0, dass #ir alle h 2 R, die per explizitem
Euler-Verfahren mit Schrittweite h berechnete MiherungsBsung die AbscAtzung

ky(t;a;¥0) i " (t;&;Yo)k - Ceuh fir alle t 2 [a; by
erfdllt. Insbesondere konvergiert die Mherung #ir h! 0 gegen die exakte Asung.

Beweis. Kombiniere Satz 3.8 mit Lemma 3.6. ]
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3.4 Lokalisierte Konvergenzaussagen

Satz 3.2 erfordert die Lipschitz-Stetigkeit der Inkrement-Funktion © auf dem gesamten
Raum V und bietet eine Fehlerabsclitzung ohne weitere EinschAnkungen anK g.

In der Praxis passiert es lu g, dass die Funktion f , und damit in der Regel auch die
von ihr abhAngende Inkrementfunktion ©, nur in einer Umgebung der exakén Ldsung
Lipschitz-stetig sind. In dieser Situation kann es sinnvoll sein, © Lipschitz-stetig auf
den gesamten RaumV fortzusetzen und dann die bereits bewiesenen Aussagen auied
modi zierte Inkrementfunktion anzuwenden.

Im Interesse der Einfachheit beschéinken wir uns in diesem Abschnitt auf den Fall, dass
V ein Hilbert-Raum ist. Die Grundlage unseres Fortsetzungsaguments ist die Projektion
beliebiger Vektoren auf die Einheitskugel:

Lemma 3.10 (Projektion) Wir de nieren die Projektion

X falls kxk - 1; .
1 1(x) = far alle x 2 V:
X
&k ansonsten

Dann gilt
Kl 1(X)i | 1(2)k -k xj zk fiv alle x;z 2 V:

Beweis. Seienx;z 2 V, und sei ohne Beschiinkung der Allgemeinheit kxk - k zk ange-
nommen.

Wir unterscheiden drei Félle: Falls kzk - 1 gilt, folgt auch kxk - 1 und damit} ;(x) =
X, 1 1(y) = v, so dass die Aussage trivial ist.
Falls kxk - 1< kzk gilt, impliziert die Cauchy-Schwarz-Ungleichung bereits

2hx; zi - 2kxkkzk - 2kzk < kzk + kzk?

und wir erhalten

o o

) 02
° ° 1
ki 1(X) i | 1(2)k? = oX | ok T kxk? i 2 zii o +1
H l u T
— k2 o A . _ ,
= kxk“j 2x;zi +2h;zi 1 ik + kzk?i 1 ﬂ<zk2 kzk
oo, T |

— ey k2 . L )
= kxj zk“+ 1j —kzkﬂ 2k zijp 1+ ok kzk

i ¢
k xi zk?+ 1 Hlk "kzk + kzk? i Kk zK2 [k zk = kx i zK?:

Im Falle 1 < kxk - k zk schlie¥lich ergibt sich

. o o1
° X z o =2 2K zZI ———

1 | 2: i
kl 1(X)I 1 1(Z)k k)(kl kzk kxk kzk
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u 1
2
_ 2. - 2. 2 2 '
= kxk? | 2 zi + kzk? | (kau+ kzk™i 2+ 20 ok
-k xi zK?j (2kxkkzkj 2)+ 2j

hx; zi

2

_ . 2.
ik Kk kxkkzk = kx | zk*;

und der Beweis ist abgeschlossen. ]

Wir sind nicht an Projektionen auf die Einheitskugel interessiert, sondern auf poten-
tiell kleinere Kugeln mit Radius ° 2 R, die sich einfach per

e (X) = %) 1(x=°) filr alle x 2 V
de nieren lassen. O®enbar gilt auch hier

Ki ()i 1 (2k="°k 1(x=°)i | 1(z=°)k
- °kx=°j z=°k=kxi zk fiv alle x;z 2 V;

und wir kénnen die Fortsetzung von © konstruieren:

Korollar 3.11 (Lokalisierung) Seiyp 2 V,und seiy : [a; ! V eine Lésung des
Anfangswertproblems (2.1).
Sei° 2 R>o. Wir de nieren die Umgebungen

S(t):=fx2V : kxij y(hk- °g fir alle t 2 [a; bl

und setzen voraus, dass die Inkrementfunktion auf ihnen imvezeiten Argument Lipschitz-
stetig ist, dass also

ko(t;x) i ©(t;z)k - Lkxj zk fiv alle t 2 [a;blh;x;z 2 S(t)

fiir ein L 2 R ¢ gilt. Es sei Kg=h klein genug, um

(i ¢
. Ke 'ettia; 17 fallsL> O; (3.19)
© Kot a) fallsL =0 |

fiv die in (3.9) de nierte Konstante sicherzustellen. Dann folgt fér alle t 2 [a; b}, die
Abschétzung (

Kegttia); 1) fallsL> O;
) (k. wmE TP fallsk>0

Ke(t a) falls L = 0:

Beweis. Da die Inkrementfunktion © nur lokal Lipschitz-stetig ist, s etzen wir sie zu
einer global Lipschitz-stetigen Funktion ©, fort: Falls ein Vektor nicht in der durch S(t)
de nierten Umgebung der Lésung liegt, wird er in diese Menge projiziert, indem wir

X¢ = y()+] o (xi y(b) firallet 2 [a;bh;x 2V

setzen, denn nach De nition von | - gilt dann kx;j y(t)k - °, alsox; 2 S(t).
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Die Funktion © 4 de nieren wir durch
Ou(t;x;h) :=©(t; x¢; h) fiv alle t 2 [a;bn;x 2 V;
und wir erhalten dank Lemma 3.10 die Abscltzung

kOa(t;x;h) i ©q(t; z; W)k = KO(t; X¢; h) | ©(t; z¢; h)k
Lkx:j zk- Lkxj zk fiv allet 2 [a;bn; x;z 2 V;

die Inkrementfunktion © ist also global Lipschitz-stetig im zweiten Argument.
Analog zu~ de nieren wir N AherungsBisungen’ » fir die fortgesetzte Inkrementfunk-
tion © durch

,n(ti+1 ;tn;ym) = ,n(ti;tn;yu) + h©u(ti;,n(ti;tn;yn); h) fir alle 1 2 [tn;b]h:

Wegen y(t) 2 S(t) folgt ©xa(t;y(t);h) = ©(t;y(t);h), also auchKg = Kg,, und aus
Satz 3.2 und (3.19) erhalten wir die Absclitzung

ky(t:a;yo) i “s(tiasyo)k - ° fidr alle €2 [a; bn-

Daraus folgt “s(t;a;yo) 2 S(t), und nach De nition von ©, also auch’ q(t;a;yg) =
" (t;a;yo). Damit ist die gesuchte Aussage bewiesen. [ ]
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4 Verfahren hgherer Ordnung

4.1 Konsistenzkriterium

Wie wir in Satz 3.8 gesehen haben, entscheidet die Konsisteardnung p dardber, wie
schnell sich der Fehler der MherungsBsung reduziert. Im Falle des Euler-Verfahrens
bewirkt eine Halbierung der Schrittweite lediglich eine Hdbierung des Fehlers, véhrend
bei einem Verfahren p-ter Ordnung der Fehler bereits um den Faktor 2 P reduziert
wide.

Wenn wir eine gewisse Genauigkeit 2 Rs g erreichen wollen, muss

2y hp» nip

gelten, wir bendtigen also
n» 2i 1:p

Schritte des Einschrittverfahrens. Das bedeutet, dass eitvVerfahren erster Ordnung eine
Million Schritte zum Erreichen einer Genauigkeit von 10 © bendtigt, w Ahrend ein Ver-
fahren zweiter Ordnung mit nur tausend Schritten auskommenk@nnte, also im Idealfall
tausendmal schneller wére. In der Realitat erfordert ein Schritt eines Verfahrens hBherer
Ordnung einen etwas Wheren Rechenaufwand, wird aber trotzdem sehr viel schnat als
ein Verfahren niedrigerer Ordnung sein.

Wir sind also daran interessiert, maglichst einfache Verfahren ndglichst hoher Ord-
nung zu konstruieren. Dazu gehen wirdhnlich wie in Bemerkung 3.7 vor: Wir setzen
X = y(t). Wegen (3.2) haben wiry(t + h;t;x) = y(t + h), und wenn wir y 2 CP*1[a;
sowie ©f; x; § 2 CP[0; h] voraussetzen, folgt mit dem Satz von Taylor

e(tx;h) = y(:; h;;;x)i X1 otxh)= —y(H i y('t)i ©(t;x;h)
1 X h o .
SR 0 e 0
X*he hP
i 0| gﬁ(t! X, O)l | g?(tv X, )
)(p h°
- ©) (P+D)
- osq 0! y (t)+ (p+1)|yp ( )
Xt h
N x0Tt .
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A ! A !
Xlpe e+ P y(prD)

_ y*h©  @o, e y®PD(t,) @O,

= 7[ o+1 | @h(t,X, 0) +a p+1 | @H(t,x,h+)

°=0
(4.1)

fiv Zwischenstellent, 2 [t;t + h] und hy 2 [0;h]. Da wir ein N&herungsverfahren
konstruieren wollen, steht uns die ldsungy im Allgemeinen nicht zur Verfigung, also
dridcken wir sie mit Hilfe von f aus: Es gilt

fy(t) = f(ty(t) = yYt) fiv alle t 2 [a; b]; 4.2)

day die Lésung von (2.1) ist, und wir erhalten
A ! A I
M Lyo ©) p £(P
h fy (. h Ty () i dotx;hs) : (4.3)

&(t;y(t):h)zoon ovg | GOEXO) "o prl

Eine Konsistenzordnung vonp kénnen wir nur erwarten, falls die erste Summe verschwin-
det, falls also die Ableitungen bis zur Ordnungp 1 vonfy und © Bbereinstimmen.

Lemma 4.1 (Konsistenzkriterium) Seip2 N, und seiy 2 CP*[a; . Sei © eine im
dritten Argument p-mal stetig di®erenzierbare Inkrementfunktion, die
(° +1)g§(t;y(t);0) = £{(1) fir allet 2 [a;0;° 2f0;:::;pi 1g

erfAllt. Dann ist das durch © de nierte Verfahren von p-ter Ordnung konsistent.
Beweis. (vgl. [2]) Seihy 2 R . Da y(P™) stetig ist, ist
Cy := maxfky®* (t)k : t 2 [a;Hg = maxfkf{P(t)k : t2 [a;bHg< 1

als Maximum einer stetigen Funktion auf dem kompakten Intervall [a; bl wohlde niert.
Da © im dritten Argument p-mal stetig di®erenzierbar ist, ist
7% . Y.
% @0 : !
Cy:=max o @H(t;y(t);h)o ct2[ab;h2[0bj t] <1

als Maximum einer stetigen Funktion auf der (nach Heine-Bord) kompakten Menge

¢:= f(t;h) : t2[a;b;h2[0;bj t]lg

ebenfalls wohlde niert.
Seih 2 (0;hy] und t 2 [a;bj h]. Durch Einsetzen in (4.3) folgt sofort
A I A |
he £t

by = =37

N | Ao (75 DR,
i @©(tvxvh+) :a p+71' @©(t,X,h+)
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mit Zwischenpunkten t, 2 [t;t + h] und h, 2 [0;h]. Nach De nition von C; und C;
erhalten wir also

° ° o O'
o o . ﬂ
Pt )e  S@otxh.)s ¢ C
. . e oy ) o 1A ° . pp 1 ~2 p
ke(t;y(t);h)k - hP 2 (p+ 1) + ol (1) + ol Cyh
fiv die Konstante c c
— 1 2.
R AR CES I
und damit ist (3.12) bewiesen. [ ]

Dieses Resultat Asst sich als Verallgemeinerung von Lemma 3.5 interpreti@n:
©(t; x; 0) = f (t;x) impliziert Konsistenz. Falls f di®erenzierbar (es reicht auch Lipschitz
Stetigkeit) ist, folgt Konsistenz erster Ordnung. Falls zusAtzliche Ableitungen existieren
und stetig sind, erhalten wir hdhere Konsistenzordnungen.

Lemma 4.1 kann verwendet werden, um Einschrittverfahren béebig hoher Konsisten-
zordnung zu entwickeln, indem man die Struktur der Funktion f, ausnutzt: Nach (4.2)

gilt

{00 = Df (6y(0) o(L;yX0) = Df (&Y (1) o1 (ty(V)
= Ty + SEYOF Gy®)  Thrallet2 )

wir k@nnen also diese G#le berechnen, falls uns die Ableitungen voh zur Verfélgung
stehen. Wir de nieren
u 1
@f of . .
X)+ @)gt!x)f (t’X)

h
O(t;x;h) == f(t;x) + 3 @t(t’
fiv allet 2 [a;b;h 2 [0;bj t];x 2 V;
und Lemma 4.1 zeigt, dass das durch diese Inkrementfunktiomle nierte Verfahren die
Konsistenzordnung 2 besitzt.

Wenn uns héhere Ableitungen vonfy, also letztendlich von f, zur Verfégung ste-
hen, kénnen wir in dieser Weise prinzipiell Verfahren beliebig hbier Konsistenzordnung
konstruieren.

In der Praxis stehen uns sehr oft die Ableitungen vonf nicht zur Verf dgung, so dass
wir uns fir Verfahren interessieren, die eine Bhere Konsistenzordnung auch ohne diese
zusétzliche Information erzielen (schlie¥lich Bnnen wir eine Funktion statt per Taylor-
Entwicklung auch durch Lagrange-Interpolation approximieren).

Beispiel 4.2 (Heun) Es ist mdglich, aus einem Quadraturverfahren Bherer Ordnung
eine Inkrementfunktion hgherer Konsistenzordnung zu konstruieren. Als Beispiel ver
wenden wir die Trapezregel

YA t+h h
g(s) ds ¥4 E(g(t) + g(t+ h));
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die bei einem zweimal di®erenzierbaren Integranden einen Reer der Ordnung h® auf-
weist.
Wir wenden diese Regel auf die Integraldarstellung aus Leman2.2 an und erhalten

Z t+h
h
y(t+h) = y(t) + fF(siy(s) ds¥ay(t) + S(F(Ey(O) + f(t+ hy(t+ h));
t
also ein zurAchst implizites Einschrittverfahren.
Falls h klein genug ist, dirfen wir erwarten, dass wir mit der Fixpunktiteration

y*D (t+ h) = y(t) + g(f ty®)+ f(t+hyOt+hy)  firallei2No

schnell eine gute Mherung vony(t + h) erhalten kénnen.
Wenn wir zur Bestimmung des Startwerts das explizite EuleMerfahren verwenden,
erhalten wir y© (t + h) := y(t) + hf (t;y(t)) und nach dem ersten Iterationsschritt

y@P(t+ h) = y(t) + g(f (ty®)+ f(t+hy©O(t+h))

h
=y(O+ S{EEYO)+ T+ hy®+ hf (Gy(1)):

Fir eine hinreichend kleine Schrittweiteh kénnen wir davon ausgehen, dass dieser Wert
bereits eine gute Mherung vony(t + h) darstellt. Die entsprechende Inkrementfunktion
lautet

O(t;x;h) = %(f (t,x)+ f(t+ h;x+ hf (t;x)))

und de niert das Heun-Verfahren.

Falls f einmal stetig di®erenzierbar ist, folgt ausO(t; x; 0) = f (t;x) nach Lemma 4.1
bereits, dass das Verfahren von erster Ordnung konsistentst. Falls f zweimal stetig
di®erenzierbar ist, erhalten wir per Kettenregel

@

@h(t; x;h) = %Df (t+ h;x + hf (t;x)) ¢(1;f (t;x));

f(t) = Df (£y (1) (L yqt) = Df (y(1) ¢(L:f (5y(1);
@ o) = O
also ist das Verfahren gemd%s Lemma 4.1 in diesem Fall von zweiter Ordnung konsistent.

Statt der Trapezregel kBnnen wir auch mit der Mittelpunktregel arbeiten, die ebenfalls
einen Fehler in der GBYsenordnung vorh® erwarten Iasst. Auch hier méssen wir den
Wert im Mittelpunkt des Intervalls geeignet approximieren, beispielsweise durch das
Euler-Verfahren:

Beispiel 4.3 (Runge) Analog kénnen wir auch die Mittelpunktregel verwenden, um
eine Inkrementfunktion zu konstruieren: Wir gehen wieder wn Lemma 2.2 aus und setzen
yA t+h M H hﬂﬂ

YE+ W= yO+  f(siye)dsthy®+ b t+ Dy t+ o
t
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Wie schon in Beispiel 4.2 verwenden wir das explizite Eule¥erfahren, um die Appro-
Ximation u 1

h h
y t+3 Vay(t) + Ef (ty(t)

zu gewinnen und erhalten
M h h 1
y(t+ h) Yay() + Wt t+ Sy + Sf (Gy(D)

Die zugelbrige Inkrementfunktion

H h h 1
ot;x;hy =1 t+ E;x+ Ef(t;x)

de niert das Runge- oder auch Euler-Collatz-Verfahren.

Falls f einmal stetig di®erenzierbar ist, folgt aus©(t; x; 0) = f (t;x) per Lemma 4.1,
dass das Verfahren von erster Ordnung konsistent ist. Fall§ zweimal stetig di®eren-
zZierbar ist, impliziert die Kettenregel

M T u )l
@ h. . h 11, .
@h(t,x,h)— Df t+ E,x+ Ef (t;x) ¢ E’Ef (t; x)
—1Df ut+h' +hf t; ﬂ(l:l'f t; ;
- é E!X E (1X) ( ’ (vX))v

@
2gHty ;0= Df (ty (V) 6L f (Y1) = f();
und dank Lemma 4.1 nnen wir schlie¥en, dass das Verfahren auch von zweiter Onaing
konsistent ist.

Es stellt sich die Frage, ob man durch Quadraturformeln Bherer Ordnung auch zu
Inkrementfunktionen hgherer Ordnung gelangen kann. Im Prinzip nnen wir eine Qua-

draturformel 7
t+h

X0
t f(siy(s))ds¥  1if (si;y(si))
i=1
verwenden, mdssen dann aber brauchbare Bherungswerte v y(s;) in allen Quadratur-
punkten zur Verfdgung stellen. Eine Analyse der Fehlerfortp’anzung im Quadaturver-
fahren zeigt, dass eine Quadraturordnung vorp+ 1, also eine Konsistenzordnung vornp,
nur dann zu erwarten ist, wenn die NAherungswerte v y(sj) genau bis auf einen Fehler
der Ordnung pj 1 sind. Diese Eigenschaft ist im Allgemeinen nur schwer siarzustellen.
Im Falle des Heun- und Euler-Collatz-Verfahrens pro tieren wir davon, dass das ex-
plizite Euler-Verfahren eine Naherung erster Ordnung # y(t + h) bzw. y(t + h=2) zur
Verfilgung stellt, filv hdhere Ordnungen ist dieses Ziel schwieriger zu erreichen.
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4.2 Runge-Kutta-Verfahren

Sowohl das Heun- als auch das Euler-Collatz-Verfahren basien darauf, die Funktion f
in Punkten auszuwerten, die von vorangehenden Auswertungeder Funktion abhAngen
kdnnen. Allgemein haben wir also die Struktur

0 1
K 1
ki=f @+ chx+h akA fiv i 2f1;:::;sg; (4.4a)
j=1
xXs
otx;h)= bk (4.4b)

i=1

eines expliziten Verfahrens, das mit Hilfe vons Auswertungen der Funktion f eine Inkre-
mentfunktion de niert. Die entscheidenden Parameter sind de Vektoren ¢ 2 RS, die die
Zeitpunkte fir die Auswertungen angeben, die MatrixA = ( g )ij =1, die angibt, wie die
i-te Funktionsauswertung von den vorangehenden Auswertunge beein°usst wird, und
der Vektor b2 RS, der beschreibt, wie die einzelnen Funktionsauswertungekombiniert
werden mAssen, um die Inkrementfunktion zu erhalten.

Die durch (4.4) beschriebenen Verfahren bezeichnen wir alRunge-Kutta-Verfahren
der Stufe s. Die bisher betrachteten Einschrittverfahren lassen sichals Runge-Kutta-
Verfahren interpretieren: Das explizite Euler-Verfahren ist einstu g mit den Parametern

i ¢ i ¢ i ¢
A= 0; c= 0; b= "1 ;
das Heun-Verfahren ist zweistu g mit
A_MO 'IT. C_“Oﬂ_ b_ul:ﬂ.
10" Tl Co1=2

und das Runge-Verfahren ist ebenfalls zweistu g mit

A_uo ﬂ. C_“oﬂ_ b_uoﬂ.
T 1=2 0 To1=2 a

Kompakt lassen sich Runge-Kutta-Verfahren in Form desButcher-Schemas
cl A
b>
schreiben, die drei oben endhnten Verfahren nehmen dann die Form
0|0
1

an. Anschaulich entsprechen bei diesem Schema die erstanZeilen jeweils einer Aus-
wertung von f : die c-Spalte gibt den Zeitpunkt an, die restlichen Spalten bescheiben
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den Ort. Die verbliebenens Spalten des Butcher-Schemas gdren jeweils zu einer der
Zwischeng®¥serk; und beschreiben, wie diese Gie skaliert werden muss, bevor sie in
die Berechnung der mchsten Gibvse beziehungsweise (in der letzten Zeile) des Endergeb-
nisses eingeht.

Beispiel 4.4 (Quadratur) Um eine Vorstellung von der Bedeutung der Parameter ei-
nes Runge-Kutta-Verfahrens zu gewinnen, énnen wir die gewdhnliche Di®erentialglei-
chung

y(0)=0; yt) = g(t) fir alle t 2 [0; 1]
mit einer Funktion g2 C[0; 1] untersuchen. Gen#Y. Lemma 2.2 gilt gerade
VA t
y(t) = g(s)ds fir alle t 2 [0; 1];
0

die LAsung ist also durch Integrale der Funktiong beschrieben.
Sei nun ein Runge-Kutta-Verfahren in der Form (4.4) gegebenindem wir es auft =0
und den Startwertx = y(0) =0 mit der Schrittweite h =1 anwenden, erhalten wir

X3 X3
©(0;0;1)=  bki=  hbog(c);

i=1 i=1

und um eine brauchbare Approximation zu erreichen sollte
g(s)ds = y(1) %y(0) + h©(0;0;h) = bg(c)
0 i=1

gelten. Kurz gesagtc; sollten die Stitzstellen undb die Gewichte einer maglichst guten
Quadraturformel auf dem Intervall [0; 1] sein.

Aus diesem Beispiel ziehen wir den Schluss, dass es sinnvgli, Quadraturformeln auf
dem Intervall [0; 1] heranzuziehen, um Runge-Kutta-Verfahren zu konstruieren
Wenn man die Simpson-Quadraturformel
, 9(s) ds 72 =(9(0) + 4 9(1=2) + 9(1))

aus Symmetriegénden in der Form
Z 1

1 1 1 1
ds % =g(0) + =g(1=2) + =g(1=2) + —g(1
09(3) $¥a59(0) + 9(1=2) + 29(1=2) + £o(1)

schreibt und die passenden Koe+zienterg; berechnet, ertlt man das Schema

0 0
1=2|1=2 O
=21 0 1=2 O
1 0 0 1 0
1-6 1-3 13 1-6
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das dasklassischen Runge-Kutta-Verfahrenvierter Stufe beschreibt. Es Bsst sich nach-
weisen, dass dieses Verfahren die Konsistenzordnung vieesitzt.

Entsprechend kann man auch die 38-Quadraturformel von Newton verwenden, die
durch Z,

1 1
o() ds % 29(0) + ~0(1=9) + ~0(2=8) + +o(1)
0 8 8 8 8
gegeben ist und zu dem Butcher-Schema

0| o

1=3| 13 0

23/{1=3 1 0

1] 1 j1 1 0
18 38 38 13

fdhrt. Man kann zeigen, dass auch das zu diesem Schema gebnde Runge-Kutta-
Verfahren die Konsistenzordnung vier besitzt.

Im Interesse einer hohen Genauigkeit sind wir nadivlich an Verfahren m@glichst hoher
Konsistenzordnung interessiert. Die Konstruktion derartiger Verfahren ist im Allgemei-
nen relativ schwierig, aber es ist immerhin ndglich, eine obere Schrankedr die maximal
erreichbare Ordnung anzugeben, indem man ein einfaches Bielproblem analysiert.

Lemma 4.5 (Exponentialfunktion) Sei ein explizites Runge-Kutta-Verfahren der
Stufe s durch (A;b; ¢) gegeben.
Wendet man es auf dasér , 2 R gegebene einfache Anfangswertproblem

y (0)=1; Yo =y (1) fivallet2 R o (4.5)

an, dessen 1Bsung o®enbar durchy (t) = e! gegeben ist, so gilt #r die durch das
Verfahren de nierte N AherungsBsung

" (t+ hitx) = x+ ho(t;x;h) = g(,h)x féralleh2Rso;t2[a;bj h];x;, 2R

mit einem Polynom g 2 Pg, das nur von A, b und ¢ abhangt. Dieses Polynom wird
manchmal als Stabilit Atsfunktion bezeichnet.

5

Sei nun, 6 0 angenommen. Einsetzen der Di®erentialgleichung in (4.4jhhrt auf die
Gleichung

Beweis. Im trivialen Fall | =0 setzen wir g~ 1 und sind fertig.

0 1
i 1
ki:,@X+h aijij;
0 S
W 1 Xl
Lilki= @+ h oaykkA=x+h  a( ilk) fivallei2f1:::;sg;
j:l J:]_
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die es nahelegt, einen polynomialen Zusammenhang zwischeen skalierten Hilfsvekto-
ren , i 'k; zu vermuten.
Konkret wollen wir nun die Existenz von Polynomen g 2 P;; 1 beweisen, die

ki = g(h)x firallei 2f1;:::;sg (4.6)
erfillen. Wir verwenden dazu eine abschnittsweise Induktion,zeigen also

Pk = g (h)x firallei 2f1;:::: g (4.7)

itk =L T (tx) =
also gilt die Behauptung mit gp =1 2 Py; 1.

Induktionsvoraussetzung

0 1
"
Vil = Y @+ cghix+h as kA =x+ h auy, itk
i=1 j=1
0 1
X X
=x+ h a+1;G(h)x = @1+ h a+1;G(h)AX= g1 (h)x
i=1 j=1

fiv das Polynom
X
G+1(3)=1+3 a+1; G (3);
=1
das in P+ liegen muss, da die Polynomey fév j - ° héchstens inP-; ; liegen kdnnen.

Damit ist die Induktion abgeschlossen und (4.7) sowie auch4.6) bewiesen.
Die NaherungsBsung ist nach (4.4) gegeben durch

xe xe )
“(t+ hitx)= x+ hotx;h)= x+h bk =x+h b, ik
It i=1,

X X
=x+h  bg(h)x= 1+,h hag(h) x=g(h)x
i=1 i=1

fiv das Polynom
X
g():=1+3  hqg();
i=1
das wegeng 2 Pj; 1 in Ps enthalten sein muss. [

O®enbar steht die StabilitAtsfunktion g in enger Beziehung zum Approximationsfehler:
Die Di®erenz zwischen exakter Bsungy und approximativer L 8sung” ist gerade durch

y (t+h) i (t+hty @)=e®Mj gl h)e' =et(e"i g(h))
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gegeben, #r eine hohe Konsistenzordnung muss alsg eine méglichst gute Approxi-
mation der Exponentialfunktion sein. Aus dieser Beobachtung ergibt sich die folgen-
de Schranke # die von einem s-stu gen expliziten Runge-Kutta-Verfahren erreichbare
Konsistenzordnung:

Lemma 4.6 (Maximale Ordnung) Die Konsistenzordnung p eines s-stu gen expli-
ziten Runge-Kutta-Verfahrens betégt héchstenss. Im Falle p = s gilt
X i
)= o (4.8)
i=0

Beweis. Sei eins-stu ges explizites Runge-Kutta-Verfahren gegeben, und seg die ent-
sprechende Stabiliitsfunktion. Wir untersuchen den lokalen Diskretisierungsfehler #r
das Problem (4.5). Er ist gegeben durch

y (t+h)j y (t) y (t+h)ji (y (1)+ hO(t)y (1);h))

tx;h) = i i Oty (t);h)= h
_y(teh) i T bty (1) eV gCh)et | e i g(h).
h h h '
Durch Einsetzen der Exponentialreihe erhalten wir
A !
eepye 0% G et (h)**  e'(h.)*?
e(txih) = 5= T oh) * s T h o)
filv ein h. 2 [O; h.
Falls (4.8) gilt, folgt unmittelbar
e’t 5 s+l S sty e’t s s+l S et 5 s*2 s+l A .

also ist das Verfahren konsistent von Ordnungs und eine hdhere Ordnung auch nicht
mdglich.
Falls (4.8) nicht gilt, kann das entscheidende Polynom

X3 i

77 i)
i=0

in Null hdchstens eine Nullstelle der Ordnungs besitzen, also gibt es eine Konstante
c2 Rsp und ein hg 2 R>g so, dass

3i —

i g(3)=, c3®° fir alle 2 2 (0; ho):

— II%II

1
o

gilt, also auch

Ch) = et s
T a(,h)=i (s+ 1)

>|5||

T -
je(tx;h)j, h

=0
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s t s+l t s+l
((h)y e tospsil; (i-:-l)' hS  fiv alle h 2 (0; ho=,):

Demzufolge kann die Konsistenzordnung in diesem Fall $chstenssj 1 betragen. ]

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht: Es kann vorkommengass zu einer gegebenen
Konsistenzordnung p kein p-stu ges Runge-Kutta-Verfahren existiert.

Bemerkung 4.7 (Implizite Verfahren) Fir ein explizites Runge-Kutta-Verfahren
muss die zugefirige Matrix A eine strikte untere Dreiecksmatrix sein. Ware sie es nicht,

Wenn wir beliebige MatrizenA zulassen, erhalten wir im Allgemeinenimplizite Run-
ge-Kutta-Verfahren. Diese Verfahren unterliegen nicht derin Lemma 4.6 bewiesenen
Schranke fir die Konsistenzordnung, sondern Bnnen wesentlich Bhere Genauigkeiten
erzielen.

Beispielsweise Bnnen auch in diesem Fall die Vektorenc und b entsprechend einer
Quadraturformel gewahlt werden, etwa entsprechend einer Gau¥s-Formel. Es ist kahnt,
dass eine Gau¥%s-Formel mis Quadraturpunkten exakt bis zur Ordnung2sj 1 ist, und
man kann zeigen, dass das mit Hilfe einer derartigen Formel daeierte implizite Runge-
Kutta-Verfahren die Konsistenzordnung 2s besitzt.

Es ist auch bekannt, dass eine Quadraturformel mis Quadraturpunkten keine here
Exaktheitsordnung erreichen kann, dementsprechend kannuah ein s-stu ges Runge-
Kutta-Verfahren die Konsistenzordnung von2s nicht gberschreiten.

Ein so de niertes allgemeines Runge-Kutta-Verfahren hat derNachteil, dass in jedem
Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem mits unbekannten Vektorenk; geBst werden
muss, wodurch ein hoher Rechenaufwand zustande kommen kann

Einen Mittelweg beschreitensemi-implizite Runge-Kutta-Verfahren, bei denen die Ma-
trix A zwar eine untere Dreiecksmatrix ist, aber DiagonaleintAge ungleich Null zugelas-

indem eine Folge vons nichtlinearen Gleichungssystemen dr jeweils einen einzelnen
Vektor gelbst wird.
4.3 Extrapolationsverfahren

Die Abschétzung von Satz 3.2 in Kombination mit e-"=L ¥4 h IAsst uns erwarten, dass
bei einem Verfahren der Konsistenzordnungp fér hinreichend kleine Schrittweiten h eine
Abschétzung der Form

ky(t+ h;ty(t) i “(t+ h;ty()k- ChP? fir alle h 2 (0; hy) (4.9)

gilt. Falls wir annehmen, dass sich der Fehler um den Punkth = O in eine Taylor-
Reihe der Ordnungp + 2 entwickeln | Asst, missen wegen (4.9) die erstep + 1 Terme
verschwinden, und es bleibt eine Abscltzung der Form

ky(t+ h;ty(®) i “(t+ hty(t) i c,hP k- CchP*2  filralle h 2 (O;hy) (4.10)
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mit einer geeigneten KonstantenC. 2 R ¢ und dem Vektor c;, der mit dem Term der
Ordnung p + 1 der Taylor-Entwicklung korrespondiert.

Mit Hilfe dieser AbschAtzung kénnen wir die Konsistenzordnung des Verfahrens ver-
bessern: Wir berechnen eine isung” 1(t + h;t;y(t)) mit dem urspr énglichen Verfahren
und eine zweite LBsung” »(t + h;t;y(t)) mit einem Verfahren zu der halbierten Schritt-
weite h=2. Die Voraussetzung (4.10) impliziert dann

y(t+ hity(t) Y% 1(t+ hity(t) + chP*t;
y(t+ h;ty(t)) % o(t + h;t;y(t) + c,h(h=2);

und Multiplikation der zweiten Gleichung mit 2 P und Subtraktion beider Gleichungen
ergibt
P Ly(t+ hity(t) %2 o(t+ hity(t) i “1(t+ hity(1));

y(t+ hity(t)) Ya“s(t+ hity(t)) = 2ty h;t;y(tz)p)ii 1,1(t * v,

Ausgehend von (4.10) erhalten wir

ky(t+ h;t;y(t)) i “a(t+ hity(t)k

_ ;E: iy(H ety 22t h;t;y(tl)? izp’l(t + hity(t)o
= kP MEYE) | ot + Rty (D)
i (y(t+ hity(t)i “a(t+ hity())k
= Zpil 1k2p(y(t+ hity(t) i “20t+ hity(t) i c.h(h=2)P)
i (y(t+hty()i “a(t+ hty)i chPtk
zpil 1(2"ky(t+ hity(t) i “20t+ h;ty(t) i c h(h=2)Pk
+ ky(t+ hty(t) i “at+ hty(t) i chP™k)
1 + w2y _ CcRP+1) o
;12 Gt S ™) = i1 " i

also besitzt das durch” 3 gegebene Einschrittverfahren die Konsistenzordnung + 1.

Die Konstruktion von “ 3 entspricht der bekannten Grenzwertextrapolation: Im Idealfall
widen wir mit Schrittweite 0 rechnen wollen, aber das ist praktisch nicht durchf dhrbar.
Stattdessen rechnen wir mit den Schrittweiten h und h=2 und bestimmen das lineare
Interpolationspolynom, das die v diese Schrittweiten erhaltenen Werte tri®t, und wer-
ten es an der Stelle Null aus. Dreh- und Angelpunkt der Extrapolation ist die Kenntnis
einer Entwicklung der Form (4.10): Wenn eine solcheasymptotische Entwicklungvor-
liegt, kdnnen wir Einschrittverfahren hoher Ordnung durch einfache Kombination von
Verfahren niedriger Ordnung konstruieren, allerdings wird der Rechenaufwand dabei in
der Regel deutlich hdher als etwa bei einem Runge-Kutta-Verfahren ausfallen: Sam in

41



unserem Beispiel erfordert der Extrapolationsansatz derdreifachen Rechenaufwand des
Basisverfahrens.

Da bei einem Extrapolationsansatz die Schrittweite als enscheidender Parameter
bendcksichtigt werden muss, bemtigen wir eine etwas erweiterte Notation. Wenn wir eine
verbesserte Approximation mit Hilfe von n 2 N Teilschritten der Schrittweite h, := h=n
berechnen wollen, ni\ssen wir

“n(t):
“n(t+(i+1)hy):

“(1);
“n(t+ihn)+ ha©O(t + ihy; "n(t+ ihy); hp)

Ideal wAre n = 1 , denn dann wlre h, = 0 und aus unserem Konvergenzsatz 3.2 und
der Konsistenz des zugrundeliegenden dherungsverfahrens wde ", = y(t + h) folgen.
Da die Berechnung unendlich vieler Zwischenschritte zu lage dauern wirde, midssen
wir uns auf endlich viele von ihnen beschénken und ho®en, dass wir trotzdem eine gute
Approximation des Falls h,, = 0 erhalten. Abstrakt bedeutet das, dass wir die Funktion

Aih :fhp=h=n : n2 Ng! V; hn 7! “n(t+ h)

untersuchen und sie stetig in Null fortsetzen nfichten. Damit das sinnvoll médglich ist,
missen wir etwasiéber das Verhalten vonA., in der Ndhe der Null wissen: Wir brauchen
eine asymptotische Entwicklung

Genauer gesagt gehen wir davon aus, dass es Konstant€g 2 R und hy 2 Rs und

K n(t+ h)+ er(t)h? + ex(t)hP*! + i+ g()hP™ &I Doyt + h)k - CchPHk (4.11)

fir alle h 2 (0; hy), alle t 2 [a;bj h] und alle n 2 N gilt. Aus dieser Abschétzung folgt,
dass

Ben(hn) == y(t+ h)i er()h? i ex()hP*' j i e(t)hP ki D (4.12)

eine gute Approximation von “,(t + h) ist. Wenn wir dieses Polynom konkret berechnen
kénnten, hatten wir die M gglichkeit, den Wert A, (0) = y(t + h) zu bestimmen, also die
exakte L8sung. Leider ist es nicht so einfach: Das Polynondy, lasst sich nicht direkt
bestimmen.

Stattdessen approximieren wir es: DaBy, (hy) eine gute Approximation von ", (t + h)
ist, kdnnen wir eine gute Approximation von A, gewinnen, indem wir ", (t + h) in
ausgewdhlten Punkten hy, interpolieren. Das so konstruierte Interpolationspolynam A
erfillt

Acn(hn) = “n(t + h) % B (hp) (4.13)

in allen Interpolationspunkten hp, und wir k@dnnen es in Null auswerten, um

At;h (0) Ya ﬁt;h (0) = y(t + h)
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zu bestimmen. Zur De nition der Stiizstellen der Interpolation geben wir Schrittzahlen
No <ni<:::<n y mitkorrespondierenden Schrittweiten h,, = h=n; vor, berechnen die
NAherungspBsungen

“i="n(t+h) fiv alle i 2f0;:::;kg;
und suchen ein InterpolationspolynomAy,, das
Acn(hp) = 7 fiv allei 20;:::;kg (4.14)

erfllit. Infolge der speziellen Gestalt von Ay, bietet es sich an, das PolynomAgy, in dem
Polynomraum
8 9
< )4( =
V= x 7' @&+ @xPH Uil @y @2V,

=1

zu suchen. Zur Analyse emp ehlt es sich, auch das reellwert® Gegensiick

zu untersuchen. Aus Existenz- und Eindeutigkeitsaussageritv den reellwertigen Fall

lassen sich dann einfach die korrespondierenden Aussager fden allgemeinen Fall ge-
winnen. Da Wy von den Bblichen Polynomrdumen abweicht (einige Monome fehlen),
midssen wir zurAchst Existenz und Eindeutigkeit eines Interpolantenq 2 W diskutie-

ren.

Lemma 4.8 (Interpolationsaufgabe) Seien Stitzstellenxg >x1>:::>X x> 0und

a(xi) = g fiv alle i 2f0;:::;kg:
Beweis. (vgl. [1, Lemma 4.33]) Wir betrachten die Abbildung
0 1y
k+1 k+1 - X — (P DA
§: R 1 Rk (ot )7 @+ i x!
=1 i=0

die o®enbar linear ist. Falls wir nachweisen #nnen, dass sie auch injektiv ist, folgt aus
Dimensionsg#nden, dass sie auch surjektiv ist, also eindeutig invertiebar. Da § gerade

XK .
g:R! "o+ TyxPr L i alle x :
R! [ xPri b fiv alle x 2 R (4.15)
j=1
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der Interpolationsaufgabe implizieren.
Zum Nachweis der InjektivitAt xieren wir “o;:::; k 2 R so, dass 8(o;:::; k) =0
gilt. Wir f ghren das Polynomaa 2 Py; 1 durch

Xk .
®(x)=  xlit fivr alle x 2 R
i=1

ein und stellen fest, dass
q(x) = ® + xPou(x') fir alle x 2 R
mit dem in (4.15) de nierten q2 Wy gilt. Daraus folgt
i ®& = xipqa(xi! ) fiv allei 2f0;:::;kg: (4.16)

Wir de nieren die Funktion

' CR! R; 371 TRl P
und erhalten
xP(xi )= i “oxPxI P =i o= xPau(x|) fivallei 210;::::kg;
die Funktion g interpoliert also ' in allen Punkten Xg;:::; X .

Insbesondere interpoliertg. die Funktion ' in den Punkten x;:::;X;, SO dass wir
die bekannte Formel fr den Interpolationsfehler anwenden ldnnen: Es gibt ein3 2
[Xp:::1:Xi] so, dass sich der Interpolationsfehler im Punktxg durch

' (k)(s)
k!

darstellen IAsst. Wir wissen aber bereits, dass iy die Funktion ' und das Polynom g
ebenfalls@bereinstimmen, also folgt

®(xh) i ' (xp) = (Xp i X1)CC@oi Xi)

'(k)(s)
0= —

Da die x; paarweise verschieden und positiv sind, sind auch dig{ paarweise verschieden
und positiv, also muss

(X i X1)Cey i Xi):

0=" (k)(a)

gelten. Wegen? > 0 und p > 0 kdnnen wir aus der De nition von ' bereits o = 0
folgern.
Durch Einsetzen in (4.16) und Dividieren durch xip erhalten wir

oe(x{)=0 firallei 2f0;:::;kg:
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Da die x; paarweise verschieden sind undp nur ein Polynom der Ordnung k j 1 ist,
folgt per Identit Atssatzq, =0, also auch 1= :::= ¢ =0.

Demzufolge enthalt der Kern von 8§ nur die Null, somit muss § injektiv und damit
auch bijektiv sein, und die durch

gegebenen Koezzienten de nieren eindeutig das gesuchte Palpm q. [ ]

Indem wir das Lemma auf die kanonischen Einheitsvektoren awenden, erhalten wir
die zu unserer Interpolationsaufgabe gefrenden Lagrange-Polynome: B jedesi 2

1 fallsi=j;

(%) 0 ansonsten

fivallej 2f0;:::;kg: (4.17)

X
q:= gLi 2 Wy
i=0
de nieren. Wir k 8nnen aber mit Hilfe der Lagrange-Polynome auch die uns eigéicth
interessierende Interpolationsaufgabe im vektorwertiga Raum W\ Idsen:

Lemma 4.9 (Vektorwertige Interpolationsaufgabe) Seien wieder die Shitzstellen
mit
Ax) = A fir alle i 2f0;:::;kg: (4.18)

Beweis. Unter Verwendung der in (4.17) eingefihrten Lagrange-Polynome de nieren wir
A durch
X
A= ALj:
i=0
Aus L; 2 Wy folgt direkt A 2 V,, und da es sich um Lagrange-Polynome handelt,
erhalten wir auch
A(xj) = ALi(xj)= A fiv allei;j 210;:::;kg:
i=0
Zum Nachweis der Eindeutigkeit “xieren wir ein zweites Polynom A°2 W, das ebenfalls
die Eigenschaft (4.18) besitzt. Daraus folgt, dass die Di®@enz A := Aj A2V, in allen
Punkten x; gleich Null sein muss. Nach De nition des RaumsVy kénnen wir Vektoren

Xk .
Ax)= @+ @xPH'UiD fiv alle x 2 R
j=1
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Xk .
B(x):= & AX)i = h&;®i + MB;@ixP' Ui D fir alle x 2 R

j=1

de nierte Polynom. O®enbar ist es ein Element vonWy, das in allen Punkten x; ver-
schwindet, also impliziert die Eindeutigkeitsaussage vorLemma 4.8 bereitsh, ~ 0 und
damit insbesondere 0 =h®;®i = k®k?2. Da i beliebig gewdhlt war, folgt A = 0 und

damit auch A= A° n
Zur De nition des Polynoms At;h 2 Vi wenden wir das Lemma 4.9 auf die Punkte
Xo = hny; 117Xk = hn, @n und die Werte Ag = “¢;:::; Ac = " an und erhalten
- X
At;h = iLi 2 VkZ
i=0

Nun miéssen wirdberprifen, dass das Extrapolationsverfahren auch die geinschte Kon-
sistenzordnung erreicht. Da das PolynomAg, geméVs (4.13) durch Interpolationgesirter
Werte von A, entsteht, méssen wir analysieren, wie diese $tung sich auf den gesuchten
Wert Ay, (0) auswirkt.

Den Ein°uss von Stdrungen der zu interpolierenden Werte auf den Interpolant@ be-
schreibt die Lebesgue-Zahlin unserem Fall sind die S#ékzstellen geradeh,, und gehdren
zu einer NAherungsBsung, die mit Hilfe von n; Zwischenschritten berechnet wurde, es gilt
also geradeh,, = h=n;. Da wir fi die Konsistenzuntersuchung an von der Schrittweite
h unabhangigen Gmen interessiert sind, missen wir erreichen, dass die Lebesgue-Zahl
von h unabhéngig ist:

Lemma 4.10 (Lebesgue-Zahl) Es gibt eine Konstante a(ng;:::;ng), die nur von
No;:::; Nk, aber nicht von h abhéngt, und die

aXe . . ) . A

° ALi(0)2 - a(ng;::i;n)maxftk Ak i 2f0;:::;kgg faralle Ag;:::;Ac2 V

i=0
erfallt.
Beweis. Wir bezeichnen die Lagrange-Polynome zu den Interpolationsunkten Rg =
1=ng;:::; Rk = 1=ng mit Bp;:::; 1B und deieren die Lebesgue-Zahl durch
a(ng;:::;NK) == jlpi(O)j:
i=0
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also impliziert die Eindeutigkeitsaussage von Lemma 4.8 hreits
B (x) = Li(hx) fir alle x 2 R;

und damit insbesonderell; (0) = L;(0).

gilt
oXe I _ X _ X _
s ALi(0) - KAKJLi(0)j- C  jLi(0)j=C jb(0)j = Co(ng;:::;n);
i=0 i=0 i=0 i=0
und der Beweis ist abgeschlossen. ]

Wir wenden diese Absclitzung auf die Di®erenz,5\m1 i ﬁt;h 2V, an und nden

verstarkt. X X
Aus der Wahl von Aqn und By, (siehe (4.12) und (4.14)) folgt
KAgn (xi) i Ben (xi)k = K o, (t+ h)+ er()hh + :10:+ a(hf CT D y(t+ h)k
+ CchRtk . CchPt ik fiv allei 2f0;:::;kg:
Mit Hilfe der Lebesgue-Zahl erhalten wir
kAch (0) i y(t+ h)k- a(l=ng;:::;1=n,)CchP** ;

die gewdnschte Konsistenzbedingung mit einer vorh unabhAngigen Konstanten.

Um nachzuweisen, dass das Extrapolationsverfahren wie geimscht funktioniert,
midssen wir die Existenz von asymptotischen Entwicklungen deForm (4.11) diskutieren.
Da diese Abschitzung im Wesentlichen den Unterschied zwischen der BherungsBsung
“a(t+ D)+ e()hR + 1+ e )hR €Y und der Lésungy(t + h) beschreibt, liegt es
nahe, die Untersuchung auf Grundlage der Konsistenzordnug zu fdhren.

Wir beschrédnken uns auf den Fall! =1 und k =2 und midssen zeigen, dass

K n(t+ h)+ et+ h)hP i y(t+ h)k- CchP*t (4.19)

fir alle h 2 (0;hy), t 2 [a;bj hJund n 2 N gilt.

Unser Ziel ist es, die Funktion e zu konstruieren. Dazu verfolgen wir den Ansatz, ein
zweites Einschrittverfahren mit der Inkrementfunktion © so zu konstruieren, dass es die
hdhere Konsistenzordnungp + 1 besitzt und

en(t+ihn) = “n(t+ ihp)+ e(t + ihy)hP (4.20)

fiv seine NAherungsBsunge, gilt. Dann folgt n Amlich aus dem Konvergenzsatz 3.2 be-
reits (4.19). Die NAherungsBsung e, (t + h) ist gegeben durch

en(t) = " (1);

47



en(t+(i+1)hy):= & (t+ ihy)+ hp®(t + ihp; & (t + ihp); hy);
also nimmt die Bedingung (4.20) die Form
“n(t+(i+1)hy)+ et +(i+1)hy)hf = & (t+(i+1)hn)

en(t+ ihy)+ ha®(t + ihy; & (t + ihy); hp)
“n(t+ihp)+ e(t+ ihp)hh + h,®&(t + ihp; " n(t+ ihp) + et + ihp)hP; hy)

an und wir gelangen mit
“n(t+(i+1)hy)= "n(t+ihp)+ ha©(t + ihp; o (t+ ihp;hy)
zu dem Ansatz
©t;x;hn) :=0(t;x i e(t)hP;hy)+(et+(i+1)hy)i et+ ihy))hpil:

Nun betrachten wir den lokalen Diskretisierungsfehler desneuen Naherungsverfahrens
®, der durch

e(ty();hy) = Y h’;])‘ Y 1 ety (t): h)

: 1n(y<t+ ha)i V@) i ha®(EY () | eOhE:hn)
(e(t+ (i +1)hn) i e(t+ ihp)hd)

gegeben ist. Wir verwenden die Taylor-Entwicklung von © im zweiten Argument, um

Oy (D) i sONRiha) = O(LY(Wiha) i SRR (LY (D):h)
(H)ha’ o

+ -

2 @%

mit einem Zwischenpunkt » 2 [0; 1] zu erhalten. Den zweiten Term dieser Entwicklung
entwickeln wir im dritten Argument, um

(ty(t) + »gt)hy; hn)

%D)gt;y(t):hn) = g}%t;y(t);o)+ hng)%(ﬁ;y(t);m)

mit einem Zwischenpunkth, 2 [0; hy] zu gewinnen. Da © mindestens von erster Ordnung
konsistent ist, gilt ©(t;x; 0) = f (t;x), also auch

Cg))gt;y(t);hnh g:gt;y(t)H hné{@é@(ﬁ;y(t);m):

Schlie¥lich wenden wir die Taylor-Entwicklung auch in der Fom

e(t+(i+1)hy) i e(t+ihg)= hpeYt+ ihy)+ hjeo?t"'(i + 3)hp)
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mit einem Zwischenpunkt” 2 [0; 1] an, um auch den letzten Term vong zu vereinfachen.
Wir sammeln die Restterme in

. hRi
R = TGy + v
. @

@(h y(t);he) + *e?t+(l+3)h )

und erhalten
B 1

y(t+ hn) i Y(1) i ha©(ty(1); hn) + e(t)h}™ @g y(®) i hi™eto)
+ hE™ R(t hn ;i)

e(ty(t); hn)

@f !
(ty(t);hn) + hi e(t) gyt YD) i () +hi™R(thn:i)

Jetzt midssen wir die Konsistenz des urspinglichen Einschrittverfahrens einsetzen. Da es
eine Konsistenzordnung vonp besitzt, folgt aus der Taylor-Entwicklung (4.1) des lokalen
Diskretisierungsfehlers bereits die Darstellung

A ! A !
hp -y (t) @© heet yP2A(t,)  @'o
(ty(t);h) = — i t; + i t:x;hy
Gy = 0 T GRtx 0 F gy o g (Exihs)

mit x = y(t), hy 2 [0;h] und t+ 2 [t;t + h]. Wir de nieren

yr i@ @o, . ) _
d(t) := (p+ 1) i @H(t,y(t),O) fr alle t 2 [a; b
und erhalten fiy die Konstante
( ° Z

1 o y(P+2) (¢ @+1©
C1 = max oY (+)i @H+1(txh ) - h2(0;hy);
)

(p+1)I° p+2
t 2 [a;bi h];hs 2 [0;h]
die lokale Abschitzung

ke(ty(t):h) i d(t)hPk - C,hP* fir alle h 2 (0;hy);t 2 [a;bj h:

Einsetzen in g féhrt zu

o o

o f o . .
Ke(SY(i M)k - hBZ(S) i e(9) siv(s) + 92 + ™ (Ca+ KR(S: P )W)
Wenn wir also e(t) als LAsung der gewhnlichen Di®erentialgleichung

o) =0; 1) = e(5) gsY(S) i 49 s2 [t + h]
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de nieren, folgt unmittelbar
ke(s; y(s); hn)k - hﬁ+1(01+ kR(s; hn;i)K);

und wir k@dnnen wie@blich eine obere Schrankelir kR(s; h,;i)k "nden und so beweisen,
dass® die Konsistenzordnungp + 1 besitzt.
Anwendung des Satzes 3.2 ergibt dann

K'n(t+h)i e(t+h)hfi y(t+ h)k=Ken(t+h)i y(t+h)k- Chp™

fiv eine Konstante C 2 Rs o, und das ist die gesuchte Abscitzung.

Wir k 8nnen den beschriebenen Prozess induktiv foihren, um durch Addition wei-
terer Terme die Konsistenzordnung weiter zu erdhen und damit Aussagen der Form
(4.11) zu gewinnen. Voraussetzung ist immer, dass © und hinreichend oft di®eren-
zierbar sind, wir kénnen also auch mit einem Extrapolationsverfahren nur dannhghere
Konsistenzordnungen erreichen, wenn die fisung hinreichend glatt ist.
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5 Schrittweitensteuerung

5.1 Einschrittverfahren variabler Schrittweite

Wie wir bereits in Bemerkung 3.7 gesehen haben,&ngt die Konsistenzordnung mit dem
Verhalten der LAsung zusammen. Falls die Bsungy zweimal stetig di®erenzierbar ist,
folgt beispielsweise #r das explizite Euler-Verfahren

ke(ty )k = kyXte) i yAOk = (te i ky%tes )k
mit Zwischenpunkten t. 2 [t;t + h] und t++ 2 [t;t.]. Daraus folgt
ke(ty(t):h)k - hmaxfky*s)k : s2 [t;t + h]g; (5.1)

also eine lokale Konsistenzabsdtzung.

Im Falle von Bemerkung 3.7 haben wir das Maximum auf der rechtn Seite dieser
Abschétzung durch das Maximum @ber das gesamte Intervall §; b weiter abgeschitzt
und dadurch eine global gleichnévzige Abscltzung fiv den Diskretisierungsfehler erhal-
ten.

In der Praxis kann eine derartige gleichnAvige Absclitzung unattraktiv sein: falls die
zweite Ableitung nur auf einem kleinen Teilstédck von [a; b sehr gro%e Werte annimmt,
wikden Teile der LAsung unrdtig genau approximiert, und dadurch wére der Rechen-
aufwand zu hoch.

Wesentlich attraktiver w Are es, die Schrittweite adaptiv zu wahlen, sie also dort nur
dort klein zu wahlen, wo das Verhalten der dsung es erfordert.

Zur nAheren Untersuchung dieser Vorgehensweise xieren wieliebigePunkte

a=tg<ti<:i:<t,=Db;
deren Abstande durch
hi == tiv1 it fivallei 2f0;:::;nj 1g

gegeben sind. Insbesondere sind wir an dem Fall interessiedass diese Absénde nicht
mehr unbedingt gleich gro¥a sind, sondern sich dem Verhalteder LAsung anpassen.

Nativlich missen wir dabei darauf achten, dass die Genauigkeit derdsung weiterhin
gesteuert werden kann. Zur Analyse des Fehlers gehen wir wien Beweis des Satzes 3.2
vor, allerdings missen wir den Beweis etwas verallgemeinern und eine etwas miger
scharfe Abschitzung in Kauf nehmen.
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Der Beweis des Satzes basiert auf Lemma 3.1, das undgrdert auch filr den Fall nicht-
Aquidistanter Punkte t; gilt. Selbstverstéandlich kénnte man auch hier da#ber nachden-
ken, statt der globalen Lipschitz-Konstanten L lokale Lipschitz-Konstanten L; zu ver-
wenden, um eine unregelmviige Fehlerfortp®anzun zu beschreiben, wir bescAinken uns
im Interesse der Einfachheit auf die globale Lipschitz-Bedigung (3.6).

Bei konstanter Schrittweite erhielten wir im Beweis von Satz 3.2 eine geometrische
Summe, die sich direkt ausrechnendsst. Bei variabler Schrittweite ist das nicht mehr
der Fall, aber wir erhalten immerhin noch die folgende Aussge:

Satz 5.1 (Variable Schrittweite) Sei © Lipschitz-stetig im zweiten Argument, es gel-
te also (3.6). Sei

éo = maxtk ¢(ti;y(ti); hi)k - i2f0;:::;ni 199 (5.2)
der maximale lokale Diskretisierungsfehler. Dann gilt dieAbschatzung
ky(t) i “(t)k - ¢o(tj a)e-tid fir alle t 2 [a; bp:

Beweis. Seit 2 [a; b],. Da der Fall t = a trivial ist, beschr Anken wir uns auft = t; mit

yi = y(t) fivallej 2f0;:::;ng
und beweisen zuéchst die Hilfsbehauptung
ky(tt;yi) i (Gt y)k e ot ty)e-(titia) fivallej 2f0;:::;ij 1g (5.9

durch (endliche, absteigende) Induktiongber j .
Der Induktionsanfang j = i j 1 ergibt sich aus

hje(tisyihy) = y(t + histisyi) iy i hj©;yshy) = y(t+a) i (v + hj©(t;y;;hy))
y(ti+) i T tiy) =y i Tty

direkt, denn es gilt

Ky(t; )i " (Gt yk= ky(t) i "t y)k = hike(t;yishp)k - (ti tj)éo:

erhalten wir

Ky(tti; 1y )i Gty Ok= ky(Gtsy) i "6t (Gt 1y 1))k
ky(tsy) i T y)k+ K (G0 TGt oy D)k
Kyt ) i Gt yKE Ky it g ket

Dank der De nition des lokalen Diskretisierungsfehlers fojt

Ky; i ’(tj G nY k= ky(t) i (y(ty; )+ hj 1O 13y 1 hy; )k
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= hj;ake(t oy ohy k- (G0t 1) éo;
und zusammen mit der Induktionsbehauptung erhalten wir

Ky(Gt Y1) i (Gt Yy Dk ot t)e i)+ gty ty; 1)et )
<ol ty; a)et s

also die erforderliche Absclatzung.
Indem wir (5.3) auf j = 0 anwenden, erhalten wir die gewinschte Aussage. [

5.2 Kombination zweier Verfahren unterschiedlicher Ordnu ng

Sei eine Genauigkeitz 2 Rso gegeben. Satz 5.1 besagt, dass es ausreicht, die lokalen
Diskretisierungsfehler ¢,(ti; y(ti);yi) unter die Schranke

2
(bi a)e®

zu dridcken, um zu garantieren, dass die MherungsBsung in allen Punkten des diskreten
Intervalls [a; b, hdchstens einen Fehler vort aufweist.

Wie wir in (5.1) bereits gesehen haben, Angt der lokale Diskretisierungsfehler aber nur
von dem lokalen Verhalten der Ldsung ab und kann deshalb auch lokal gesteuert werden,
indem man die Schrittweite h; geeignet wahlt. Das Ziel ist es also, die Schrittweiten so zu
wahlen, dass einerseits eine gewisse Genauigkeit erzieltrdiund andererseits nBglichst
wenige der potentiell aufwendigen Funktionsauswertungemurchgefdhrt werden midssen.

Da wir den Fehler nie exakt kennen l@nnen, sind wir auf Abschdtzungen angewiesen,
die sich praktisch berechnen lassen. Eine gute Heuristik [steht darin, zwei Einschritt-
verfahren ©; und ©, unterschiedlicher Ordnung zu verwenden.

Wir bezeichnen die zu § und ©, gehdrenden NaherungsBsungen mit” ; und “ , und die
entsprechenden lokalen Diskretisierungsfehler mig; und ¢, und fordern, dass die beiden
Verfahren von p-ter beziehungsweise f + 1)-ter Ordnung sind, i.e., dass Konstanten
hy;C1;C2 2 R o mit

kéa(ty(t);h)k - C1hP; kea(t:y(t); h)k - CohP*t fir alle h 2 (0; hy)

existieren. Wir gehen davon aus, dass sich der Fehlgg in Null in einer Taylor-Reihe der
Ordnung p + 1 entwickeln | Asst, dass also ein Vektorc, und eine Konstante C; 2 Rsg
mit

kea(ty(t);h) i c;hPk - CchP*l fir alle h 2 (0; hy) (5.4)
existieren. Aufgrund dieser Annahme gilt

“a(t+ bty () i T2(t+ hity(t))
= (t+ hity(t) i y(t+ h)+ y(t+h)j “2(t+ h;t;y(t))
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i héa(ty(t);h)+ hea(ty(t); h)
i hhPc, + hhPc, | héa(ty(t);h) + hea(ty(t); h)

i hP*tc, + h(hPe, i a(ty(t);h))+ hea(ty(t);h);

also bringen wir hP*1 ¢, auf die linke Seite der Gleichung und erhalten

o o

o Tt Mty®) i “ao(t+ hity(t)e hkc;l(t;y(t);h)i hPc k + keao(t y (t); h)k
°oC i hp+1 ° hp+1

- (Cc+ Co)hy;

wir k@nnen somit den Vektor ¢, aus (5.4) approximativ bestimmen. Das bietet uns die
M@glichkeit, die Schrittweite zu regeln: Wenn h hinreichend klein ist, ist

Q0. 2t hty(®) i “o(t+ hity(t)
(A hp+1

eine gute Approximation von c;, und es gilt
kéa(ty(t); Mk - k ¢ kAP + CchP*t
-k kAP + ke, | cOknP + CcaPtt
-k knP +(2Cc + Cp)hPH fiv alle i 2 (0; hy):

Um eine gute Heuristik zu erhalten, vernachissigen wir den zweiten Term und néssen
fiv die gegebene Genauigkeity 2 R> ¢ (vgl. Satz 5.1) die Ungleichung

kedkiP - ¢
sicherstellen. Das istAquivalent zu
AP . ﬁik
P cohP™ :
Ka(t+ hity ()i “2(t+ hity(D))k’
. H ioh 1=p

K1(t+ hity(t)) i “2(t+ hity(t)k

AuYser iy t = tg ist y(t) nicht bekannt, hier miAssen wir also stattdessen unsere #he-
rungslésung “ (t) verwenden und erhalten die folgendeheuristische Schrittweitensteue-
rung:

2 Berechne” 1(t + h;t;” (1)).
2 Berechne” »(t + h;t;” (1)).

2 Berechne®:= ¢gph=k 1(t+ h;t;" (1)) | "2t + h;t;” (1)) k.

N

Setzeh = he ®.
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2 Berechne” (t) = "1(t + h;t;” (1)).

Nativlich sind Verfeinerungen dieser Methode denkbar. Fallsh sich nicht sehr von h
unterscheidet, kann man etwah := h setzen und den bereits berechneten Werf 1(t +
h;t;” (t)) fiév “ (t) verwenden.

Die Schrittweitensteuerung mit Hilfe zweier Verfahren unterschiedlicher Ordnung
funktioniert im Allgemeinen nur dann, wenn beide Verfahren tatsAchlich unterschiedli-
che Konsistenzordnungen aufweisen. Das Runge-Verfahren aBeispiel 4.3 erreicht nur
dann eine Konsistenzordnung von 2, fallsf zweimal stetig di®erenzierbar ist. Solltef
nur einmal stetig di®erenzierbar sein, Bnnen wir nur eine Konsistenzordnung von 1
erwarten, so dass die Absclitzungen, auf denen unser Verfahren basiert, nicht mehr
gelten.

Bemerkung 5.2 (Euler-Verfahren) Die Annahme (5.4) hAngt ebenfalls von der Dif-
ferenzierbarkeit der Ldsungy ab.
Fiv das explizite Euler-Verfahren etwa haben wir

h2 h3
y(t+h) =y + hyX+ —yRo+ gy@(h)

h2 h3
y(O+ hf (Gy(0) + Sy + gy“”) (t+)

e hep h? ooy + V@
(t+ hity)+ SyR0+ £y ()

fidv einen Zwischenpunktt, 2 [t;t + h], also folgt

Kty @i i hy®0)=2k = Shy(t+ h) 7 (t+ hity() i hey*t)=2

1h° @ h ®
= EEky (te )k - Emaxfky (s)k : s2[t;t + hlg

so dass wir (5.4) einfach mit

c; = y)=2; Ce:= %maxfk y@(s)k : s2[tt+ h]g
erfillen kdnnen.

In die Herleitung der Formel fir die Schrittweitensteuerung geht die Konstante C. nur
in der Form ein, dassh ,klein genug\ sein muss, um den Term C.+ C)h ignorieren zu
kénnen. Diese Konstante muss also zur Durclifhrung des Verfahrens nicht unbedingt
bekannt sein, stattdessen geAgt es, sie geeignet abzusdéizen oder experimentell zu
bestimmen.

Wir sind selbstverstandlich daran interessiert, die genauere Mherung” »(t + h;t;” (t))
mit m @glichst geringem zugtzlichen Aufwand zu bestimmen. Einen guten Ansatz hier-
zu bieten eingebettete Runge-Kutta-Verfahren bei denen zwei MiherungsBsungen unter-
schiedlicher Genauigkeit mit Hilfe einer einzigen zuétzlichen Stufe berechnet werden.
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Ein Beispiel dafir das das folgende Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren, das die &nsis-
tenzordnungen 4 und 5 besitzt:

0

1 1

5 5

3| 3 9

10 40 40

4 44 . 56 32

5 45 I 15 9

8 | 19372 . 25360 64448 . 212

9 | 561 | 2187 561 | 729

1| Q17 . 355 46732 49 . 5103
3168 I 33 5247 176 I 18656

1| 35 0 500 125 . 2187 11
384 1113 192 I 6784 84
35 0 500 125 . 2187 11
384 1113 192 | 6784 84
5179 0 7571 393 . 92097 187 1
57600 16695 640 | 339200 2100 40

Das erweiterte Butcher-Tableau ist wie folgt zu interpretieren: Die beiden letzten Zeilen
geben Vektorenb” und £ an, mit denen die beiden MdherungsBsungen

X1 xs
“(t+ hit;x)=x+h bkj; “o(t+ h;t;x)=x+ h b K
j=1 j=1

berechnet werden Bnnen. Wichtig ist, dass beide Ergebnisse auf denselben \Vieken

letzten Vektor ks nicht verwendet. Durch diesen Ansatz lassen sich mit densben Funk-
tionsauswertungen zwei unterschiedlich gute MherungsBsungen gewinnen, indem ledig-
lich unterschiedliche Linearkombinationen der Hilfsvektoren verwendet werden.

Man kann beweisen, dass ein explizites Runge-Kutta-Verfahme der Konsistenzordnung
5 mindestens 6 Stufen begtigt. Das hier vorgestellte Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren
bendtigt 7 Stufen, allerdings lasst sich durch den sogenanntefehlberg-Trick die 7. Stufe
quasi, kostenlos\ gewinnen: Wie man sieht, stimmen die letzte Ze& von A und die Zeile
von b’ fir die Konsistenzordnung 4#berein, es gilt also

0 1 0 1

X6 X6
k7=f @+ hx+h akA=Ff@+hx+h BkA=f(t+h (t+h)):
j=1 j=1

Die letzte Auswertung von f in einem Schritt entspricht also der ersten Auswertung im
folgenden Schritt, so dass i die gesamte Berechnung lediglich 6 + 1 Auswertungen
statt der bei naivem Vorgehen erforderlichen h bendtigt werden.

Dieser Trick funktioniert nat évlich nur, falls die angepasste Schrittweite i der fidr
die Schrittweitensteuerung verwendeten Schrittweiteh entspricht, es emp ehlt sich also,
allzu hdu ge Anderungen der Schrittweite zu vermeiden.
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5.3 Kombination durch Extrapolation

Die Steuerung der Schrittweite mit Hilfe zweier Verfahren wnterschiedlicher Konsistenz-
ordnung ist relativ elegant, falls solche Verfahren fv den jeweiligen Anwendungsfall zur
Verfidlgung stehen. Man kann allerdings auch eine Steuerung der Buttweite erzielen,
ohne auf ein separates zweites Verfahren zickzugreifen, indem man stattdessen die-
ses zweite Verfahren durch Extrapolation aus dem Ausgang®rfahren konstruiert. Wir
berechnen also eine lherung

“1(t+ hity () = y(t) + hO(t y(t); h)

mit dem Bblichen Einschrittverfahren und eine zweite Naherung

ot =23t y(0) = YO+ DOty (©);h=2);
Dot hity(t) = Ta(t+ h=2ity (1) + 2©(t;’ 2(t+ h=2;ty (t)); h=2);

die ho®entlich genauer als die erste sein wird. Wegen Satz 3d&fen wir erwarten, dass
fiv hinreichend kleine Schrittweiten h die Abschédtzungen

ky(t+ hity (D) i “a(t+ hity(D)k - ChP*L; (5.52)
HT

ky(t+ h;ty () i “2(t+ hity(t)k- Ch >

(5.5b)

gelten (wegenet" =L ¥ h). Wenn wir wieder davon ausgehen, dass sich der Fehler nach
h entwickeln lAsst, dass also die Ungleichungen

ky(t+ h;ty(t) i “1(t+ h;ty(t) i c;hPlk. CchP*?;
H hﬂ p+2

ky(t+ h;ty(t) i “20t+ hity(t) i c.h(h=2)Pk- Cq >

fir einen geeigneten Vektorc, erflllt sind, folgt

To(t+ bty (1) i Ca(t+ hity(t))

= "ot +uh;§ﬁy(t)) i y(t+h)+y(t+h)j “1(t+ hity(t))
p
Vaich o+ c,hP*t = ¢, (1 21 P)hP*t

Praziser erhalten wir
o

s, 2t hty®) i at+hity®)s  Ce
oL | (1l 2i p)hp+1 ° 1| 2ip "’

fiv hinreichend kleinesh ist also
Q= “a(t+ hity () i C2(t+ hity(t))

¢ (1i 21 P)hert
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eine gute Approximation von c;, und wir kdnnen mit
he(ty(t);h) = y(t+ hity(®) i “a(t+ hity(t) Yac,h*™

die Formel

i (i 27 Vo
kcOk Ka(t+ hityt) i “2(t+ hty(t)k

<

h:=

zur Bestimmung einer guten Schrittweite i gewinnen.

Bemerkung 5.3 (Praktische Belange) In der Praxis wird man mit Hilfe einer der
beiden vorgestellten Regeln eine geeignete Schrittweife verwenden, um einen Mhe-
rungswert im Zeitpunkt t + i zu bestimmen. Im rAchsten Schritt bietet es sich an, die
letzte Schrittweite i als Ausgangswert #v die Bestimmung der mchsten Schrittweite zu
verwenden. Allerdings kann diese Strategie nur dann funkbnieren, wennh nicht zu gro¥a
ist, denn dann wirden unsere Formeln, die ja nur fir , hinreichend kleine\ Schrittweiten
sinnvoll sind, zu unzuverissige Ergebnisse ermitteln. Es emp ehlt sich also, eine otee
Schranke fv die Schrittweite vorzugeben.

Falls die automatisch gewhlte Schrittweite i deutlich kleiner als h ist, mAssen wir
davon ausgehen, dass diedsungy nicht sehr glatt ist. Unter diesen Bedingungen drfte
auch schon die Schrittweiteh, die wir fir die Heuristik verwenden, zu zu ungenauen
Ergebnissen #hren. In diesem Fall emp ehlt es sich, mith := 2i einen zweiten Versuch
zur Schrittweitenanpassung zu unternehmen.

Dabei muss man zudtzlich darauf achten, dassh und i nicht zu klein werden. Sgite-
stens sobald man in den Bereich der Maschinengenauigkeit tkont, kénnte das Nahe-
rungsverfahren sonst unendlich lange rechnen.
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6 Steife Di®erentialgleichungen

6.1 Motivation des Begri®s

Bisher waren die von uns analysierten numerischen Verfahre @berwiegend explizit,
und wir haben gesehen, dass bei einer hinreichend kleinen I8ittweite diese Verfah-
ren brauchbare Approximationen der Ldsung eines Anfangswertproblems bestimmen.

Die Bedeutung von ,hinreichend klein\ hAngt dabei im Wesentlichen davon ab, wie
gro¥s die Lipschitz-Konstante der rechten Seitd ist: Je grévaer sie ist, destqweniger
glatt\ ist die L @dsung, und desto kleiner néissen wir die Schrittweite wahlen, desto lher
wird also der Rechenaufwand.

Es gibt Situationen, in denen eine gro%e Lipschitz-Konstantenicht unbedingt eine
geringe Schrittweite erforderlich macht, weil der Term, da die Konstante in die Héhe
treibt, nur geringen Ein°uss auf die exakte Ldsung des Problems hat. In diesen Situatio-
nen sind wir daran interessiert, Verfahren zu entwickeln, de diese Eigenschaft erben, also
mit einer gréveren Schrittweite trotzdem eine gute Approximation bestnmen kdnnen.

Als Beispiel befassen wir uns mit dem linearen Anfangswertfpblem

y(0) = Yo; yt) = Ay(t) férallet2 R o
mit einem Startvektor yo 2 R? und der Matrix
A = }“®+_ ® j -1
T2 ®  ®+

mit Koe+zienten ®; 2 R.
ZunéAchst bestimmen wir die bestngliche Lipschitz-Konstante filv die korrespondie-
rende rechte Seitef (t;x) = Ax. Da A symmetrisch ist, bietet es sich an, die Eigenwerte

zu bestimmen: Mit u 1
Q = 11 i1
P51
erhalten wir Q> Q = | und
H u — _Tu T u 1

sam_ 11 17 ®+ ®] 1i1 _ ® |
QAQ‘Zill i ~®+ 1 1 -

also folgt sofort kAk, = L := maxfj ®;] jg und damit
kf(t;x)i f(t;z)ka = KA(Xj 2)ks - k Akokx i zky = Lkx j zks;

und da wir x j z als Eigenvektor zum betragsgbvseren der beiden Eigenwerte Ahlen
kdnnen, folgt die Optimalit At von L.
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Zur Analyse des Verhaltens des Bsungy féhren wir die Hilfsfunktion 4 mit

$(t) := Q7 y(t) férallet2 R o
ein. Wegeny(t) = Q(t) muss
H® 1
M= Q¥ = QT Ay() = QAQY() = — — ()  fivallet2R o
gelten, die Hilfsfunktion I@st also das Anfangswertproblem
H® 1
$(0) = Y0 := Q" yo; 9qt) = — N fér alle t 2 R o

Nun sind die beiden Komponenten vony®entkoppelt und die Lésung ist explizit durch
91(t) = Yo 92(t) = Yoze ' fir alle t2 R o

gegeben. Ausy(t) = Q¥(t) folgt direkt

u

171 ilﬂuyo;le?tﬂ

_ — @t 1 n
y(t) = % 11 a6t ae” + be firallet2 R o
mit den Hilfsvektoren
VO] VO |
a.=%% 1. b= Sz i1
’ 2 1 ’ 2 1

Untersuchen wir nun das Verhalten eines Mherungsverfahrens. Der Einfachheit halber
beschénken wir uns auf das explizite Euler-Verfahren, das bei fegr Schrittweite h die
NAherungsBsung” (t) mit

“(t+h)y="(t)+ hA" (t) =2+ hA) (t) fiv alle t 2 [0;1 )y,
berechnet. Wir fidhren wieder die (diesmal diskrete) Hilfsfunktion ™ mit
NE) = Q77 (1) fiv alle t 2 [0;1 )p,
ein und erhalten

NEHR) = QT (L )= QU+ hA) (O = Q7 (1 + hAIQND
_ H1+ h®

Lo O fir alle t 2 [0;1 )p:

Per Induktion folgt

1+ he)ngg,

ﬂ(t) = (1+ h_)t:h90;2

fiv alle t 2 [0;1 ) (6.1)
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und somit wegen” (t) = Q”\(t) auch
“(t) = a(l+ h®)F" + b1+ h™)F" fir alle t 2 [0;1 )p:
Wir vergleichen die exakte und die gedherte Ldsung:

y(t) = ae®™ + bet
() = a(l+ h@)= + b1+ h7)Eh

Falls ®; > 0 gilt, verhalten sich die beiden Funktionenahnlich: Fir t ! 1 streben sie
exponentiell gegen unendlich.

Anders sieht es im Fall®; < 0 aus: Jetzt konvergiert y(t) gegen Null, wenn wir t
gegen unendlich gehen lassen, abef " (t) gilt das nur, wenn die Schrittweite h klein
genug ist, wenn also

j1+h® < 1; jl+hj<1

gilt. Wegen ®; < 0 und L = maxfj®;j jg ist das gerade fr h < 2=L sichergestellt, die
Schrittweite wird also tatsAchlich durch den betragsg/sten Eigenwert bestimmt.

Falls = ¢ ® < 0 gilt, ist fir das langfristige Verhalten die Ldsung nur der von ®
abh#ngige Term relevant, weilet sehr schnell gegen null streben wird. Trotzdem nissen
wir in unserem Naherungsverfahren die Schrittweite so @hlen, dassh < 2=L mit L = jj
gilt, wir m Asssen also etwas approximieren, das uns eigentlich gar nichteressiert.

Ein Anfangswertproblem, bei dem zwar die ldsung i lange ZeitrAume gegen null
strebt, bei dem aber verschiedene Anteile der Asung das mit sehr unterschiedlichen
Geschwindigkeiten tun, bezeichnet man alsteif : Bis zu einer gewissen Grenzschrittweite
(in unserem Beispiel 2L) berechnet das Naherungsverfahren unbrauchbare Bsungen,
sobald diese Schrittweite unterschritten wird, funktioniert plgétzlich alles.

Den Begri®, steife Di®erentialgleichung\ kann man dadurch motivieren,dass die Glei-
chung unseren numerischen Bsungsversuchen, Widerstand\ entgegensetzt, bis wir ge-
nug ,Kraft\ (also Rechenaufwand) investiert haben, um den , Widerstand zu brechen\.

6.2 Einsatz impliziter Verfahren

Da steife Anfangswertprobleme in vielen Anwendungen aufteten, stellt sich die Frage,
ob man Verfahren nden kann, die nicht auf die sehr restriktive Bedingungh < 2=L
angewiesen sind.

In dieser Hinsicht sehr erfolgreich sind implizite Verfahren. Als Beispiel stellen wir
dem expliziten Euler-Verfahren das implizite Euler-Verfahren gegember, das in unserem
Beispiel die Form

“(t+h)="(t)+ hA" (t+ h) fir alle t 2 [0:1 )y

annimmt. Da unsere Gleichung linear ist, kdnnen wir “ (t + h) direkt berechnen, indem
wir ein lineares Gleichungssystemdsen: Es gilt

(I'i hAY (t+ h)= " () fir alle t 2 [0; 1
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Indem wir wieder zu \t) = Q” " (t) wechseln, erhalten wir

(I'i hA)QM™(t + h) = Q™(t); Q7 (I'i hA)QM(t+ h) =" (t);
H1i h® f ,
e )=

so dass wir die Darstellung

Ho |l
Mt+hy= BN A
1i h
bewiesen haben. Per Induktion folgt

g
H1i he) =g,

Nt) = . fiv allet 2 [0;1 )p; 6.2
( ) (1| h )I t_hylo;2 [ )h ( )
und per Ridcktransformation erhalten wir schlie¥lich
‘()= a(li h®)i "+ 1 h7)i =N fir alle t 2 [0;1 )p:

Diese NaherungsBsung besitzt andere Eigenschaften als die, die wir im Falldes explizi-
ten Verfahrens erhalten haben: Sie finnte nur dann divergieren, wennjlj h®j < 1 oder
jli hj< 1qgilt, aber dank ®; < 0 ist das ausgeschlossen.

Das implizite Euler-Verfahren wird also eine Ldsung berechnen, die dr beliebige
Schrittweiten abklingt. Falls ~ ¢ ® < 0 gilt, ist 1§ h~ A 1; h® > 0, der von ~
abhangige Anteil der Ldsung wird also auch wesentlich schneller als der voR abhangige
abklingen, die numerisch bestimmte NdherungsBsung verhdlt sich also zumindest in
dieser Hinsicht wie die exakte l&sung.

Insbesondere gefigt es in dieser Situation, die Schrittweite h so zu wéhlen, dass (Jj
h®)i 7" v, €® gilt, dass sie also #v die entscheidende Komponente ausreicht, #hrend
wir die schnell abklingende Komponente bei der Wahl der Schittweite nicht mehr zu
bendcksichtigen brauchen.

6.3 Stabilit Atsgebiete

Zur nAheren Analyse dieses P&nomens untersuchen wir wieder die Stabiliéitsfunkti-
on: Wie schon bei der Untersuchung der maximalen Konsisterardnung von expliziten
Runge-Kutta-Verfahren beschrdnken wir uns auf das einfache Anfangswertproblem (4.5),
das durch

y 0)=1; Yo =y (1) fivallet2 R o

fiv ein , 2 C gegeben ist.
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De nition 6.1 (Stabilit  Atsfunktion) Sei ein NAherungsverfahren #ir das Anfangs-
wertproblem (4.5) gegeben, und sei_ die von ihm berechnete MherungsBsung. Falls
eine Funktion g: C! C existiert, die

“ (t+h)=g(h) (1) fiir alle h2 Rsg;, 2C;t2[0;1)y  (6.3)
erf@llt, bezeichnen wir sie alsStabilit Atsfunktion des Verfahrens.

Wie man an (6.1) leicht ablesen kann, besitzt das explizite Hler-Verfahren die Stabi-
lit Atsfunktion

Oex(z2) =1+ z; fiv alle z2 C;

wahrend wir aus (6.2) folgern kdnnen, dass das implizite Euler-Verfahren die Stabilifits-
funktion

fivallez2 C

gim(z): 1i z

besitzt. Wir haben bereits in Lemma 4.6 gesehen, dass die Keistenzordnung damit zu-
sammenhangt, wie gut die Stabilit Atsfunktion die Exponentialfunktion in z = 0 appro-
ximiert. Man kann die Stabilit Atsfunktion aber auch verwenden, um zu charakterisieren,
fiv welche Schrittweiten die NaherungsBsung abklingen wird: Durch Induktion folgt aus
(6.3) direkt

© ()= 9(h)yo fir alle t 2 [0; 1 )n;
wir kdnnen also nur dann ein Abklingen erwarten, wenrig(,h )j < 1 gilt.
De nition 6.2 (Stabilit Atsgebiet) Die Menge

Sg=1z2C : jo(2)j < 1g
heivat Stabilit Atsgebiet zu der Stabilitatsfunktion g.

Das Naherungsverfahren wird also zu einem sinnvollen asymptasichen Verhalten der
Lésung #hren, wenn wir .h 2 Sy sicherstellen l&nnen.
Fik das explizite Euler-Verfahren erhalten wir

Sgex = fij1l+2zj<1:22Cg=K(i L1),

das StabilitAtsgebiet ist also eine o®ene Kreisscheibe uml, und in unserem Fall ist 2
der Punkt, an dem die reelle Achse in das Stabilidtsgebiet eintritt, wir m @\ssen alsg 2 <
h, < 0 sicherstellen. Das entspricht dem Kriterium, dass wir fv unser Modellproblem
bewiesen haben.

Fiv das implizite Euler-Verfahren "nden wir

Sy, = f151j zj<1 :z2Cg=1fjlj zj>1 :22Cg=CnK (1),

das StabilitAtsgebiet ist also die gesamte komplexe Ebene mit Ausnahmener abge-
schlossenen Kreisscheibe um 1. In unserem Modellproblent ib, fiv alle Schrittweiten
h negativ, also immer im StabilitAtsgebiet enthalten. Diese Eigenschaft ist nadirlich
besonders wizlich.
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De nition 6.3 ( A-Stabilit At) Ein NAherungsverfahren mit
fz2 C : Rez<Ogpu Sy
heivst A-stabil.

Bei einem A-stabilen Verfahren divfen wir also erwarten, dass es sich besonders gut
fiv steife Anfangswertprobleme eignet. O®ensichtlich ist da implizite Euler-Verfahren
A-stabil, wahrend das explizite Euler-Verfahren es nicht ist.

Wir haben bereits gesehen, dass bei expliziten Runge-Kutta-®tfahren die StabilitAts-
funktion g ein Polynom ist, und da fi alle nicht-konstanten Polynome

Am (@) =1

gilt, folgt sofort, dass derartige Verfahren niemalsA-stabil sein kénnen.

Eine Chance aufA-Stabilit A&t haben wir also nur dann, wenn wir Verfahren mit nicht-
polynomialer Stabilit Atsfunktion untersuchen. Im Falle des impliziten Euler-Verfahrens
beispielsweise ist die Stabilifitsfunktion rational.

Wir untersuchen allgemeine Runge-Kutta-Verfahren, die durd ein Gleichungssystem

der Form
0 1

X
kizf@t+cih;x+h aijij fivallei 2f1;:::;sg
j=1
gegeben sind. B unser Modellproblem (4.5) erhalten wir daraus
X3
ki= ,x + .h aijkj;
j=1
kii .h aj kj = ,x fivallei 2f1;:::;sg;
j=1

und wenn wir die Zwischenergebnissé; in einem Vektor k 2 RS zusammenfassen und
den konstanten Vektor e := (1) ., einfléihren, ergibt sich

(i hA)k= ex k =(1j ,hA)itex;

sofern die Matrix invertierbar (und damit das Verfahren gberhaupt durchfdhrbar) ist.
Die Inkrementfunktion ist durch

x
oO(t;x;h) = bk = Ho;kio = b (1 | ,hA)i ! ex
i=1
gegeben, die Achste Iterierte durch

“(t+ h)= () + ho(t;” (t);h)= "(0)+ B (1 .hA)ileh (1)
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=1+ B (i ,hA) teh) (b);
also muss die Stabilittsfunktion gerade
gz)=1+ b (1 i zA)i ez fir alle z2 C (6.4)

sein. Diese Funktion ist rational, und ihre Singularitaten sind gerade die Kehrwerte der
Eigenwerte von A.

Im Falle eines expliziten Verfahrens istl j zA eine untere Dreiecksmatrix mit kon-
stanten DiagonaleintrAgen, also immer invertierbar. Durch VorwArtseinsetzen dnnen
wir direkt das Resultat aus Lemma 4.5 gewinnen.

Interessanter ist natévlich die Anwendung auf implizite Verfahren. Als Beispiel unter-
suchen wir die implizite Trapezregel, deren Butcher-Schema

ist. Einsetzen in (6.4) fdhrt zu

Gr(2) =1+ 172 122 5l 72 1i 22 17
i ¢ 1 0 Hlﬂ
=1+ 1=2 1=2 ;o 1 :

Ali z=2I 1j z=2
i ¢ 1 101 7=4+1=2+ 724
S1+ 122 12 17 z=1+ TP ZTIEET I,
1j z=2 1j z=2
z  1+z=2
1i z=2  1j z=2'

=1+

Um das StabilitAtsgebiet zu bestimmen, niissen wir diejenigenz 2 C "nden, fix die
jor (2)j < 1 gilt. Wir w Ahlen einz 2 C und stellen es durch seinen Realteiz, 2 R und
seinen Imagirrteil z; 2 R dar, also durchz = z + iz;. Es gilt
9 (2)i<1 0 1+z=2<jlj z= (0 2+2<j2j z
0 2+z%<j2i zj2(0 (+2z)+22<2i z)*+ 2
0 A4+4z, +2z°<4j 4z, +22 () 4z<idz ( 8z<0;

also ist jgy (z)j < 1 Aquivalent zu z; < 0 und das StabilitAtsgebiet ist gegeben durch
Sy, =fz2 C : Rez < Og:

Wir sehen, dass das Stabiliétsgebiet der impliziten Trapezregel deutlich kleiner alsdas
des impliziten Euler-Verfahrens ist, dass es aber immer nochlie linke komplexe Halb-
ebene enttilt, so dass auch die implizite TrapezregelA-stabil ist.
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7 Mehrschrittverfahren

Wir haben gesehen, dass bei Einschrittverfahren eine hohe d¢fisistenzordnung sehr er-
strebenswert ist: Wahrend eine Halbierung der Schrittweite bei einem Verfahra erster
Ordnung nur zu einer Halbierung des Fehlersihrt, bewirkt sie bei einem Verfahren vier-
ter Ordnung schon eine Reduktion um einen Faktor von ¥16. Die mit der Halbierung
der Schrittweite in Kauf genommene Verdoppelung des Rechaufwands lohnt sich also
bei einer hBheren Ordnung wesentlich mehr als bei einer niedrigen.

Bei Einschrittverfahren gibt es verschiedene Andtze, um eine hohe Konsistenzord-
nung zu erzielen: Explizite Runge-Kutta-Verfahren verwende Hilfswerte in Zwischen-
punkten, ihre Konstruktion ist f & Ordnungen Aber 6 sehr aufwendig. Implizite Runge-
Kutta-Verfahren lassen sich wesentlich einfacher konstrugren und erreichen auch Bhere
Ordnungen, das erforderliche Au¥sen eines nichtlinearen Gleichungssystems in jedem
Schritt f Bhrt allerdings zu einem hohen Rechenaufwand. Extrapolatnsverfahren nnen
im Prinzip beliebig hohe Ordnungen erreichen, sofern die fisung hinreichend glatt ist,
bendtigen aber die aufwendige Berechnung einer Anzahl von Hidgsungen.

Ein Schritt eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens der Ordnung s erfordert minde-
stens s Auswertungen der rechten Seitef (siehe Lemma 4.6), bei einem Extrapolati-
onsverfahren muss man sogar mis(s + 1) =2 Auswertungen rechnen, iv die schnellere
Konvergenz ist also ein unter Ums@nden hoher Preis zu zahlen.

In diesem Kapitel geht es um eine Klasse von Approximationsgrfahren, die eine Kon-
sistenzordnung vons mit lediglich einer einzigen Auswertung vonf erzielen kdnnen.
Die Idee besteht darin, NAherungsBsungen in mehreren Zeitpunkten zu kombinieren,
um eine Naherung fir einen weiteren Zeitpunkt zu gewinnen.

7.1 Adams-Bashforth-Verfahren

Wir untersuchen als einfdhrendes Beispiel eine Klasse von expliziten Mehrschritterfah-
ren, die sich besonders einfach mit Hilfe der Integraldarstllung des Anfangswertproblems
motivieren |Asst.

Herleitung

Wie wir in Lemma 2.2 bereits gesehen haben, ist eine Funktioly genau dann die ldsung
des Anfangswertproblems (2.1), wenn sie die Integralglefzing
Z t
y(t) = yo+  f(s;y(s)) ds fiv alle t 2 [a; b

a
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erflllt. Wenn wir das Zeitintervall [ a; b Aquidistant zerlegen, also

t; = a+ ih; h:bina fivn2N;i2f0;:::;ng
setzen, erhalten wir die Darstellung
z t Z ti+1
y(tis1) = Yot f(s;y(s)) ds+ f(s;y(s)) ds
a ti
ti+1
= y(ti) + f (s;y(s)) ds fivi2f0;:::;nj 1g:
ti
Wir approximieren das Integral mit einer Newton-Coétes-artigen Quadraturformel, die
die k + 1 Quadraturpunkte t;; x;:::;t; verwendet. Dazu de nieren wir die Lagrange-
Polynome
— Si Uijj i o A o f(eee
Li~ (s) := fivallei 2fk;:::;nj 1g; " 2f0;:::;Kkg;
) =0 tii i tii i
16"

ersetzen den Integranden

9(s) = f(s;y(s))
durch seinen Lagrange-Interpolanten

X
ik () := f(ti; - y(ti; )L (s) fiv alle s2 R;
=0

und integrieren den Interpolanten, um schlie¥lich

X
y(tisr) Yay(tivn) = y(t)+ h wie f (6 5yt ) fvi2fki:isng 19 (7.1)
‘o
mit den durch
Zti+1 Zti+1 Y< . A
We = & Lp(s)ds= » Sl gg
h h J=0'[ii‘l tij |
i8"
PN asnies)i @rhlii)
0 o (@a+h@ii )i (@+h(iij)
i8°
le . le .
= E(.S-F{)ds: .S+{ds fiv " 2f0;:::;kg
0 =0 i 0 ol i
i8 |6

gegebenen Quadraturgewichten zu erhalten.
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Fehlerabschatzung

Die Bbliche Fehlerabschatzung fir die Lagrange-Interpolation besagt, dass es zu jedem
S 2 [ti+1;ti; k] €in» 2 [ti+1;t;; k] so gibt, dass

99 1 8(9 = iy oy &Y )

L(s)=(si ti):::i(si ti; k) fiv alle s 2 [ti; k;ti+1]

gegeben ist. Es gilt

jsi tijj-josi tj+jtiq ot

- h+h = +1)h fiv alle s 2 [ti;ti+1]; ~2f0;:::;kg;

also folgt

j"(s)j- h(2Zh):::(k+1)h= hk+1(k +1)! fiv alle s 2 [ti;ti+1 ];
und wir haben

ka(s) i @ik (S)k - ¥ suptk gk*D (mk : » 2 [tisr;ti; k]9 flbr alle s 2 [ti;tiva] (7.2)
bewiesen. Indem wir die Konstante
Ck := supfk g**D (»k : »2 [a;bg
einfdhren erhalten wir die kompaktere Form
kg(s) i &k (s)k - Cyghk*l fir alle s 2 [ti;tisa]:
Durch Integration dieser Fehlerabsclatzung erhalten wir direkt
ky(tisa) i W(tis1)k - Cgh**2 fivalei2fk;:::;nj 1g;

also eine Absclétzung, die uns eine (geeignet verallgemeinerte) Konsisteordnung von
k + 1 vermuten | Asst.

Algorithmus

Indem wir auf der rechten Seite der Formel (7.1) die exakten Enktionswerte durch ihre
NAherungen ersetzen, erhalten wir das folgende #herungsverfahren:

for i := kto nj ]Ddo begin
e 'e\ “i+h I‘(zo Wi fi; -
fivn A F(tive; i+1)

end
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Wir k 8nnen sehen, dasgif einen Schritt des Verfahrens tatsichlich nur eine Auswertung
von f erforderlich ist. Wir haben also ein Verfahren erhalten, da mit sehr wenigen
Auswertungen der rechten Seite eine Konsistenzordnung vok + 1 verspricht.

Bei der Implementierung des Verfahrens ist es @llig ausreichend, die letztenk + 1
Werte von f zu speichern, der Wertfi.; kann also beispielsweise den Wert;,  dber-
schreiben. Demzufolge befitigt das neue Verfahren lediglichk + 1 Hilfsvektoren und ist
damit nicht viel speicheraufwendiger als ein Runge-Kutta-Vafahren.

Weil bei der Berechnung der Naherung im Zeitpunkt tj+; die k+1 N Aherungen in den

Verfahren.

7.2 Adams-Moulton-Verfahren

Wir haben bereits gesehen, dass bei steifen Di®erentialgbbungen ein implizites Ver-
fahren sehr viel bessere Eigenschaften als ein explizitesifaveisen kann. Also stellt sich
die Frage nach impliziten Mehrschrittverfahren.

Herleitung

Wir gehen wieder von der Formel

tiv1
y(ti+1) = y(ti) + f(s;y(s)) ds fivi2fk;::i;nj 1g
ti
aus, approximieren den Integrandeng aber diesmal in denk + 2 Punkten tj; ;:::;ti+1.
Die entsprechenden Lagrange-Polynome sind durch

Si tijj

L (S) := —_—
i () ti i i ]

i=il
j6

gegeben, der Interpolant durch

XK
ik (S) := f(ti; 5yt )L (s) fivr alle s 2 R:
S

Wir integrieren den Interpolanten, um die Formel

X
y(ti+1) Yayti+1) == y(ti) + h wi f (ti; 5 y(ti; ) fri2fk;::;nj 1g
S

zu erhalten. Die Quadraturgewichte sind nun durch

1Zti+1 Zl \k S+ i .
Wi 1= — Li-(s)ds= —ds fari2fi 1,:::;kg
h 0 j=;q)
e’
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gegeben.

Wenn wir die NAherung y{tj+1) berechnen wollen, stellen wir fest, dass sie von der
exakten Ldsungy(ti+1) abhAngt. Um zu einem brauchbaren Verfahren zu gelangen, er-
setzen wir die exakte ldsung durch die Naherung und erhalten die nichtlineare Gleichung

Xk
Wtivr) i hwie; of (tiva s Wti+1)) = y(t) + h Wi f (ti; 5 y(ti; )
-0

zur Bestimmung von y(ti+1 ). Wie schon bei den impliziten Einschrittverfahren kénnen
wir nachweisen, dass diese Gleichungif eine hinreichend kleine Schrittweite h eindeutig
IAsbar ist: Mit

Xk
©(x) = y(ti) + hwie; 1f (i, x)+ h wie (L 5 y(ti; )
.

gilt ¥(ti+1) = ©(y(ti+1)), und falls f Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten L ist,
erhalten wir

kO(x) i ©(z)k = hwi; 1kf (ti+1;X) i f(tiv1;2)k- hwy; 1Lkx | zk fiv alle x;z 2 V;

aush < 15jw; 1L | folgt also per Fixpunktsatz 2.1 die Existenz einer lAsungyfti+1 ).

Fehlerabschatzung

Da wir im impliziten Fall k +2 Stgtzstellen verwenden, nimmt die Fehlerdarstellung die
Form

99 8(9)= oy 79D )

an, wobei» 2 [tj; k;ti+1] ein von s 2 [t;; tj+1] abh@ngender Zwischenpunkt ist und das
Stizstellenpolynom durch

P(s)=(si ti+1)(Si ti):::(si ti;«) fiv alle s 2 [ti; k;tiv1]

gegeben ist. Mit derselben Argumentation wie im Falle des Adms-Bashforth-Verfahrens
erhalten wir

it (s)j - h**2(k +1)! févalle s2 [ti;tis]
und folgern
ky(tis1)i Wtis1)k - Cych**3 fivallei 2fk;:::;nj 1g
mit der Konstanten

Cp = suptk g&*2 (mk : »2 [a; bg:

k+2

Obwohl das implizite Verfahren genausoviele,Werte aus der Vergangenheit\ wie das
explizite Verfahren verwendet, erzielt es also ein bessesd-ehlerverhalten.
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Algorithmus

Wir k dnnen wieder die exakten Funktionswerte durch Mherungen ersetzen und erhalten
das folgende Verfahren:

for i ;== kto nj 1do begin p
FindQ'i+1 mit “j+1 = "i + hwie; of (tive; "i+2) + D !(:o Wy fi; -
fier A F(tisr; i41)

end

Bei diesem impliziten Verfahren stellt sich nativlich die Frage nach einem etzienten
Lésungsverfahren v die nichtlineare Gleichung, durch die "j+; de niert ist.

Ein nizlicher Ansatz besteht darin, das explizite Verfahren zu Berechnung einer
Ausgangsrherung ‘+1 zu verwenden und dann mit einer Fixpunktiteration oder einem
Newton-Verfahren die gesuchte Bsung”i+; zu approximieren.

Falls die exakte Ldsungy hinreichend glatt ist, dirfen wir davon ausgehen, das$im
bereits eine gute Ndherung von .1 ist, so dass nur wenige Schritte des Iterationsver-
fahrens erforderlich sind.

Allgemein bezeichnet man solche Kombinationen aus explin und impliziten Ver-
fahren als PrAdiktor-Korrektor-Verfahren : Das PrAdiktor-Verfahren (in diesem Fall das
explizite) tri®t eine , Vorhersage\ filr die nAchste lterierte, das Korrektor-Verfahren (in
diesem Fall das implizite) verbessert diese Ausgangéherung. Besonders attraktiv ist
es natlich, wenn beide Verfahren einahnliches Konvergenzverhalten besitzen, denn
dann gendgt unter UmstAnden ein einziger Korrektor-Schritt, um eine hinreichend gite
LAsung zu nden, so dass das implizite Mehrschrittverfahren or zwei Auswertungen der
rechten Seitef pro Zeitschritt erfordert.

7.3 Stabilit At expliziter Mehrschrittverfahren
Das explizite Adams-Bashforth-Verfahren hat die Form

) ) Xk
i+1 = i+h Wi i 5 (7.3)
N

die NaherungsBsung ergibt sich also aus einer Linearkombination von alte Nahe-
rungsldsungen und denf -Werten.
Ein allgemeines explizitesr -Schritt-Verfahren wird @blicherweise in der Form

Tiert & i1t it ag i = hO(t; i Tivr 10 ) (7.4)

dafir verwendeten vorangehenden Wherungen sind. Das Adams-Bashforth-Verfahren
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erhalten wir mit a,; 1= 1,&;2=:::= a =0und
Xl
O(ti; i;::; iery o) = Wi f (tieri 1 Tieri 1)
‘=0

wobei wir den Index i aus (7.3) durchi + (r j 1) ersetzen, da wir mit der Indizierung
wieder beii =0 statt bei i = r j 1 beginnen wollen.

Waiahrend es bei Einschrittverfahren ausreichte, die lokalenFehler unter Kontrolle
zu halten, kénnen sich bei Mehrschrittverfahren lokale Fehler von einm Schritt zum
nAchsten vererben und dabei sogar verdfken. Als Beispiel untersuchen wir das Zwei-
schrittverfahren

T2 ¥ 475410 5= h(AF (tivg; ie) F2F (85 70))
Wir wenden es auf das besonders einfache Anfangswertproipfe
y(0)=1; yYt) =0 fivallet2 R ¢ (7.5)
und erhalten die Gleichung
T2 +4741i 5i=0 fiv alle i 2 No: (7.6)

Derartige Di®erenzengleichungerlassen sich mit Hilfe des Ansatze$; = Z' I18sen: Wir
erhalten ' _ _ '
2*2 447" 57 =(22+4z 57 =0

und "nden neben der trivialen LAsungzo = 0 wegen
Z2+4z) 5=27°+4z+4 9=(z+2)%; 9
auch die Ldsungenz; =1 und z; = j 5. O®enbar erllIt auch jede Linearkombination
N=®z+ 2}

die Gleichung (7.6). Also kBnnen wir ® und ~ so wéhlen, dass 4 und ”; mit den Start-
werten "o und “ 1 Bbereinstimmen:

0= ®+ 1= ®+ zy;
0= ®+ "1=®j 5,
1 _ 1
®= 50+ "1); = ~(Coi "1):
6( ot 1) 6(O| 1)
Aus "o = Ao und ", = ~; folgt dann aus der De nition von " direkt “; = ~; fir alle

i 2 No, wir haben also eine explizite Darstellung & die NAherungsBsungen gewonnen.
Wir gehen davon aus, dass o = 1 exakt berechnet wurde, dass aber bei der Bestim-
mung von "1 = 1+ 2 ein Approximationsfehler 2 2 R aufgetreten ist. Daraus ergibt
sich
2

®= %(5+1+2)=1+ - _=%(1i (1+2)=i

2
6’ 6’
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und wir erhalten die Dargstellung
2

2
EfiE g 005 féir alle i 2 No:
Obwohl das Anfangswertproblem sehr einfach und die exakte #isung sehr glatt ist, wird
also die NAherungsBsung sehr ausgef@gte Oszillationen aufweisen. Diese Oszillationen
haben nichts mit der tatsAchlichen Lésung der Di®erentialgleichung zu tun, sondern
entstehen durch die ungeschickte Wahl des Bherungsverfahrens.

Ausschlaggebend ist o®enbar das Verhalten der Nullstellenes Polynomsz2+4z 5,
das die Ldsungsdarstellung” {* motiviert: Die Nullstelle z; = j 5, deren Betrag gévser als
eins ist, kann zu starken Oszillationen fhren, falls nicht gerade der zugeBrige Koe+zient
~ verschwindet.

Fik ein allgemeines Mehrschrittverfahren missen wir also die Nullstellen desharak-
teristischen Polynoms

%z):= 2"+ a,; 12T+ i+ @

untersuchen: Falls es eine Nullstellezs mit jz.j > 1 geben sollte, ist die Folge f:= z),
eine LAsung von

und wegenjz.j > 1 wAchst diese ldsung exponentiell, demzufolge &nnen kleine Fehler
in den Anfangsdaten zu inakzeptablen Sérungen fdhren.

Falls es eine Nullstellezs mit jzsj = 1 gibt, tritt kein exponentielles Wachstum auf,
falls allerdings z. eine mehrfache Nullstelle vorfaist, kann sich immer noch eine srende
Fehlerfortp°anzung ergeben: Falls%(z.) = 0 gilt, erhalten wir f i die Folge™ := (i+1) z,
die Gleichung

Nert ar; 1Nerp 1+ it A

=(i+r+0)z "+ a, (i + )z T+ (i + 1) 2,

= @fi(ZL*”1 taazy "+t ezt
@i i+1

— r ri 1l
= — (zpt+ a1z “+ i1+ ag)z,

@z
C@@Z(%ZU)ZL-H) = 0/8(2:;)2;*1 + %Zn)(i + l) ZL =0;

also ist auch diese Folge eine dsung der homogenen Gleichung. Die Folge (12N, di-
vergiert o®enbar, wenn auch nicht exponentiell.

Wenn wir sicherstellen wollen, dass ein Mehrschrittverfalnen wenigstens #v das triviale
Problem (7.5) sinnvoll funktioniert, m Bssen wir also verhindern, das$oNullstellen hat,
die divergierende Ldsungen verursachen:

De nition 7.1 (Stabilit ~ Atsbedingung) Seienr 2 N, a;; 1;:::;a0 2 R die Koezzi-
enten einesr-Schritt-Verfahrens in der Form (7.4). Die Koezxzienten erf gllen die Sta-
bilit Atsbedingung falls fér jede Nullstelle z, 2 C des charakteristischen Polynoms

%zo) = zL + ar; 1zL 1+ i+ ag fiv 2,2 C (7.8)
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die Bedingung
jzaj < 1 oder (jzej =1 und %(z.) 6 0)

erféllt ist, falls also alle Nullstellen im Einheitskreis um Null liegen und eventuelle Null-
stellen auf seinem Rand einfach sind.

Mit Hilfe dieser Bedingung kénnen wir nun die Konvergenz von Mehrschrittverfahren
analysieren. Dazu bedienen wir uns eines einfachen Trickbidem wir die NAherungen von
r Zeitschritten in einem Vektor (oder Blockvektor, falls V nicht eindimensional ist) zu-
sammenfassen, éinnen wir die Analyseahnlich wie filr Einschrittverfahren durchf ghren.

Wir setzen also

0 1
|
"\.::% : X fivallei 2f0;:::;nj r+1g:
,i+ri 1
GemaYs (7.4) gilt dann
0 . 1
M)2="in
7\i+1:% 5, § fdrallei 2f0;::::nj rg:
M) = i+rj 1
i a™)1i itioar 1(M)r + hO(ti; N h)
Indem wir die Hilfsmatrix A 2 R"€" und den Hilfsvektor +2 R" mit
0 1 01
0 1 0
A= % %, += E)OE
0 1
id ja ilojag 1

und ihre Tensorprodukte mit der Identit & auf V (dem Banachraum, in dem das Bild
vony und f liegen)

0 1 01
A11| - Alrl )
A-I::%; ;X; t-l::%(g

einfdhren, nimmt diese Gleichung die Form
Ner = (A- DN+ h(x- DO(t;;h) fivallei 2f0;:::;nj rg (7.9)
an. Im skalarwertigen Fall vereinfacht sich diese Formel zu

Ni1 = AN + h1O(t;; %N h) fivallei 2f0;:::;nj rg
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Abgesehen von der MatrixA entspricht diese Formel gerade der Gleichung (3.3), die wir
bei der De nition des Einschrittverfahrens kennengelernt haben.

Das Vorhandensein der Matrix A macht die Stabilit Atsbedingung erforderlich, und
sie steht in unmittelbarem Zusammenhang mit dem charakterstischen Polynom %des
Mehrschrittverfahrens:

Dann gilt
%z) =det(zl | A) fivr alle z 2 C;
%ist also das charakteristische Polynom vorA.

Beweis. Wir untersuchen zunéachst ein verwandtes Problem: Seilf)i>n, eine Folge inC.

Wir de nieren Matrizen

0 1
z il

B ::% § fiv alle z2 C;i 2 N:
z il
b b ir by

Wir xieren z2 Cundi 2 Ns; und stellen per Entwicklung nach der letzten Spalte fest,
dass

0 1
0 1 :
z i1 z il
z
z
b b i b2
gilt. Durch eine einfache Induktion erhalten wir
detB,j = b1z 1+ i1+ byz+ by fir alle z2 C;i 2 N:
Nun kénnen wir uns wieder dem urspiénglichen Problem zuwenden. Wir haben
0 1
z il
det(zl j A)=det% E
Z i1l
a a1 i zZ+ a1
und kénnen die Hilfsaussage aufby = ag;:::;b; 2 = & 2;b; 1 = z+ a; 1 anwenden,
um det(zl i A) = %z) zu erhalten. ]

Die Nullstellen von %sind also die Eigenwerte vonA, also tri®t die Stabilit Atsbe-
dingung eine Aussagedber das Spektrum vonA. Fi den Beweis der gesuchten Stabi-
lit Atsaussage gefigt uns so eine Aussage nicht, wir be@itigen eine Abscltzung einer
geeigneten Norm vonA.
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Naheliegend vére die durch
kxky :=maxfkxik : i2f1;:::;rgg fiv alle x 2 V'

de nierte Maximumnorm, die es uns allerdings im Allgemeinen nicht erlaubt, die Sta
bilit Atsbedingung optimal auszunutzen. Deshalb #hren wir eine filk diese Bedingung
mavageschneiderte Norm ein:

Lemma 7.3 (Norm zum Spektralradius) Seienr 2 N, & 1;:::;a 2 R die Ko-
exzienten eines r-Schritt-Verfahrens in der Form (7.4), die die Stabilit Atsbedingung
erflllen. Dann existiert eine reguire Matrix R 2 C't'" so, dass die von

ke¢lg :C'! R o x 7' kRxky
induzierte Matrixnorm
l/szx k &
kX kg := sup R . x2R'nfog fir alle X 2 R'E"
kaR

die UngleichungkAkgr - 1 erfallt.

Beweis. Die von der Maximumnorm

kxky :=maxfjx;j : i2f1:::;rg fiv alle x 2 R”
induzierte Matrixnorm
1/szx k s
kX k; :=sup L . x2R nfog fir alle X 2 R'E"
kal
erfllt die Gleichung
8 9
<)q =
kX ki =max Xijj 1 i2f1;::0;rg, fir alle X 2 R'E";

i=1

wenn wir also die Summen der Betége der Zeilen einer Matrix beschénken kénnen, ist
auch diese Norm beschiinkt.

den algebraischen Vielfachheiten. Es gibt eine regéle Matrix T 2 C'£", die A in die
Jordan-Normalform @berféhrt, mit der also

0 1 1 1

0
J1 s ‘ L
TIAT=6 .. K JF% o .ézc““i

Js

5 |
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gilt. Die Zeilensummen der Jordan-BBcke J; lassen sich direkt ablesen, und durch eine
geeignete Skalierung nnen wir dafiér sorgen, dass sie die geinschte GrdYe annehmen:
Wir setzen

2:=maxflijj,ij :12f1:::;rgj,ij&1g>0
und féhren die Diagonalmatrix
0 1
1
2
D := % § 2 R'ES
. 2ri 1

ein. Eine Annlichkeitstransformation mit dieser Matrix ergibt
0 1 0 P2 1
5 T
. . s |
S SR P SR
% -
5 1
Fiv ein i mit j, ij < 1 gilt nach De nition |, jj+2 - 1, und damit sind die Zeilensummen
in & durch eins beschankt.
Fiv ein . mit j, ij = 1 gilt nach Voraussetzung t; = 1, der Jordan-Block % ist also
trivial und besitzt damit insbesondere auch eine Zeilensurme von eins.
Da Eigenwerte , j mit j, jj > 1 nach Voraussetzung ausgeschlossen sind, erhalten wir
insgesamt
kDI ITi PATDK; - 1

Nun missen wir lediglich noch die gesuchte Matrix de nieren: Mit

R:=DI T} Rit=TD
erhalten wir
KRAR 1k; - 1 (7.10)
und damit auch
1/zkAxk 7 1/szAxk 7
kAkg = R . x2C = 2 x2Cf
RSP ke S“; KRxk; =~ *
2 4
kRAR lyk .
—sup AN YKL L yocf = kRARI K - L
kykl

Es ist zu beachten, dass die Konstruktion auf einespezielle Matrix A zugeschnitten
ist und die Norm k ¢ k, deshalb nicht unbedingt fév die Matrizen zu anderen stabilen
Mehrschrittverfahren dieselbe Absclatzung erflllt. [

Um auch den vektorwertigen Fall behandeln zu nnen, mAssen wir dieses Resultat
auch auf Blockmatrizen gbertragen:
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in der Form (7.4), die die Stabilit Atsbedingung emllen. Dann existiert eine Norm k ¢ k:
V"1 R ¢ so, dass

K(A - 1)xKo- k XKkog fir alle x 2 V'

gilt. Das impliziert insbesondere, dass Fehler in den Stawerten durch den Berechnungs-
schritt (7.9) nicht verst Arkt werden.

Beweis.SeiR 2 C':" die Matrix aus Lemma 7.3. Wir de nieren die Norm k ¢ k,durch
kxkop:= maxfk Rjix1 + :::+ Ripxek i 2f1;:::;rgg fiv alle x 2 V":
Seix 2 V', und sei

A1iX1+ i+ A Xy
y=(A- x= @
AriX1+ i+ A Xy

Durch einfaches Einsetzen erhalten wir
1

Rriy1+ :::+ Ry (RA)r1x1+ i+ (RA)r Yt

0

1
Ri1y1 + @i+ Ry (RA)11x1+ i+ (RA) 1y

Wir f dhren den weiteren Hilfsvektor

RiiX1+ i+ Ry Xy

Rrix1+ i+ Ry X
ein und stellen fest, dass

o ) o .
(Ri D1z + 11:+(Ri Yy z (RiIR)11x1 + 110+ (R IR) 1 X,

1 1

: g = : g =X
(RiYrzi+ 11+ (R ) z (RIIR)raxy + 110+ (RUIR) X,

gilt. Damit haben wir schlie¥lich

kykyo= maxfk Rjzy1 + :::+ Riryrk © i1 2f1;:::;rgg

K(RAR' 1)i1z1 + 111+ (RART Yz k -] (RAR Y)igjkzik + i+ j(RART )i jkz k
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ausnutzen, um schlie¥lich

= kRAR T 1k; kxkoy

zu beweisen. Aus (7.10) folgt jetzt das gewinschte Ergebnis. [ ]

Die etwas ungewohnte Normk ¢ k, kdnnen wir mit Hilfe einfacher Argumente in Be-
ziehung zu der Maximumnorm setzen:

Lemma 7.5 (Norm Aquivalenz) Mit der Konstanten
Coo:= maxfiRigj + 111+ jRi ;j(RT Diaj+ :oi+ j(RT Yiej - 12f1;:::5rgg, 1
gelten
kxkos- Cokxky ; kxky - CokxKop fir alle x 2 V'":
Beweis. Seix 2 V'. Die erste Abschitzung erhalten wir aus

kxkopo= maxfk Rjzxg + :::+ Ry xek 1 i2f1;:::;rgg
- maxfj Rjjkxik+ 11+ jRyrjkxek 1 12f1;:::5rgg
- maxfiRigj+ i+ jRiej i 2F L rggmaxfkx ko) 21000 rgg
- Cokxky :

Fiv die zweite Abschatzung fdhren wir

RiiX1+ 1::+ Ry Xy

Rrix1+ i+ Ry Xy
ein und stellen fest, dasskxkoy,= kzk; und

0o _ 1 0 . 1
(RiYzi+ 11+ (Ri Yy z (RIIR)11x1 + 111+ (R IR) 1 X,
' k=8 5 K = x

(Ri Yy1z1+ i+ (Ri Yz (RiIR);1x1 + i+ (RIIR)r X¢
gelten, so dass wir schlie¥lich

kxky = maxfk (R Y)j1ze+ :::+ (R Yz k 1 i2f1;:::;rgg
- maxfj (R Yigjkzik+ i+ j(RT Yy jkzk : i2f1;:::;rgg
- maxfi (R Digj+ 10+ j(RT Dirj i2f1::rggmaxtkzk @ j 2f1;:::5rgg
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CO/(kal = Co/(ka%
erhalten. Indem wir beide Abschitzungen kombinieren erhalten wir
kxky - Cokxke- C2kxky ;

also mussCZ,, 1 und damit auch Co,, 1 gelten. ]

In der richtigen Norm gemessen bleibt also der Ein°uss der Maix A unter Kontrol-
le, so dass wir uns nun der Analyse der Inkrementfunktion zuwnden kdnnen. Wie im
Einschrittverfahren genigt es, die Lipschitz-Stetigkeit von © vorauszusetzen:

De nition 7.6 (Stabiles Mehrschrittverfahren) Seienr 2 N, ag;:::;a; 12 Rund

erfilllen und einL 2 R ¢ existiert, dass
ko(t;x;h) i ©(t;z;h)k - Lkx i zki fiy alle x;z 2 V'
erfillt, falls also die Inkrementfunktion © des Verfahrens Lipschitz-stetig ist.

Fiv ein stabiles Mehrschrittverfahren gilt eine Variante der aus Lemma 3.1 bekannten
Abschétzung fév die Fehlerverstdrkung des Naherungsverfahrens:

Lemma 7.7 (St drungen im Mehrschrittverfahren) Sei ein stabiles Mehrschritt-
verfahren in der Form (7.4) und Startwerte x;z 2 V' gegeben. Seied’;”* 2 V' die

durch (7.9) fiv diese Startwerte de nierten NaherungsBsungen des Melr;rslchrittverfah—
rens. Dann gilt
KN Nky - C2eCH-(tii Ay i zk, firallei 2f0;:::;nj r+1g;
Beweis. Wir zeigen zundchst
KN MKyee €CH-(iT @Ky i zkoy fivallei 2f0;:::;nj r+1g:
Fiv i =0 ist die Aussage trivial.

gleichung und des Lemmas 7.4 folgt aus (7.9) die Absdizung

N M ke k N Nkt hmaxfk Ry (©(ti; N h) i ©(ti; s h)k i 2f1:::;rgg
k N Mket hmaxfiRicj @ i 2f1;:::;rggkO(ti; ™ h) i ©(ti; ™ h)k
kNG Mot hCol k™ i kg - (1+ hCZL)KN | kg,

- G X Az,

Per Induktionsvoraussetzung folgt daraus

P P i 2 2 . .
kAiX+1 i Aiz+l Koy - eh(|+1) CglL KX i zKop= Cal (ti+1 i a)kx i zkog
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und die Induktion ist vollst Andig.
Mit Hilfe von Lemma 7.5 erhalten wir daraus

KN MKy - C2eCR-(ti Ay i 7k fivallei 2f0;:::;nj r+1g;

und das ist die gewinschte Abschitzung. [ ]

Beispiel 7.8 (Adams-Bashforth) Im Falle des Adams-Bashforth-Verfahrens hat die
Matrix A eine besonders einfache Struktur: Wegehm+r = “m+r; 1+ hO(::2) gilt & 1 =

il a;2=0;:::;a =0, also insbesondere
0 1
0 1
A:%} EZ
0 1

1

Daraus kdnnen wir direkt ablesen, dassA eine einfache Nullstelle beil und eine (rj 1)-
fache Nullstelle bei0 besitzt und damit die Stabiliitsbedingung emlilt.

In diesem besonderen Fall giltkAk; = 1, so dass wir auf die Transformation mit
einer Matrix R verzichten Knnen und deshalbCo, = 1 erhalten. Damit entspricht die
Abschdtzung aus Lemma 7.7 der von Lemma 3.14f Einschrittverfahren.

7.4 Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Mit Hilfe des Stabilit Atsresultats aus Lemma 7.7 Bnnen wir uns nun der Analyse der
Konvergenz expliziter Mehrschrittverfahren widmen.

Diese Analyse nnen wir Ahnlich wie im Falle des Einschrittverfahrens durchidhren,
indem wir untersuchen, wie sich die in den einzelnen Schrign hinzukommenden lokalen
Fehler auf die GesamtBsung auswirken.

Wie schon bei der StabilitAtsanalyse fassen wir wieder NAherungsBsungen zu Zeit-

Zu einem gegebenen Vektor * 2 V' von Startwerten zu einem Startzeitpunkt t;
de nieren wir die NaherungsBsung

NGt It Bt Ve
in Anlehnung an (7.9) durch die induktive Gleichung

(A- DMt 1t;7) + h(x- DO(ti; 1, ™(ti; 1t;7%):h)  falls tj > t;

Ntisti; ) =
b N ansonsten

fir alle tj 2 [t .. Diese De nition impliziert bereits die Fortsetzungseigerschaft

ﬂ(ti;tj ,7\1) = A(ti;tk;”\(tk;tj ;7\j ) fiv alle ti;ty 2 ['[j ,6] mit t; > ty; (7.11)

81



die im Beweis der Konvergenz des Verfahrens eine zentrale R® spielen wird.
Wie im Falle des Einschrittverfahrens ist es unser Ziel, dieNAherungsBsungen mit
den exakten Ldsungen zu vergleichen, die wir zu Vektoren

y(tiitisy;)
P(tiity) = % : fir alle tj 2 [t; B
Y(ti+r; 1;tj;Yj)

zusammenfassen. Wie im Falle der Einschrittverfahren inteessiert uns die Konsistenz
von Mehrschrittverfahren, also Abschdtzungen damber, wie gut ein einzelner Schritt des
Verfahrens, angewandt aufexakte Startwerte, die exakte Lésung approximiert.

De nition 7.9 (Diskretisierungsfehler) Fiv ein in der Form (7.4) gegebenes Mehr-
schrittverfahren de nieren wir den lokalen Diskretisierungsfehlerdurch
t+ h;t;R); Mt+ h;t; R N

2(t; % h) = o - )Ih ( 62 fiv alle h2 R>o;t 2 [a;bj rh];x 2 V":

Fir Einschrittverfahren stimmt diese De nition mit De nition 3.3 Aberein. Wie schon
im Fall der Einschrittverfahren bezeichnen wir ein Mehrschrittverfahren als konsistent
mit einem Anfangswertproblem, falls der Diskretisierunggehler entlang dessen Bsungs-
graphen konvergiert.

De nition 7.10 (Konsistenz) Sei ein Mehrschrittverfahren in der Form (7.4) gege-
ben. Es hei%tkonsistent mit dem Anfangswertproblem (2.1), falls

rI]ilmosupfk 2t 9(t);h)ky : t2[a;bj rhlg=0 (7.12)

gilt. Das Verfahren hei¥atvon der Ordnung p konsistent mit dem Problem fir ein p 2 N,
falls es KonstantenCy; hy 2 R o so gibt, dass

supfk &(t; (t); h)ks : t2 [a;bj rh]lg - CyhP far alle h 2 (0; hy) (7.13)
gilt. O®enbar impliziert diese Bedingung bereits, dass dasevfahren auch konsistent ist.

Fik ein konsistentes und stabiles Mehrschrittverfahren dnnen wir den Konvergenz-
beweis von Satz 3.2 anpassen, um eine Fehlerabgthung zu erhalten:

Satz 7.11 (Konvergenz)  Sei ein stabiles Mehrschrittverfahren gegeben. Sgi: [a; 1 !
V eine LAsung des Anfangswertproblems (2.1). Séi 2 R und

K :=supfk 2(t; ¢(t);h)ks : t 2 [a;bj rh]g:
Dann gilt

Ke#tia; 1) fallsL> 0

fir alle t 2 [a; B
KCti a) ansonsten

kg(t) i MOke -
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Beweis. Seit 2 [a;B], gegeben. Der Fallt = a ist trivial, wir untersuchen deshalb nur

Die zentrale Abschétzung des Beweises lautet
i
k§(ttsy;) i Mtk - KhCE NG frallej 2050 1g (7.14)
=+l
und wird durch (endliche, absteigende) Induktion @ber j bewiesen.
Fiv den Induktionsanfangj = ij 1 haben wir

Kt y) i Mt g)ke = k§(tist; 1y 1) 0 ™tisti; 1% ke - Kh
nach De nition von K, und wegenCy,, 1 impliziert diese Abschétzung bereits (7.14)
fivj=ij 1.
Seinunj 2f1;:::;ij 1gso gegeben, dass (7.14) gilt. Dank der Fortsetzungseige medt
(7.11) und ¥} = H(tj;tj; 15y 1) gilt
KLt nY )i MGG o Dke = KRGy 0 MGG 0 0)Ke
LS (T DRI (A T/ DLNI
+ KNGt oY) i MO D) K
KRGy MG Yk
+ CHEPR k(5 1y 1) TN L Dk
KOty ) | NGy ke + CogtRN i DK
Den ersten Term kAnnen wir mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung absclitzen, so dass
schlie¥lich
i
KO(tii 115 1) i MGt g ke - KRG eSO+ K feCitntin)
‘:j+l
i
= thoz/ox eCaLh (i §)
-
bewiesen ist. Das ist die zu zeigende Absd@izung (7.14) filv j | 1, also ist die Induktion

vollstandig.
Wir wenden (7.14) aufj = 0 an und erhalten
X
kg(t) i ™tk = k§(t;to;yo) i ™t;to;yo)ks - KhC2 — eC#h(i). (7.15)

-

Fiv L =0 ist die Summe gleichi, also (t i a)=h, so dass wir die gewinschte Schranke

erhalten. Filv L > 0 gilt %" > 1 und wir erhalten

i i i
eCath(ii °) = gCaLhi X gl Coth' — gCL(ti a) X (e CQL;DLh)‘
=1 =1 =1
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_ C2L(ti a) gl CéLh i @ CZLh (i+1) _ cuiali g CéLhi
CCOL( @) 1; e CaLh _ eClL(ti @) ; 1
1+Cghi 1 czth
so dass (7.15) die Form
, K _
Kg(t) i “(t)ky - feCOZA)l—(tl a)
annimmt und der Beweis vollstAndig ist. .

Auch dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des entsprechéen Resultats (rAmlich
Satz 3.2) v das Einschrittverfahren: Fiv r = 1 ist Co=1, ¥ = y und * = ", so dass
beide Fehlerabsclatzungen gbereinstimmen.

Die Stabilit Atsbedingung entspricht bei bei einem Einschrittverfahren der Forderung
nach Lipschitz-Stetigkeit im zweiten Argument.

Korollar 7.12 (Konvergenzordnung) Sei ein stabiles Mehrschrittverfahren gegeben,
das konsistent vonp-ter Ordnung mit dem Anfangswertproblem (2.1) ist.
Dann existiert ein Cx 2 R o mit

ke(t) i “(t)ky - CkhP fir alle h 2 (0; hy);t 2 [a; B

Beweis. Wir setzen (

Sy glCikbi )il a5 L > O
CK = L

C,Cgbj a)  ansonsten

und erhalten durch Kombination von Satz 7.11 mit De nition 7.10 die gewinschte
Abschatzung mit K - CyhP. ]

Bemerkung 7.13 (Gen Aherte Startwerte) In der Praxis kénnen wir das Nahe-
rungsverfahren zur Berechnung vorf* hAu g nicht mit exakten Startwerten ¥, versorgen,
missen also auf Approximationen zufickgreifen, die beispielsweise mit Hilfe eines
Einschrittverfahrens berechnet werden.

Sei ein stabiles Mehrschrittverfahren gegeben, das kontst von p-ter Ordnung mit
dem Anfangswertproblem (2.1) ist. Sei die MherungsBsung”™ mit gendherten Startwer-
ten Ny 2 V' berechnet worden. Wir kombinieren Korollar 7.12 mit Lemma 77, um

Kg(t) i ™Mt)ks -k $(t) i ™(t;to;Po)ka + K™(t;to;¥0) i ™Mt to; Mo)ka
CichP + CHH- 0 Dy - ol

zu erhalten. Solange also die Startwerte ebenfalls mit ein&enauigkeit von hP berechnet
werden, wird auch der Gesamtfehler weiterhin mit dieser Ordung konvergieren.
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Wenden wir uns nun der Analyse des lokalen Diskretisierungghlers ¢(t; ®; h) zu. Wir
sind lediglich an ¢(t; $(t); h) interessiert, und in diesem Fall gelten

y(t+ h)
Yt + h;t; (b)) = (t+(fi 1)h) ;
y(t + rh) 1
y(t+ h)
Nt + h;t; gt :% : g;
(t+ ey y(t+(ri Hh)
i a1y(t+(rj 1h)j i1 agy(t) + ho(t; y(t); h)

also unterscheiden sich lediglich die letzten Komponentemer beiden Vektoren, und es
folgt die Gleichung

1
ke(t, 9(t); ke = tky(t+rh)+ aray(t+(ri Dh)+ 222+ ay(t) i hO(L 9(t); hk:
Mit ihrer Hilfe k dnnen wir nun die Konsistenz gingiger Mehrschrittverfahren analysieren.

Beispiel 7.14 (Adams-Bashforth) Im Adams-Bashforth-Verfahren ist a;; 1 = j 1
und a;; 2 = ::: = ag = 0, wahrend die Inkrementfunktion © durch eine Quadraturformel
de niert ist: Infolge des Fundamentalsatzes der Di®erential und Integralrechnung gilt

tisr tisr

Y(tivr) = Y(tivr; 1) + yA(s) ds = y(ti+r; 1) + f (s;y(s)) ds:

tierja Givri1

Wir ersetzen den Integranden
9(s) == f(s;¥(s))
durch seinen Interpolanten

5 1
g(s) = Li+j(S)9(ti+j)
j=0
in denr Punktent;;:::;ti+r; 1 mit den zugehrigen Lagrange-PolynomenL;;:::;Li+r; 1
und erhalten so
X 1 Z tivr
Y(tier) Yo" (st 9(6)) = y(tier; 1)+ 9(tivg) Li+j(s)ds:
j=0 tivria
Der Approximationsfehler ist durch
tisr
ky(tivr) i " (tier;ti; 9(ti))K - kg(s) i e(s)kds
tivrg1

- hsuptkg(s) i e(s)k 1 s2 [ti+r; 1;ti+r]g
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beschénkt, und wir haben bereits in (7.2) nachgewiesen, dass
kg(s)i e(s)k - h'supkg(s:)k : s+ 2 [tis;tis;]g  fir alle S2 [tisy; 1;ti+r]

gilt, so dass wir schlie¥lich

ky(tisr) i~ (tisritii9t)k - h™1 supfk g (sy )k © s+ 2 [tiitisr]g
erhalten. Mit

Cy :=maxfk g (s: )k : s+ 2 [a;blg = maxtky"* (s; )k : s 2 [a;Hg

folgt daraus sofort

ka(t; 9(t); h)k - Cyh' fir alle h 2 R>o;t 2 [a;bj rh];

also besitzt dasr-schrittige Adams-Bashforth-Verfahren eine Konsistenzodnung vonr,
falls die (r + 1) -te Ableidung der Lésungy stetig und beschankt ist.

Beispiel 7.15 (Leapfrog-Verfahren) Ein weiteres populires Mehrschrittverfahren ist
das Leapfrog-Verfahren ein einfaches Zweischritt-Verfahren.

Motiviert wird es wieder durch den Fundamentalsatz der Di®ential- und Integralrech-
nung, allerdings mit im Vergleich zum Adams-Bashforth-Vefahren etwas anders ge#hl-
ten Integrationsintervallen:

ti+

Y(tir2) = y(t)+  yXs)ds= y(ti) +

ti ti

ti+2
f(s;y(s)) ds:
Wir approximieren das Integral mit der Mittelpunktregel, also durch
ti+2
f (s;y(s)) ds ¥ 2hf (ti+1;y(ti+1))
t

und erhalten so das Mherungsverfahren

y(tivz) Yay(ti) + 2 hf (tise ;Y (ti+1)):

Wir setzen wiederg(s) := f (s;y(s)) = y{s) und schitzen den Approximationsfehler des
Integrals mit Hilfe der Taylor-Entwicklung um t;j,; durch

o= tis2 ° o= tiv2 °

0 9(s) i g(ti+1)dse = s a(s)i otisn) i (Si ti+1)g¥ti+a)dss
tj ti
ti+2

i kg(s) i g(ti+1) i (Si tir1)g%ti+1)kds
- 2hsupfkg(s) i O(ti+1)i (Si ti+1)gXti+1)k : s2 [ti;ti2]g

h2
: Zh?supfkgonJ,)k D sy 2 [tirtis2]g
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= h3supfk g%s: )k : sy 2 [tiiti+2]g

ab, kBnnen also feststellen, dass auch das Leapfrog-Verfahrerine Konsistenzordnung
von 2 aufweist.

Da das charakteristische Polynom des Verfahrens durc§z) = z? 1 gegeben ist,
also nur die einfachen Nullstellenl und j 1 besitzt, ist das Leapfrog-Verfahren nicht nur
konsistent, sondern auch stabil.
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8 Randwertaufgaben

Bisher haben wir uns auf typische Anfangswertprobleme konentriert: Der Ausgangs-
zustand eines Systems ist vollsindig beschrieben, und wir wollen das Verhalten des
Systems in der Zukunft vorhersagen. In diesem Kapitel besdftigen wir uns mit einer
anderen Klasse von Problemen, bei der nicht nur der Ausgangssondern auch der Endzu-
stand vorgegeben sind, bei denen also Bedingungen &eiden RAndern des Zeitintervalls
[a; b vorkommen.

8.1 Beispiele

Ein einfaches Beispiel stammt aus der Ballistik: Wenn wir mt einer Kanonenkugel einen
bestimmten Punkt tre®en wollen, stehen sowohl der Ausgangsmkt der Kugel fest als
auch der Endpunkt. Damit wird aus dem Anfangswertproblem (21) das Randwertpro-
blem

y(@) = Ya; y(b) = yp; yXt) = (L y(t)) fiv alle t 2 [a; b; (8.1)

wobeiy, 2 V und y, 2 V den Anfangs- und Endpunkt beschreiben. Allgemeiner kann
man lineare Randbedingungen

Ay(a) + By(b) = c; yt) = f(ty (1) fir alle t 2 [a; b (8.2)

zulassen, wobelA und B lineare Operatoren mit demselben Bildraum undc ein Vektor
aus diesem Bildraum sind. Am allgemeinsten sind nichtlineee Randbedingungen

r(y(a);y(b)=0; yat) = f(ty (1) fiv alle t 2 [a; b (8.3)

mit einer beliebigen Funktion r, die von den Werten der Ldsung im linken und rechten
Randpunkt abhangt.

Beispiel 8.1 (Kanonenschuss) Betrachten wir das Beispiel des Kanonenschusses et-
was genauer. Wenn wir die Position der Kanonenkugel durch e Funktion k : R ¢!
R? darstellen, erhalten wir aus den Newton'schen Bewegungsaxnen die Gleichungen

Llvo cos®ﬂ . H 0 I

k(0)=0; kY0) = esin® k%t) = o

wobei vp die Startgeschwindigkeit,® der Abschusswinkel und® die geeignet skalierte
Beschleunigung durch die Erdanziehung ist.
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Wir fassen k und k® mit dem Parameter ® zu einem Vektor zusammen, um

0 1
k(t)
y(t) ;= @qp)A fivallet2 R o
®
mit den Gleichungen
0 0 1 0 y3(t)1
0 ya(t)
y(0) = %VOCOS; yqt) = % 0 E filr allet2 R o
Vo Sin®" P °
® 0

zu erhalten. Weil wir wollen, dass die Kanonenkugel in einer Btfernung z 2 R o
vom Nullpunkt wieder den Boden balhrt, missen wir eine geeignete Randbedingung
einfdhren. Da uns die Zeit, die die Kugel fir ihren Flug bendtigt, nicht wirklich inter-
essiert, ihre Entfernung von der Kanone (und damit die Ndhe zum Ziel) dagegen sehr,
eliminieren wir die Zeit, indem wir stattdessen die Entfernung als Variable einfdhren.
Wegen der ersten und dritten Spalte der de nierenden Gleichngen ist die Entfernung
d von der Kanone durch

d(t) = ct; C:= Vo COos® fdrallet2 R o

gegeben, alsodnnen wir t = d=c substituieren und erhalten

° ot RCH
0 94(d)
9(0)=% 1 E; 9°(d)=% 0 E fir alle d2 R o;
an(®) i °=c?
® 0

und die Bedingung, dass die Kugel in der Entfernungl = z wieder den Boden erreichen
soll, kann einfach durch die Bedingung

$2(z) =0

in die Gleichung eingefigt werden. Wir eliminieren die Aber°@Assigen ersten und dritten
Komponenten und erhalten das Randwertproblem

y2(d)
y1(0)= y1(2) =0;  y»(0) =tan y3(0);  y%d) = @ °=(vo cosys(d))?A
0

fiv alle d 2 [0;z]. Wegen des Auftretens des Tangens in der Randbedingung uncg
Cosinus in der rechten Seite ist dieses Problem nichtlinear
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Die L@sbarkeit von Randwertproblemen Bsst sich nicht so einfach wie im Falle von
Anfangswertproblemen analysieren. Schon im Falle des Kamenschussesésst sich die
Bahnkurve zwar beliebig fortsetzen, aber es ist nicht ndglich, Ziele zu tre®en, die zu
weit von der Kanone entfernt sind. Fér gro¥se Werte vonz existiert also keine Ldsung
des Randwertproblems.

Beispiel 8.2 (Trigonometrisch) Wir untersuchen die Gleichung
y®Rt) = i y(t) fiir alle t 2 R:
Es lAsst sich einfach nachrechnen, dasg die Form
y(t) = ®sin(t) + ~ cost) fiv allet 2 R

besitzen muss. Je nachdem, welche Art von Randbedingungeir wstellen, Andern sich
Existenz und Eindeutigkeit der Ldsungen:

2 y(0) = y(¥a2) =0: Aus y(0) =0 folgt =0, ausy(¥=2) =0 folgt ® =0, also ist
y ~ 0 die eindeutig bestimmte l&sung des Randwertproblems.

2 y(0) = y(¥9 = 0: Wir haben wieder ~ = 0, kénnen aber® beliebig véhlen. Das
Randwertproblem ist also fsbar, aber die ldsung ist nicht eindeutig.

2 y(0)= y(*9= 2mit 2> 0: Aus y(0) = 2 folgt = 2. Um die Bedingungy(¥4 = 2
erfillen zu KBnnen, mésste dann®sin(¥) = 22 gelten, und das ist wegesin(¥) =0
ausgeschlossen. Also besitzt dieses Randwertproblem leindsung.

Wie man sieht kdnnen also auch kIeineAnderungen an den Randbedingungen einen
erheblichen Ein°uss auf die LAsbarkeit von Randwertproblemen haben.

8.2 Einfache SchieVaverfahren

Eine einfache Methode, um dallv zu sorgen, dass Kanonenkugeln ihr Ziel erreichen,
besteht im sogenannterDreipunktschie’zen Angenommen, ein erster Schuss ging zu weit
und ein zweiter zu kurz. Dann stellt man den Winkel fiv den dritten Schuss so ein, dass
er zwischen den Winkeln der ersten beiden liegt, und der drie Schuss deshalb zwischen
die ersten beiden tre®en wird.

Mathematisch ist dieser Ansatz ein schlichtes Bisektionsgrfahren: Wir wissen, dass
der optimale Winkel in einem Intervall liegt, und wir untert eilen das Intervall, um uns
ihm anzun@hern. O®enbar ist es theoretisch mglich, beliebig nahe an das gewnschte
Ziel heran zu kommen, sofern gesigend viel Munition und Zeit zur Verf dgung stehen.

Dieser Ansatz lasst sich auf allgemeine Randwertprobleme ausweiten: Unsiel ist
es, Anfangswerteyp 2 V so zu nden, dass die zugedrige Ldsungy(t;a;yo) die Rand-
bedingung erfilt, dass also

r(y(a a;yo);y(ba;yo)) = r(yo;y(b;a;yo)) =0
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gilt. Sobald yo gefunden ist, kdnnen wir die LAsungy(t; a; yo) an beliebigen Punkten des
Intervall [ a; b auswerten.
Wir stehen also vor der Aufgabe, eine Nullstelle der Funktiam

F (Yo) := r(yo;y(b; a;yo))

zu "nden. Falls yg einem eindimensionalen Raum entstammt, Asst sich das Problem mit
einem Bisektionsverfahren behandeln: Wir approximiereny(b; a; yp) durch eine diskrete
NAherung " (b a; yo), werten

F(yo) == r(yo;” (bia; yo))

aus und passen danryg geeignet an. Die diskrete Miherung” (b; a; yo) kann mit Hilfe der
in den vorangehenden Kapiteln vorgestellten Verfahren exzent und hinreichend genau
bestimmt werden, sofern das Anfangswertproblem gut kondiioniert ist.

Im allgemeinen Fall bietet es sich an, das Nullstellenprol®@m F (yp) = 0 mit Hilfe eines
Newton-Verfahrens zu Bsen. Dazu be#tigen wir neben der Auswertung vonF auch eine
M#@glichkeit, die Jacobi-Matrix F°zu berechnen. Nagvlich missen beide Operationen in
der Praxis durch NAherungen ersetzt werdenf kénnen wir durch B ersetzen,F % kann
gemaYa

FiYo+p)i F(Yoi p)
2kpk

F(Yo+ p)i F(Yo)
kpk

@F (Yo) Ya oder @F (Yo) Ya
durch Di®erenzenguotienten approximiert werden. B jeden Richtungsvektor p erfordert
die Auswertung dieses Quotienten die Berechnung von Hilfglsungen” (b; a; yo + p) (und
gegebenenfalls auch (b;a;yoi p)), und um die vollst Andige Matrix F°anzurdhern sind
dim V Di®erenzenquotienten zu berechnen. O®enbar kann die Duraifrung des Newton-
Verfahrens relativ aufwendig werden.

Der Einsatz von Di®erenzenquotienten kann zu numerischen btabilit Aten fidhren:
Falls kpk gro¥% ist, ist der Di®erenzenquotient im Allgemeinen nur einschlechte Appro-
ximation der Ableitung. Falls kpk klein ist, kann bei der Berechnung vonyg + p und der
Di®erenzF (yo + p) i F(yo) Ausldschung auftreten, so dass wieder nur eine schlechte
Approximationsgiite erzielt wird. In der Praxis kann es deshalb sinnvoll seipn die Qua-
lit At der Approximation mit Hilfe von Extrapolationsverfahre n zu verbessern. Der Preis
fiv die Verbesserung der Genauigkeit ist dann die Notwendigéit, F fiv weitere Argu-
mente auswerten zu nfissen. Da jede Auswertung das fisen eines Anfangswertproblems
erfordert, erhdht sich der Rechenaufwand wesentlich.

Alternativ | Asst sich die Matrix F© direkt als L#sung eines matrixwertigen Anfangs-
wertproblems darstellen, auf dessen rechter Seite die JabbMatrix @f der rechten Sei-
te des Randwertproblems auftritt. Falls diese Jacobi-Matrix exakt zur Verfégung steht,
kann F°mit den Verfahren aus den vorangehenden Kapiteln direkt beechnet werden,
ansonsten muss@f wieder durch Di®erenzenquotienten und Extrapolation angeghert
werden (,internes Di®erenzieren\ im Gegensatz zumexternen Di®erenzieren\, bei dem
direkt F°durch Di®erenzenquotienten angeéhert wird).
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8.3 Mehrzielverfahren

Wir stovsen bei einfachen SchieVaverfahren auf Schwierigkeitefalls die bei ihrer
Durchfdhrung auftretenden Anfangswertprobleme schlecht konditoniert sind.

Beispiel 8.3 (De nitionsbereich) Wir untersuchen die Anfangswertprobleme
¥»(0) = »; Ya(t) = y»(t)? fiir alle t 2 [0; 1=»)

fiv Parameter » 2 R> . FAr jedes» 2 Rs ¢ ist die LAsung durch

»

1 »t

Yy(t) = fiv alle t 2 [0; 1=»)
gegeben, und da sie o®enbar eine Singulaitbei 1=» besitzt, kann sie nicht beliebig weit
fortgesetzt werden.

Das bedeutet, dass wir bei einem Schie¥averfahren nicht bbige Anfangswerte zulassen
dirfen, sondern nur solche, bei denen der Endpunks noch im De nitionsbereich [0; 1=»)
liegt, bei denen alsob» < 1 gilt.

Falls die Randbedingungen zu einer fisung gelven, fiv die der Anfangswert » sehr
nahe beil=bliegt, kann das Berechnen einer Mherung vony, sehr schlecht konditioniert
sein und zum Scheitern eines einfachen SchieVaverfahremghifen.

Das Problem ist der zu groYse De nitionsbereich: Auch wenn die dsung des Rand-
wertproblems im Prinzip gutartig ist, kann durch die Redukt ion auf Anfangswerte ein
schlecht konditioniertes Problem entstehen, weil Fehlerm den Anfangswerten entspre-
chend Lemma 2.5 bzw. Lemma 3.1 exponentiell verarkt werden.

Ein naheliegender l@sungsansatz besteht darin, die De nitionsintervall kdnstlich zu
verkleinern: Statt das Intervall [ a; b insgesamt zu betrachten, véhlen wir Zwischenpunk-
tea=typ<t;<:::<tm = bund untersuchen L&sungen vonm Anfangswertproblemen

der dann eine Ldsungy(t;ti;yi) fiv t 2 [ti;ti+1] de niert, sofern das Intervall [ti;tj+1]
nicht zu gro¥% ist.
Die durch

de nierte zusammengesetzte Bsung erfllt die ursprngliche Di®erentialgleichung nur
innerhalb jedes Intervalls, zwischen Intervallen kann es @ Spridngen kommen, die wir
durch zusAtzliche Bedingungen

y(ti+1;tisVyi) = Vi1 fivallei 2f0;:::;mi 1g

ausschlievzen dssen.
Statt also nur einen Startwert yo vorzugeben und so @hlen zu méssen, dass die
Randbedingung erflt wird, stehen uns nun m Startwerte (wir k dnnen immer yy, =
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Y(tm;tm; 1;Ym; 1) Setzen) zur Verfdgung, die durchm j 1 zudtzliche Bedingungen an-
einander gekoppelt sind.

Diese zugtzlichen Bedingungen nnen wir in einer entsprechend verallgemeinerten
Randbedingungr, verstecken: Falls wir mit

y(ti;tosyo) i Y1

(tmi 1:tmi 2:Ymi 2) i Ym; 1§
r(Yo; Y(tm;tm; 1;Ym; 1))

stetig (und damit auch Lésung der Di®erentialgleichung) und emllit au¥zerdem auch die
Randbedingung.

Dieses erweiterte Nullstellenproblem &sst sich mit Ahnlichen Techniken wie im Fal-
le des einfachen SchieVaverfahrens behandeln: Um das Newtoer@hren durchfdhren
zu kénnen, ersetzen wir die exakten Bsungeny(ti+1;ti;yi) durch NAherungsBsungen
" (ti+1;ti;yi) und approximieren die Jacobi-Matrix mit Hilfe geeigneter Di®erenzenquo-
tienten oder Extrapolationstechniken.

Den resultierenden Algorithmus bezeichnet man aldMehrzielverfahren weil simultan
mehrere Ldsungen zu mehreren Startwerten berechnet werden, die metwe Endwerte
tre®en sollen.

Durch das Hinzufdgen weiterer Zwischenpunkte kann man die Stabiliéit eines derarti-
gen Verfahrens verbessern (denn damit reduziert sich der BPuss von Anfangsfehlern),
aber natvlich fghrt diese Ma%nahme auch zu einer deutlichen Edhung des Rechen-
aufwands v die Durchféhrung des Newton-Verfahrens. Es ist allerdings mglich, die
spezielle Struktur von rp, auszunutzen, um die Durchfihrung des Newton-Verfahrens
exzienter zu gestalten.

8.4 Globale Diskretisierungsverfahren

Die Idee der Mehrzielverfahren #sst sich weiter treiben: Statt nur eine kleinen Anzahl
m von Zwischenpunkten zu verwenden, um Stabiliitsprobleme zu vermeiden, Bnnen
wir auch gleich die gesamte Bsungy auf einem Gitter a = tg <t; <:::<t, = b
approximieren und NAherungswerte”; fiv y(t;) simultan zu berechnen versuchen.

Ein einfacher Algorithmus wird beispielsweise von denDi®erenzenverfahren zur
Verfdlgung gestellt: Als Beispiel betrachten wir das Randwertpoblem

y(@) = Va; y(b) = yp; i y®t)+ ot y() =0 fiérallet 2 [a;h

mit einer di®erenzierbaren Funktion g. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass

Aus der Taylor-Entwicklung von y folgen

h2 h3 h
y(t+ h)y = y(t) + hyt) + gyo‘ft)+ €y°°&)+ ﬂy(“) (t+);
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h® o h® o h* @
yti h)y=yt) i i+ Syt v+ y9 )
2 6 24
mit Zwischenpunkten t. 2 [t;t + hjund t; 2 [t h;t]. Addition dieser Gleichungen und

Division durch h? fihrt zu

y(t+h)i 2y(t)+ y(ti h)
h2

2
=yt + %(y“" (ts)+ y@(t,));

der Di®erenzenquotient auf der linken Seite wird also wih? gegen die zweite Ableitung
von y konvergieren, wenn wir die Schrittweite gegen Null gehen Issen.

Indem wir die exakte zweite Ableitung durch diesen Di®erenzequotienten ersetzen,
wird aus dem kontinuierlichen Randwertproblem das diskree Problem

“0=VYa, n= VYo 2 irilzli i+l+q(ti;'i)=0 fivallei 2f1;:::;n 1g

Unter geeigneten Voraussetzungerdsst sich beweisen, dass dieAiherungswerte”; gegen
y(t;) konvergieren und der Fehler sich wieh? verhalt.

Zur Berechnung des Vektors ()L, kénnen, wie schon im Falle der Mehrzielverfahren,
wieder Newton-Verfahren zum Einsatz kommen. Das approximate L#sen von zwischen-
geschalteten Anfangswertproblemen ist bei diesem Ansatzicht mehr erforderlich.
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