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1 Einleitung

Bevor wir uns der Analyse und numerische Behandlung von gewÄohnlichen Di®erential-
gleichungen, insbesondere von Anfangswertproblemen, zuwenden, sollen zunÄachst einige
mehr oder weniger einfache Probleme vorgestellt werden, die sich mit Hilfe derartiger
Gleichungen beschreiben lassen.

1.1 Federpendel

Ein sehr einfaches Beispiel fÄur ein Anfangswertproblem ist das abstrakte Federpendel: Es
besteht aus einer Massem, die mittels einer Feder mit dem Nullpunkt verbunden ist und
nach oben oder unten ausgelenkt werden kann. Die Auslenkungzu einem bestimmten
Zeitpunkt t bezeichnen wir mit u(t).

Falls die Masse sich nicht im Nullpunkt be¯ndet, ist die Feder angespannt und Äubt
eine Kraft aus, die die Masse in den Nullpunkt zurÄuckzieht. Im abstrakten Fall ist diese
Kraft F (t) durch das Gesetz

F (t) = ¡ cu(t)

gegeben, wobeic die Federkonstanteist.
GemÄa¼ den Newtonschen Axiomen bewirkt die KraftF eine Beschleunigunga(t) der

Masse, die proportional zum Kehrwert vonm ist, es gilt also

F (t) = ma(t); a(t) =
1
m

F (t):

Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeitv(t) der Masse, und die Ge-
schwindigkeit ist die Ableitung der Auslenkung u(t), so dass wir die Gleichungen

u0(t) = v(t); v0(t) = a(t) =
1
m

F (t) = ¡
c
m

u(t)

erhalten. Indem wir u(t) und v(t) zu einem Vektor

y(t) =
µ

u(t)
v(t)

¶

zusammenfassen, erhalten wir die kompakte Schreibweise

y0(t) =
µ

0 1
¡ c=m 0

¶
y(t);

mit der die Bewegungen des abstrakten Pendels vollstÄandig beschrieben werden kÄonnen.
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Wenn die Auslenkungu(t0) und die Geschwindigkeit v(t0) zu einem bestimmten Zeit-
punkt t0 bekannt sind, kÄonnen wir Auslenkung und Geschwindigkeit zu jedem spÄateren
Zeitpunkt t ¸ t0 als LÄosung des Systems

y(t0) =
µ

u(t0)
v(t0)

¶
; y0(t) =

µ
0 1

¡ c=m 0

¶
y(t) fÄur alle t 2 R¸ t0

bestimmen. Ein derartiges Gleichungssystem, bei dem die LÄosung zu einem Anfangszeit-
punkt t0 und die Ableitung der LÄosung zu jedem Zeitpunkt t bekannt sind, nennt man
Anfangswertproblem.

In unserem Fall haben wir es mit einem besonders einfachen System zu tun, dass sich
analytisch lÄosen lÄasst. Da y0(t) und y(t) Äuber die von t unabhÄangige Matrix

A :=
µ

0 1
¡ c=m 0

¶

verbunden sind, ist

y(t) := eAt y(t0) fÄur alle t 2 R¸ t0

eine LÄosung des Systems, denn fÄur diese Funktion gilt

y(t0) = eA0y(t0) = y(t0); y0(t) = AeAt y(t0) = Ay(t); fÄur alle t 2 R¸ t0 :

Die Exponentialfunktion der Matrix At lÄasst sich beispielsweiseÄuber die Exponentialrei-
he approximieren. Wesentlich eleganter ist es, die MatrixA mit Hilfe einer orthogonalen
Matrix Q zu diagonalisieren und die Exponentialfunktion durch

eAt = eQDQ > t = QeDt Q> = Q
µ

ȩ 1 t 0
0 ȩ 2 t

¶
Q>

zu berechnen. Im Falle des Federpendels stellt sich heraus,dass beide Eigenwertȩ 1; ¸ 2

rein imaginÄar und zueinander konjugiert sind, so dass die MatrixeAt und damit auch
die LÄosungy periodisch ist.

Die Exponentialfunktion eines rein imaginÄaren Wertes steht in enger Beziehung zu
Sinus- und Cosinus-Funktionen, deshalbÄuberrascht es nicht, dass wir auch direkt den
Ansatz

u(t) = ®sin(!t ) + ¯ cos(!t );

v(t) = ®cos(!t ) ¡ ¯ sin(!t ) fÄur alle t 2 R¸ t0

verwenden kÄonnen. Der Parameter ! hÄangt von c und m ab, wÄahrend die Parameter
® und ¯ verwendet werden kÄonnen, um sicherzustellen, dass die Anfangsbedingungen
erfÄullt sind.
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1.2 Mehrk Äorperprobleme

Das abstrakte Federpendel ist ein relativ einfaches Beispiel, weil die Ableitung y0 und
die Funktion y lediglich durch eine Matrix, also eine lineare Abbildung, gekoppelt sind
und sich deshalb die LÄosung analytisch angeben lÄasst.

Die in der Praxis auftretenden Probleme sind in der Regel nicht so einfach zu behan-
deln. Ein Beispiel ist das MehrkÄorperproblem, bei dem n Massenm1; : : : ; mn zu einem
Zeitpunkt t an n verschiedenen Positionenx1(t); : : : ; xn (t) im zwei- oder hÄoherdimensio-
nalen Raum liegen und mittels der Gravitation aufeinander einwirken.

In diesem Fall Äubt die Massemi auf die Massemj eine Kraft von

Fij (t) = %mi mj
x j (t) ¡ x i (t)

kx j (t) ¡ x i (t)k3

aus, wobei%die Gravitationskonstante ist. Insgesamt wirkt also eine Kraft von

Fi (t) = %mi

nX

j =1
j 6= i

mj
x j (t) ¡ x i (t)

kx j (t) ¡ x i (t)k3

auf die Massemi , und entsprechend der Newton-Axiome entsteht dadurch eine Beschleu-
nigung von

ai (t) = %
nX

j =1
j 6= i

mj
x j (t) ¡ x i (t)

kx j (t) ¡ x i (t)k3 : (1.1)

Wie im Falle des Federpendels benutzen wir die Newtonschen Axiome um festzustellen,
dassai die Ableitung der Geschwindigkeit vi und vi die Ableitung des Ortes x i ist, also

x0
i (t) = vi (t); v0

i (t) = ai (t) = %
nX

j =1
j 6= i

mj
x j (t) ¡ x i (t)

kx j (t) ¡ x i (t)k3 fÄur alle t 2 R

gilt. Wir fassen die Orte x i , die Geschwindigkeitenvi und die Beschleuigungenai zu
Vektoren

x(t) :=

0

B
@

x1(t)
...

xn (t)

1

C
A ; v(t) :=

0

B
@

v1(t)
...

vn (t)

1

C
A ; a(t) :=

0

B
@

a1(t)
...

an (t)

1

C
A

zusammen und schreiben die Di®erentialgleichung in der Form
µ

x0(t)
v0(t)

¶
=

µ
v(t)
a(t)

¶
fÄur alle t 2 R:

GemÄa¼ (1.1) kÄonnen wir a(t) als Funktion A von x schreiben, erhalten also

a(t) = A(x(t)) f Äur alle t 2 R:
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Zur weiteren Vereinfachung fassen wirx(t) und y(t) zu einem Vektor

y(t) :=
µ

x(t)
v(t)

¶
fÄur alle t 2 R

zusammen und fÄuhren die Funktion

f (y) :=
µ

y2

A(y1)

¶

ein, um die kompakte Darstellung

y0(t) = f (y(t)) f Äur alle t 2 R

zu erhalten.
Im Falle des Federpendels warf lediglich eine lineare Abbildung, im Falle des

MehrkÄorperproblems ist f nicht linear, und die einfachen analytischen LÄosungsansÄatze
fÄur lineare Probleme lassen sich nicht mehr verwenden.

FÄur n · 3 ist es noch mÄoglich, die LÄosung y wenigstens formal (etwa durch spezielle
Reihenentwicklungen) darzustellen, fÄur n > 3 dagegen sind numerische Approximations-
verfahren das Mittel der Wahl.

Da diese Verfahren in der Regel eine gro¼e AnzahlÄahnlicher Rechenoperationen erfor-
dern, waren sie eine der wichtigsten praktischen Anwendungen frÄuher Rechenmaschinen.

1.3 WÄarmeleitung

Als Beispiel fÄur ein zwar lineares, aber trotzdem nicht triviales, Anfangswertproblem
untersuchen wir die WÄarmeleitungsgleichung

@u
@t

(x; t ) = ·
@2u
@x2

(x; t ) fÄur alle t 2 R> 0; x 2 [0; 1]: (1.2)

Sie beschreibt die ErwÄarmung oder AbkÄuhlung eines Drahtes der LÄange 1:x 2 [0; 1] gibt
die Position auf dem Draht an, t den Zeitpunkt, und u(x; t ) ist die Temperatur im Punkt
x zum Zeitpunkt t. Wir nehmen zur Vereinfachung an, dass die Randbedingungen

u(0; t) = u(1; t) = 0 f Äur alle t 2 R> 0

gelten, dass also die Temperatur an den beiden Endpunkten des Drahts ¯xiert ist.
Wir approximieren zunÄachst die Ortsableitung durch einen Di®erenzenquotienten:Die

Taylor-Entwicklung von u um einen Punkt x ergibt

u(x + h; t ) = u(x; t ) + hu0(x; t ) +
h2

2
u00(x; t ) +

h3

6
u(3) (x; t ) +

h4

24
u(4) (x+ ; t);

u(x ¡ h; t ) = u(x; t ) ¡ hu0(x; t ) +
h2

2
u00(x; t ) ¡

h3

6
u(3) (x; t ) +

h4

24
u(4) (x¡ ; t)
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fÄur Punkte x+ 2 [x; x + h] und x¡ 2 [x ¡ h; x]. Addition der beiden Gleichungen und
Division durch h2 ergibt

u(x ¡ h; t ) ¡ 2u(x; t ) + u(x + h; t )
h2 = u00(x) +

h2

24
(u(4) (x+ ; t) + u(4) (x¡ ; t)) ;

also kÄonnen wir die zweite Ableitung durch den Di®erenzenquotienten auf der rechten
Seite approximieren.

Wir ersetzen nun das kontinuierliche Intervall [0; 1] durch n 2 N diskrete Punkte
0 = x0 < x 1 < : : : < x n < x n+1 = 1, die durch

x i :=
i

n + 1
fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n + 1g

gegeben sind. Wir ersetzenu(x; t ) durch den Vektor y(t) = ( yi (t))n
i =1 mit

yi (t) = u(x i ; t) fÄur alle t 2 R> 0; i 2 f 1; : : : ; ng;

und stellen fest, dass die WÄarmeleitungsgleichung (1.2) durch die Gleichungen

y0
i (t) =

8
><

>:

·
h2 (yi ¡ 1(t) ¡ 2yi (t) + yi +1 (t)) falls 1 < i < n;
·
h2 (¡ 2yi (t) + yi +1 (t)) falls i = 1 ;
·
h2 (yi ¡ 1(t) ¡ 2yi (t)) falls 1 = n;

fÄur alle i 2 f 1; : : : ; ng

und alle t 2 R> 0 mit h = 1=(n + 1) approximiert wird.
Kompakt l Äasst sich dieses System als

y0(t) = Ay(t) fÄur alle t 2 R> 0

schreiben, wobei die Matrix A 2 Rn£ n durch

A := ¡
·
h2

0

B
B
B
B
B
@

2 ¡ 1
¡ 1 2 ¡ 1

. . . . . . . . .
¡ 1 2 ¡ 1

¡ 1 2

1

C
C
C
C
C
A

gegeben ist.

8



2 Theoretische Grundlagen

Bevor wir numerische LÄosungsverfahren fÄur gewÄohnliche Di®erentialgleichungen untersu-
chen kÄonnen, mÄussen wir zunÄachst klÄaren, unter welchen Bedingungen diese Gleichungen
Äuberhaupt eine LÄosung besitzen. In Hinblick auf die numerische Behandlung ist eben-
falls wichtig, wie emp¯ndlich die L Äosung auf StÄorungen der Parameter, insbesondere des
Startwertes, reagiert.

2.1 Allgemeine Problemstellung

Wir konzentrieren uns auf die Analyse des Anfangswertproblems

y(a) = y0; y0(t) = f (t; y(t)) f Äur alle t 2 [a; b] (2.1)

auf einem Intervall [a; b] mit einem Startwert y0 in einem Banachraum V und einer
Funktion f : [a; b] £ V ! V . Gesucht ist eine mindestens einmal stetig di®erenzierbare
Funktion y : [a; b] ! V .

Das allgemeinere Problem

y(a) = y0; y0(a) = y1; : : : ; y(m¡ 1)(a) = ym¡ 1;

y(m) (t) = f (t; y(t); y0(t); : : : ; y(m¡ 1)(t)) f Äur alle t 2 [a; b]

lÄasst sich auf die Form (2.1) zurÄuckfÄuhren, indem wir den Hilfsvektor

w(t) :=

0

B
B
B
@

y(t)
y0(t)

...
y(m¡ 1)(t)

1

C
C
C
A

fÄur alle t 2 [a; b]

einfÄuhren und das erweiterte System

w(a) =

0

B
B
B
@

y0

y1
...

ym¡ 1

1

C
C
C
A

; w0(t) =

0

B
B
B
@

0 w2(t)
0 w3(t)

. . . . . .
0 f (t; w1(t); w2(t); : : : ; wm¡ 1(t))

1

C
C
C
A

fÄur alle t 2 [a; b] lÄosen. Die umgekehrte Vorgehensweise, also die Eliminationvon Ablei-
tungsvariablen, haben wir bereits im Falle des abstrakten Federpendels kennengelernt.
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2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Das zentrale Hilfsmittel fÄur den Beweis von Existenz und Eindeutigkeit von LÄosungen
des Problems (2.1) ist der Fixpunktsatz von Banach:

Satz 2.1 (Banach) Sei X eine vollstÄandige Teilmenge eines normierten Raumes. Sei
© : X ! X eine Abbildung, und seiL 2 [0; 1) eine Zahl mit

k©(x) ¡ ©(y)k · Lkx ¡ yk fÄur alle x; y 2 X: (2.2)

Dann besitzt © einen Fixpunkt in X , es existiert also einx¤ 2 X mit

©(x¤) = x¤:

Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmt.

Beweis. (vgl. [2]) Sei x0 2 X . Wir de¯nieren die Folge (xn )n2 N0 durch

xn+1 = ©( xn ) fÄur alle n 2 N0:

Unser Ziel ist es, nachzuweisen, dass (xn )n2 N0 eine Cauchy-Folge ist.
ZunÄachst beweisen wir

kxn+1 ¡ xnk · L nkx1 ¡ x0k (2.3)

durch Induktion f Äur alle n 2 N0. FÄur n = 0 ist (2.3) trivial.
Gelte nun (2.3) fÄur ein n 2 N0. Nach Voraussetzung gilt dann

kxn+2 ¡ xn+1 k = k©(xn+1 ) ¡ ©(xn )k
(2:2)
· Lkxn+1 ¡ xnk

· LL nkx1 ¡ x0k = L n+1 kx1 ¡ x0k;

und der Induktionsschritt ist bewiesen.
Seien nunn 2 N0 und m 2 N¸ n . Dann gilt

kxm ¡ xnk =

°
°
°
°
°

m¡ nX

i =1

xn+ i ¡ xn+ i ¡ 1

°
°
°
°
°

·
m¡ nX

i =1

kxn+ i ¡ xn+ i ¡ 1k
(2:3)
·

m¡ nX

i =1

L n+ i ¡ 1kx1 ¡ x0k

= kx1 ¡ x0kL n
m¡ n¡ 1X

i =0

L i · k x1 ¡ x0kL n
1X

i =0

L i = kx1 ¡ x0k
L n

1 ¡ L
:

Sei ² 2 R> 0. Wir w Äahlen n0 2 N0 so, dass

kx1 ¡ x0k
L n0

1 ¡ L
· ²

gilt. F Äur alle n; m 2 N0 mit n0 · n · m gilt dann

kxm ¡ xnk · k x1 ¡ x0k
L n

1 ¡ L
· k x1 ¡ x0k

L n0

1 ¡ L
· ²;
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also ist (xn )n2 N0 eine Cauchy-Folge.
Da X vollstÄandig ist, muss es einx¤ 2 X mit

lim
n!1

kx¤ ¡ xnk = 0

geben, und wir mÄussen nur noch nachprÄufen, dassx¤ auch ein Fixpunkt von © ist.
Sei dazu² 2 R> 0. Da (xn )n2 N0 gegenx¤ konvergiert, gibt es ein n 2 N0 so, dass

kx¤ ¡ xnk · ²=4; kx¤ ¡ xn+1 k · ²=4

gelten, und wir erhalten

kx¤ ¡ ©(x¤)k = kx¤ ¡ xn + xn ¡ xn+1 + xn+1 ¡ ©(x¤)k

· k x¤ ¡ xnk + kxn ¡ xn+1 k + k©(xn ) ¡ ©(x¤)k

· k x¤ ¡ xnk + kxn ¡ xn+1 k + Lkx¤ ¡ xnk · ²=2 + kxn ¡ xn+1 k

= ²=2 + kxn ¡ x¤ + x¤ ¡ xn+1 k · ²=2 + kxn ¡ x¤k + kx¤ ¡ xn+1 k · ²;

also folgt x¤ = ©( x¤), und x¤ ist als Fixpunkt identi¯ziert.
Zum Nachweis der Eindeutigkeit wÄahlen wir einen zweiten Fixpunkt x¤¤ und erhalten

kx¤ ¡ x¤¤k = k©(x¤) ¡ ©(x¤¤)k · Lkx¤ ¡ x¤¤k;

also folgt ausL < 1 bereits x¤ = x¤¤.

Mit Hilfe des Fixpunktsatzes kÄonnen wir nun die LÄosbarkeit einer gewÄohnlichen Dif-
ferentialgleichung untersuchen. Die Grundlage ist die folgende Beobachtung:

Lemma 2.2 (Integralformulierung) Sei eine stetige Funktion f 2 C([a; b] £ V; V)
gegeben. Eine Funktiony 2 C1([a; b]; V ) lÄost das Anfangswertproblem (2.1) genau dann,
wenn

y(t) = y0 +
Z t

a
f (s; y(s)) ds fÄur alle t 2 [a; b] (2.4)

gilt. Insbesondere ist eine stetige Funktion, die (2.4) lÄost, auch bereits einmal stetig
di®erenzierbar.

Beweis. Im ersten Schritt gehen wir davon aus, dassy das Anfangswertproblem lÄost.
Nach Hauptsatz der Di®erential- und Integralrechnung gilt dann

y0 +
Z t

a
f (s; y(s)) ds = y0 +

Z t

a
y0(s) ds = y(a) + y(t) ¡ y(a) = y(t);

fÄur alle t 2 [a; b], also die Integralgleichung (2.4).
Im zweiten Schritt gehen wir davon aus, dassy 2 C([a; b]; V ) die Gleichung (2.4)

erfÄullt. F Äur t = a folgt aus ihr unmittelbar y(a) = y0. FÄur ein t 2 [a; b) und h 2 (0; b¡ t]
erhalten wir

y(t + h) ¡ y(t)
h

=
1
h

Z t+ h

t
f (s; y(s)) ds = f (´; y (´ ))
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mit einem ´ 2 [t; t + h] gemÄa¼ dem Mittelwertsatz der Integralrechnung. FÄur h ! 0 folgt
´ ! t und somit

y0(t) = lim
h! 0

y(t + h) ¡ y(t)
h

= f (t; y(t)) ;

also ist y stetig di®erenzierbar und erfÄullt die gewÄohnliche Di®erentialgleichung (2.1) fÄur
alle t 2 [a; b).

FÄur t = b folgt die Aussage, indem wir entsprechend den linksseitigen Di®erenzenquo-
tienten zur Approximation der Ableitung einsetzen.

Mit Hilfe der Integralformulierung k Äonnen wir eine AussageÄuber die LÄosbarkeit der
gewÄohnlichen Di®erentialgleichung tre®en.

Satz 2.3 (Picard-Lindel Äof) Die Funktion f 2 C([a; b] £ V; V) erfÄulle die globale
Lipschitz-Bedingung

kf (t; x ) ¡ f (t; y)k · Lkx ¡ yk fÄur alle t 2 [a; b] und x; y 2 V: (2.5)

Dann besitzt das Anfangswertproblem (2.1) eine eindeutigeLÄosungy 2 C1([a; b]; V ).

Beweis. (vgl. [4]) Wir f Äuhren den Beweis mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes 2.1:
Dazu fÄuhren wir den Operator © durch

©[u](t) := y0 +
Z t

a
f (s; u(s)) ds fÄur alle t 2 [a; b]; u 2 C([a; b]; V )

ein und untersuchen die von ihm induzierte Fixpunktiterati on. Nach Lemma 2.2 wissen
wir nÄamlich, dass ein Fixpunkt von © eine LÄosung von (2.1) ist.

Damit wir Satz 2.1 anwenden kÄonnen, mÄussen wir eine geeignete Norm auf dem Raum
C([a; b]; V ) einfÄuhren. Wir verwenden die gewichtete Supremumsnorm

kuke := sup
©

e¡ 2Lx ku(x)k : x 2 [a; b]
ª

; fÄur alle u 2 C([a; b]; V )

und stellen fest, dass bezÄuglich dieser Norm

e¡ 2Lx k©[u](x) ¡ ©[v](x)k = e¡ 2Lx
°
°
°
°

Z x

a
f (t; u(t)) ¡ f (t; v(t)) dt

°
°
°
°

· e¡ 2Lx
Z x

a
kf (t; u(t)) ¡ f (t; v(t))k dt

· Le¡ 2Lx
Z x

a
ku(t) ¡ v(t)k dt

= Le¡ 2Lx
Z x

a
e2Lt e¡ 2Lt ku(t) ¡ v(t)k dt

· Le¡ 2Lx
Z x

a
e2Lt ku ¡ vke dt

= Le¡ 2Lx ku ¡ vke

Z x

a
e2Lt dt
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= Le¡ 2Lx ku ¡ vke
1

2L
(e2Lx ¡ e2La ) ·

1
2

ku ¡ vke

fÄur alle x 2 [a; b] und alle u; v 2 C([a; b]; V ) gilt. Also folgt

k©[u] ¡ ©[v]ke ·
1
2

ku ¡ vke fÄur alle u; v 2 C([a; b]; V );

und da die Norm k ¢ ke Äaquivalent zur Maximumnorm auf dem Raum der stetigen Funk-
tionen ist, kÄonnen wir Satz 2.1 anwenden, um zu folgern, dass ein eindeutig bestimmter
Fixpunkt y 2 C([a; b]; V ) mit ©[ y] = y existiert.

Nach Lemma 2.2 ist diese Funktiony auch die eindeutig bestimmte LÄosung des An-
fangswertproblems.

Satz 2.3 ist nicht nur ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat, er bietet uns auch ein
Konstruktionsverfahren fÄur die LÄosung des Anfangswertproblems:

Bemerkung 2.4 (Picard-Iteration) Ausgehend von einer beliebigen Funktionu0

kÄonnen wir, wie im Satz 2.1, die Folgeun+1 := ©( un ) konstruieren, und Satz 2.3 im-
pliziert, dass diese Folge gegen die LÄosung des Anfangswertproblems (2.1) konvergieren
wird. Diese Konstruktion tr Äagt den NamenPicard-Iteration .

FÄur die Praxis ist diese Konstruktion nur dann anwendbar, wennsich die einzelnen
Iterierten un geeignet im Rechner darstellen lassen, etwa mit Hilfe einer Diskretisierung.

2.3 StÄorungen der Daten

FÄur die numerische Behandlung des Anfangswertproblems (2.1) ist neben der prinzipiel-
len LÄosbarkeit auch der Ein°uss von StÄorungen relevant, schlie¼lich wird im praktischen
Algorithmus in der Regel mit Gleitpunktarithmetik beschr Äankter Genauigkeit gearbeitet.

Ein wichtiges Hilfsmittel f Äur die Analyse ist die GrÄonwallsche Ungleichung, von der
wir hier nur die folgende vereinfachte Variante benÄotigen:

Lemma 2.5 (Gr Äonwall) Seien [a; b] µ R ein Intervall, u 2 C([a; b]; R) eine Funktion
und ® 2 R; ¯ 2 R¸ 0 Konstanten, die

u(t) · ®+ ¯
Z t

a
u(s) ds fÄur alle t 2 [a; b] (2.6)

erfÄullen. Dann gilt

u(t) · ®ē (t ¡ a) fÄur alle t 2 [a; b]:

Beweis. (vgl. [3]) Wir f Äuhren die Hilfsfunktion v 2 C([a; b)) mit

v(t) := e¡ ¯ (t ¡ a)
Z t

a
¯u (s) ds fÄur alle t 2 [a; b]
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ein und erhalten mit Produktregel und (2.6) die AbschÄatzung

v0(t) = ¡ ¯e ¡ ¯ (t ¡ a)
Z t

a
¯u (s) ds + e¡ ¯ (t ¡ a) ¯u (t)

= ¯e ¡ ¯ (t ¡ a)
µ

u(t) ¡
Z t

a
¯u (s) ds

¶
(2:6)
· ¯®e¡ ¯ (t ¡ a)

fÄur alle t 2 [a; b]. Aus v(a) = 0 folgt

e¡ ¯ (t ¡ a)
Z t

a
¯u (s) ds = v(t) = v(t) ¡ v(a) =

Z t

a
v0(s) ds · ¯®

Z t

a
e¡ ¯ (s¡ a) ds

= ¯®
µ

¡
1
¯

¶
(e¡ ¯ (t ¡ a) ¡ e¡ ¯ (a¡ a) ) = ®¡ ®e¡ ¯ (t ¡ a)

und indem wir mit ē (t ¡ a) multiplizieren erhalten wir aus (2.6)

u(t) · ®+
Z t

a
¯u (s) ds · ®+ ē (t ¡ a) (®¡ ®e¡ ¯ (t ¡ a) ) = ®+ ®ē (t ¡ a) ¡ ® = ®ē (t ¡ a) :

Das ist die zu beweisende Ungleichung.

Mit Hilfe dieses Korollars und des Lemmas 2.2 kÄonnen wir nun den Ein°uss von
StÄorungen der Anfangsdaten untersuchen:

Satz 2.6 (St Äorungen) Sei U µ V . Die Funktion f 2 C([a; b]£ U; U) erfÄulle die bereits
aus Satz 2.3 bekannte globale Lipschitz-Bedingung (2.5). Die Funktion g 2 C([a; b]£ U; U)
erfÄulle die Bedingung

kf (t; x ) ¡ g(t; x )k · M fÄur alle t 2 [a; b]; x 2 U

mit einer von t und x unabhÄangigen KonstantenM 2 R¸ 0.
Seien y0; z0 2 U, und seieny; z 2 C1([a; b]; U) LÄosungen der Anfangswertprobleme

y(a) = y0; y0(t) = f (t; y(t)) ;

z(a) = z0; z0(t) = g(t; z(t)) fÄur alle t 2 [a; b]:

Dann gilt die AbschÄatzung

ky(t) ¡ z(t)k ·

(
ky0 ¡ z0keL (t ¡ a) + M

L

¡
eL (t ¡ a) ¡ 1

¢
falls L > 0;

ky0 ¡ z0k + M (t ¡ a) falls L = 0
fÄur alle t 2 [a; b];

kleine StÄorungen der Anfangsdaten und der rechten Seite fÄuhren also auch nur zu kleinen
StÄorungen der LÄosung.

Beweis. Mit Lemma 2.2 erhalten wir

y(t) ¡ z(t) = y0 ¡ z0 +
Z t

a
f (s; y(s)) ¡ g(s; z(s)) ds;
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ky(t) ¡ z(t)k · k y0 ¡ z0k +
Z t

a
kf (s; y(s)) ¡ g(s; z(s))k ds

· k y0 ¡ z0k +
Z t

a
kf (s; y(s)) ¡ f (s; z(s))k + kf (s; z(s)) ¡ g(s; z(s))k ds

(2:5)
· k y0 ¡ z0k +

Z t

a
Lky(s) ¡ z(s)k + M ds: (2.7)

Im Falle L = 0 impliziert (2.7) bereits

ky(t) ¡ z(t)k · k y0 ¡ z0k + M (t ¡ a) fÄur alle t 2 [a; b];

so dass wir uns auf den FallL > 0 konzentrieren kÄonnen. Wir setzen

u(t) := ky(t) ¡ z(t)k +
M
L

fÄur alle t 2 [a; b];

um die Gleichung

u(t) = ky(t) ¡ z(t)k +
M
L

· k y0 ¡ z0k +
M
L

+
Z t

a
Lky(s) ¡ z(s)k + M ds = u(a) + L

Z t

a
u(s) ds;

zu erhalten. Nun wenden wir Lemma 2.5 auf

® := u(a) = ky0 ¡ z0k +
M
L

; ¯ := L

an, um die AbschÄatzung

ky(t) ¡ z(t)k = u(t) ¡
M
L

· u(a)eL (t ¡ a) ¡
M
L

=
µ

ky0 ¡ z0k +
M
L

¶
eL (t ¡ a) ¡

M
L

= ky0 ¡ z0keL (t ¡ a) +
M
L

³
eL (t ¡ a) ¡ 1

´
fÄur alle t 2 [a; b]

zu erhalten.

Bemerkung 2.7 Die kleinste mÄogliche Konstante fÄur M in Satz 2.6 ist o®enbar gerade
die Maximumnorm von f ¡ g, also

M = kf ¡ gk1 := supfk f (t; x ) ¡ g(t; x )k : (t; x ) 2 [a; b] £ Ug;

so dass sich die Aussage des Satzes auch abstrakt als

ky(t) ¡ z(t)k · c1(t)ky0 ¡ z0k + c2(t)kf ¡ gk1 fÄur alle t 2 [a; b]

schreiben lÄasst. Der Satz beschreibt also die Lipschitz-stetige AbhÄangigkeit der LÄosung
zum Zeitpunkt t von den Anfangsdaten und der rechten Seite.
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3 Einschrittverfahren

Die exakte LÄosung eines Anfangswertproblems der Form (2.1) wird sich imallgemei-
nen Fall nicht exakt berechnen lassen. Stattdessen mÄussen wir auf eine Approximati-
on zurÄuckgreifen: Statt nach einer geschlossenen Formel fÄur die LÄosung zu suchen, be-
schrÄanken wir uns darauf, sie nur in einzelnen Punktent0; : : : ; tn 2 [a; b] nÄaherungsweise
zu berechnen.

Wir sind nat Äurlich an Verfahren interessiert, die uns eine mÄoglichst genaue NÄaherung
zur VerfÄugung stellen, und das bei mÄoglichst geringem Rechen- und Speicheraufwand.

Ein mÄoglicher Zugang wÄare etwa die Picard-Iteration (vgl. Bemerkung 2.4): Wir kÄonn-
ten die Iterierten durch ihre Werte in Punkten des Intervall s approximieren und zur
Berechnung der Integrale eine Quadraturformel verwenden,die nur diese Punktwerte
benÄotigt. Der Nachteil dieses Zugangs besteht darin, dassalle Punktwerte gleichzeitig
im Speicher gehalten werden mÄussen.

Wir suchen stattdessen nach einem Verfahren, bei dem wir dieWerte zu den verschie-
denen Zeitpunkten der Reihe nach berechnen kÄonnen. Ein Einschrittverfahren versucht,
den Wert zu einem Zeitpunkt x i +1 nur auf Grundlage des Wertes zum unmittelbar vor-
angehenden Zeipunktx i zu approximieren.

Um die Diskussion der LÄosbarkeit zu vermeiden setzen wir, sofern nicht gesondert
erwÄahnt, im folgenden Kapitel voraus, dass die rechte Seitef des Anfangswertproblems
(2.1) im zweiten Argument Lipschitz-stetig ist (vgl. Beding ung (2.5)). Satz 2.3 impliziert
dann die eindeutige LÄosbarkeit fÄur beliebige Startwerte in V und Startpunkte in [ a; b].

3.1 Euler-Verfahren

Wir untersuchen zunÄachst ein besonders einfaches Einschrittverfahren: DasEuler-
Verfahren basiert auf der Idee, die Ableitung im Anfangswertproblem (2.1) durch einen
Di®erenzenquotienten zu ersetzen:

y(t + h) ¡ y(t)
h

¼ y0(t) = f (t; y(t)) ; y(t + h) ¼ y(t) + hf (t; y(t)) :

FÄur n 2 N setzen wir

t i := a
n ¡ i

n
+ b

i
n

= a + hi fÄur h :=
1
n

; i 2 f 0; : : : ; ng

und berechnen induktiv die NÄaherungen

´ (t i +1 ) := ´ (t i ) + hf (t i ; ´ (t i )) f Äur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1g:
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O®enbar ist dieses Verfahren sehr e±zient durchfÄuhrbar: In jedem Schritt muss f einmal
ausgewertet und eine Linearkombination berechnet werden,und es brauchen nur jeweils
´ (t i +1 ) und ´ (t i ) gleichzeitig im Speicher gehalten zu werden.

Da der Wert ´ (t i +1 ) jeweils direkt berechnet werden kann, spricht man von einem
expliziten Verfahren.

Wenn wir statt des
"
rechtsseitigen\ Di®erenzenquotienten den

"
linksseitigen\ Quoti-

enten verwenden, erhalten wir den Ansatz

y(t) ¡ y(t ¡ h)
h

¼ y0(t) = f (t; y(t)) ; y(t) ¼ y(t ¡ h) + hf (t; y(t)) ;

der nicht mehr direkt berechnet werden kann: Jetzt ist die neue Approximation ´ (t i +1 )
durch das potentiell nichtlineare Gleichungssystem

´ (t i +1 ) ¡ hf (t i +1 ; ´ (t i +1 )) = ´ (t i )

gegeben, das wir mit einem geeigneten Verfahren au°Äosen mÄussen.
Ein brauchbarer Ansatz hierzu ist eine Fixpunkt-Iteration m it dem Operator

ª( x) := ´ (t i ) + hf (t i +1 ; x) fÄur alle x 2 V:

Falls f Lipschitz-stetig im zweiten Argument ist, also

kf (t i +1 ; x) ¡ f (t i +1 ; y)k · Lkx ¡ yk fÄur alle x; y 2 V

gilt, erhalten wir

kª( x) ¡ ª( y)k = khf (t i +1 ; x) ¡ hf (t i +1 ; y)k · hL kx ¡ yk fÄur alle x; y 2 V;

und der Satz 2.1 von Banach garantiert Konvergenz gegen einen eindeutig bestimmten
Fixpunkt x¤, falls wir h < 1=L sicherstellen kÄonnen. Dieser Fixpunkt erfÄullt

x¤ = ª( x¤) = ´ (t i ) + hf (t i +1 ; x¤); x¤ ¡ hf (t i +1 ; x¤) = ´ (t i );

ist also die gesuchte LÄosung´ (t i +1 ) = x¤.
Falls f hinreichend oft di®erenzierbar ist und gute Startwerte bekannt sind, kann man

natÄurlich statt der Fixpunkt-Iteration auch alternative Ans Äatze wie beispielsweise das
Newton-Verfahren verwenden, um´ (t i +1 ) zu berechnen.

Da bei dieser Variante ´ (t i +1 ) nur indirekt Äuber eine Gleichung gegeben ist, spricht
man von einemimpliziten Verfahren.

Das Euler-Verfahren kann dank Lemma 2.2 auch als Quadraturverfahren interpretiert
werden: Die LÄosung y des Anfangswertproblems auf dem Intervall [t i ; t i +1 ] erfÄullt die
Gleichung

y(t) = y(t i ) +
Z t

t i

f (s; y(s)) ds fÄur alle t 2 [t i ; t i +1 ];
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so dass wir insbesondere

y(t i +1 ) = y(t i ) +
Z t i +1

t i

f (s; y(s)) ds

erhalten. Wenn wir das Integral per Rechteckregel approximieren, also durch

Z t i +1

t i

f (s; y(s)) ds ¼ hf (t i ; y(t i )) oder
Z t i +1

t i

f (s; y(s)) ds ¼ hf (t i +1 ; y(t i +1 )) ;

erhalten wir wieder das explizite beziehungsweise implizite Euler-Verfahren.
Wenn wir die Integrale mit anderen Quadraturformeln approximieren, erhalten wir

weitere, in der Regel implizite, Einschrittverfahren.

3.2 Konvergenz

NatÄurlich ist das Euler-Verfahren nur dann nÄutzlich, wenn es auch eine hinreichend gute
Approximation der tats Äachlichen LÄosung berechnet. Wir mÄussen also untersuchen, ob
und, falls ja, wie schnell die approximative LÄosung gegen die echte LÄosung konvergiert.

Die Theorie basiert auf Vergleichen zwischen exakten und approximativen L Äosungen
zu verschiedenen Startwerten: Unter den Annahmen von Satz 2.3 de¯nieren wir fÄur alle
Startwerte y¤ 2 V und alle Startzeitpunkte t¤ 2 [a; b] die Funktion y(¢; t¤; y¤) : [t¤; b] ! V
als LÄosung des Anfangswertproblems

y(t¤; t¤; y¤) = y¤;
@
@t

y(t; t¤; y¤) = f (t; y(t; t¤; y¤)) f Äur alle t 2 [t¤; b]: (3.1)

Nach Satz 2.3 isty(¢; t¤; y¤) eindeutig de¯niert.
Infolge der Eindeutigkeit muss fÄur t¤; s¤ 2 [a; b] mit t¤ · s¤ auch die Gleichung

y(t; t¤; y¤) = y(t; s¤; y(s¤; t¤; y¤)) f Äur alle t 2 [s¤; b] (3.2)

gelten: Im Punkt s¤ stimmen beide Seiten der GleichungÄuberein, also mÄussen sie auch
auf dem gesamten Intervall [s¤; b] Äubereinstimmen.

Nun benÄotigen wir eine Äahnliche Funktion fÄur die approximativen LÄosungen. Wir un-
tersuchen ein allgemeines explizites Einschrittverfahren der Form

´ (t i +1 ) := ´ (t i ) + h©(t i ; ´ (t i ); h) fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1g (3.3)

mit der Inkrementfunktion ©. Das explizite Euler-Verfahren beispielsweise kÄonnen wir
per ©(t; x; h ) := f (t; x ) auf diese allgemeine Form zurÄuckfÄuhren.

Die Intervalle [ t¤; b] werden durch ihre diskreten GegenstÄucke

[t¤; b]h := [ t¤; b] \ f t0; : : : ; tng

= f t i = a + ih : i 2 f 0; : : : ; ng; a + ih ¸ t¤g fÄur alle t¤ 2 [a; b]
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Abbildung 3.1: Ansatz zur FehlerabschÄatzung: Zwischen der echten LÄosung y(t; x0; y0)
(oben) und der approximativen LÄosung´ (t; x0; y0) (unten) wird die halb-
approximative LÄosung´ (t; t1; y(t1; x0; y0)) eingeschoben

ersetzt, und die Funktionen y durch diskrete Funktionen ´ : FÄur einen Startwert y¤ 2 V
und einen Startzeitpunkt t¤ 2 [a; b]h de¯nieren wir die Funktion ´ (¢; t¤; y¤) : [t¤; b]h ! V
induktiv durch

´ (t i +1 ; t¤; y¤) := ´ (t i ; t¤; y¤) + h©(t i ; ´ (t i ; t¤; y¤); h) fÄur alle t i 2 [t¤; b]h :

Aus der induktiven De¯nition folgt f Äur t¤; s¤ 2 [a; b]h mit t¤ · s¤ die der Gleichung (3.2)
entsprechende Fortsetzungseigenschaft

´ (t; t¤; y¤) = ´ (t; s¤; ´ (s¤; t¤; y¤)) f Äur alle t 2 [s¤; b]h : (3.4)

Mit Hilfe der Fortsetzungseigenschaften (3.2) und (3.4) kÄonnen wir nun eine Darstellung
fÄur den Approximationsfehler ¯nden:

Wir w Äahlen t¤; s¤; t 2 [a; b]h mit t¤ · s¤ · t. Wegen (3.2) wissen wir, dass die Fortset-
zung der exakten LÄosungy ab s¤ mit dem exakten Startwert y(s¤; t¤; y¤) wieder die exakte
LÄosung y sein wird. Wegen (3.4) wissen wir, dass die Fortsetzung der approximativen
LÄosung´ ab s¤ mit dem approximativen Startwert ´ (s¤; t¤; y¤) wieder die approximati-
ve LÄosung ´ sein wird. FÄur unsere AbschÄatzung schieben wir nun zwischen den beiden
Funktionen die approximative Fortsetzung mit dem exakten Startwert y(s¤; t¤; y¤) ein,
erhalten also

y(t; t¤; y¤) ¡ ´ (t; t¤; y¤) = y(t; s¤; y(s¤; t¤; y¤)) ¡ ´ (t; s¤; y(s¤; t¤; y¤))

+ ´ (t; s¤; y(s¤; t¤; y¤)) ¡ ´ (t; s¤; ´ (s¤; t¤; y¤)) : (3.5)
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FÄur s¤ > t ¤ lÄasst sich die Norm der ersten Di®erenz auf ein Anfangswertproblem (mit
exaktem Startwert) auf dem kleineren Intervall [s¤; b]h zurÄuckfÄuhren, wÄahrend sich die
zweite Di®erenz mit Hilfe einer diskreten Variante des Satzes 2.6 abschÄatzen lÄasst:

Lemma 3.1 (Diskrete St Äorungen) Sei die Inkrementfunktion © auf [a; b]h £ V £f hg
Lipschitz-stetig im zweiten Argument, es gelte also

k©(t; x; h ) ¡ ©(t; z; h)k · Lkx ¡ zk fÄur alle x; z 2 V; t 2 [a; b]h (3.6)

mit einer von t, x, z und h unabhÄangigen KonstantenL 2 R¸ 0. Dann ist die Di®erenz
zweier NÄaherungslÄosungen beschrÄankt durch

k´ (t; t0; y0) ¡ ´ (t; t0; z0)k · k y0 ¡ z0keL (t ¡ t0 ) fÄur alle y0; z0 2 V; t 2 [a; b]h :

Beweis. Wir beweisen

k´ (t i ; t0; y0) ¡ ´ (t i ; t0; z0)k · k y0 ¡ z0keL (t i ¡ t0 ) fÄur alle i 2 f 0; : : : ; ng (3.7)

per (endlicher) Induktion. F Äur i = 0 ist die Aussage trivial.
Gelte nun (3.7) fÄur ein i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1g. Nach De¯nition haben wir

k´ (t i +1 ; t0; y0) ¡ ´ (t i +1 ; t0; z0)k

= k (´ (t i ; t0; y0) + h©(t i ; ´ (t i ; t0; y0); h)) ¡ (´ (t i ; t0; z0) + h©(t i ; ´ (t i ; t0; z0); h)) k

· k ´ (t i ; t0; y0) ¡ ´ (t i ; t0; z0)k + hk©(t i ; ´ (t i ; t0; y0); h) ¡ ©(t i ; ´ (t i ; t0; z0); h)k

· k ´ (t i ; t0; y0) ¡ ´ (t i ; t0; z0)k + hL k´ (t i ; t0; y0) ¡ ´ (t i ; t0; y0)k

= (1 + hL )k´ (t i ; t0; y0) ¡ ´ (t i ; t0; y0)k · ehL k´ (t i ; t0; y0) ¡ ´ (t i ; t0; y0)k

so dass wir aus der Induktionsvoraussetzung

k´ (t i +1 ; t0; y0) ¡ ´ (t i +1 ; t0; z0)k · k y0 ¡ z0kehL eL (t i ¡ t0 ) = ky0 ¡ z0keL (t i +1 ¡ t0 )

schlie¼en kÄonnen. Damit ist (3.7) auch fÄur i + 1 bewiesen.

Anstelle der Lipschitz-Stetigkeit von f setzt diese AbschÄatzung die der Inkrementfunk-
tion © voraus. Im Falle des expliziten Euler-Verfahrens ist beides ohnehinÄaquivalent. FÄur
allgemeinere Verfahren ist eine entsprechende Aussage in der Regel leicht nachzuweisen.

Dank Lemma 3.1 nimmt (3.5) die Form

ky(t; t¤; y¤) ¡ ´ (t; t¤; y¤)k · k y(t; s¤; y(s¤; t¤; y¤)) ¡ ´ (t; s¤; y(s¤; t¤; y¤))k

+ ky(s¤; t¤; y¤) ¡ ´ (s¤; t¤; y¤)keL (t ¡ s¤ ) (3.8)

an, der zweite Term ist also (bis auf einen Skalierungsfaktor) gerade der Fehler, den
das NÄaherungsverfahren zwischens¤ und t¤ verursacht. Indem wir s¤ = t¤ + h wÄahlen,
entspricht dieser Term also demlokalen Fehler, den wir in einem einzelnen Schritt des
Verfahrens in Kauf nehmen.
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Um den Gesamtfehler zu erhalten genÄugt es, diese einzelnen lokalen Fehler mit den
entsprechenden Faktoren aufzusummieren. Da unser Ansatz jeweils die Werte derexakten
LÄosung als Startwerte fÄur lokale und globale Approximationen verwendet, bietet essich
an, die betre®enden Werte abkÄurzend mit

yi := y(t i ; t0; y0) fÄur alle i 2 f 0; : : : ; ng

zu bezeichnen. Durch Induktion der AbschÄatzung (3.8) erhalten wir die folgende
AbschÄatzung des Gesamtfehlers:

Satz 3.2 (Konvergenz) Sei die Inkrementfunktion Lipschitz-stetig im zweiten Argu-
ment, es gelte also (3.6). Sei

K © := max fk y(t i +1 ; t i ; yi ) ¡ ´ (t i +1 ; t i ; yi )k : i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1gg (3.9)

der maximale lokale Fehler. Dann folgt die AbschÄatzung

ky(t) ¡ ´ (t)k ·

(
K ©
Lh (eL (t ¡ a) ¡ 1) falls L > 0;
K ©
h (t ¡ a) falls L = 0

fÄur alle t 2 [a; b]h :

Beweis. Sei t 2 [a; b]h gegeben. Der Fallt = a ist trivial, wir beschr Äanken uns also auf
t = t i mit i 2 f 1; : : : ; ng.

ZunÄachst beweisen wir die Hilfsbehauptung

ky(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; yj )k · K ©

iX

`= j +1

eLh (i ¡ ` ) fÄur alle j 2 f 0; : : : ; i ¡ 1g (3.10)

durch (endliche, absteigende) Induktion Äuber j .
Wir haben

ky(t; t i ¡ 1; yi ¡ 1) ¡ ´ (t; t i ¡ 1; yi ¡ 1)k = ky(t i ; t i ¡ 1; yi ¡ 1) ¡ ´ (t i ; t i ¡ 1; yi ¡ 1)k · K ©

nach Voraussetzung, also ist (3.10) fÄur j = i ¡ 1 bewiesen.
Sei nun j 2 f 1; : : : ; i ¡ 1g so gegeben, dass (3.10) gilt. Wie bereits gezeigt folgt aus

Lemma 3.1 und (3.2) sowie (3.4) die AbschÄatzung

ky(t; t j ¡ 1; yj ¡ 1) ¡ ´ (t; t j ¡ 1; yj ¡ 1)k = ky(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; ´ (t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1))k

· k y(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; yj )k + k´ (t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; ´ (t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1))k

· k y(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; yj )k + kyj ¡ ´ (t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1)keL (t ¡ t j )

· k y(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; yj )k + K ©eLh (i ¡ j ) :

Wir wenden die Induktionsvoraussetzung an, um

ky(t; t j ¡ 1; yj ¡ 1) ¡ ´ (t; t j ¡ 1; yj ¡ 1)k · K ©

iX

`= j +1

eLh (i ¡ ` ) + K ©eLh (i ¡ j ) = K ©

iX

`= j

eLh (i ¡ ` )
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zu erhalten. Das ist die AbschÄatzung (3.10) fÄur j ¡ 1, und die Induktion ist vollst Äandig.
Um die gesuchte Aussage zu beweisen, wenden wir (3.10) aufj = 0 an und ¯nden

ky(t; a; y0) ¡ ´ (t; a; y0)k · K ©

iX

`=1

eLh (i ¡ ` ) :

Im Falle L = 0 ist die Summe geradei , also (t ¡ a)=h, und wir sind fertig.
Im Falle L > 0 erhalten wir eLh > 1 und beschrÄanken die geometrische Reihe durch

iX

`=1

eLh (i ¡ ` ) = eLhi
iX

`=1

e¡ Lh` = eL (t ¡ a)
iX

`=1

(e¡ Lh )` = eL (t ¡ a) e¡ Lh ¡ e¡ Lh (i +1)

1 ¡ e¡ Lh

= eL (t ¡ a) 1 ¡ e¡ Lhi

eLh ¡ 1
· eL (t ¡ a) 1 ¡ e¡ L (t ¡ a)

1 + Lh ¡ 1
=

1
Lh

(eL (t ¡ a) ¡ 1);

so dass insgesamt die AbschÄatzung

ky(t; a; y0) ¡ ´ (t; a; y0)k ·
K ©

Lh
(eL (t ¡ a) ¡ 1)

bewiesen ist.

3.3 Konsistenz

Aus Satz 3.2 folgt, dass fÄur die Konvergenz des NÄaherungsverfahrens das Verhalten des
Faktors K ©=h ausschlaggebend ist. Wenn wir in (3.9) die De¯nition von ´ (t i +1 ; t i ; yi )
einsetzen, erhalten wir

K ©

h
= max

½
ky(t i +1 ; t i ; yi ) ¡ y(t i ; t i ; yi ) ¡ h©(t i ; yi ; h)k

h
: i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1g

¾

= max
½°

°
°
°

y(t i + h; t i ; yi ) ¡ y(t i ; t i ; yi )
h

¡ ©(t i ; yi ; h)

°
°
°
° : i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1g

¾

FÄur h ! 0 wird der linke Term gegen y0(t) konvergieren, also gegenf (t; y(t)). O®en-
bar kann also das NÄaherungsverfahren nur dann erfolgreich sein, wenn fÄur h ! 0 die
Inkrementfunktion © gegen f konvergiert.

De¯nition 3.3 (Diskretisierungsfehler) Sei © eine Inkrementfunktion. Wir de¯nie-
ren den lokalen Diskretisierungsfehlerzu dem durch© gegebenen expliziten Einschritt-
verfahren durch

¿(t; x; h) :=
y(t + h; t; x ) ¡ x

h
¡ ©(t; x; h ) fÄur alle h 2 R> 0; t 2 [a; b¡ h]; x 2 V:
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Bei dieser De¯nition ist zu beachten, dass wegen Satz 2.3 und wegen der Lipschitz-
Stetigkeit von f die Funktion ¿ fÄur alle x 2 V wohlde¯niert ist.

Wie bereits gesehen gilt

K ©

h
· maxfk ¿(t i ; yi ; h)k : i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1gg;

nach Satz 3.2 ist es also fÄur die Konvergenz der NÄaherungslÄosung sehr erstrebenswert,
dass¿(t; y(t); h) fÄur h ! 0 gleichmÄa¼ig gegen Null geht.

De¯nition 3.4 (Konsistenz) Sei © eine Inkrementfunktion. Sie und das durch sie
de¯nierte explizite Einschrittverfahren hei¼enkonsistent mit dem Anfangswertproblem
(2.1), falls

lim
h! 0

supfk ¿(t; y(t); h)k : t 2 [a; b¡ h]g = 0 (3.11)

gilt. Das Verfahren hei¼tvon der Ordnung p konsistent mit dem Problem fÄur ein p 2 N,
falls es KonstantenCy ; hy 2 R> 0 so gibt, dass

supfk ¿(t; y(t); h)k : t 2 [a; b¡ h]g · Cyhp fÄur alle h 2 (0; hy) (3.12)

gilt. O®enbar impliziert diese Bedingung bereits, dass© auch konsistent ist.

Die Konsistenz eines Verfahrens lÄasst sich auf ein sehr einfaches Kriterium zurÄuckfÄuh-
ren:

Lemma 3.5 (Konsistenz) Sei f stetig und sei y LÄosung des Anfangswertproblems
(2.1). Sei © stetig auf

¢ := f (t; h) : t 2 [a; b]; h 2 [0; b¡ t]g:

Das durch © de¯nierte explizite Einschrittverfahren ist genau dann konsistent mit dem
Problem, wenn

f (t; y(t)) = ©( t; y(t); 0) fÄur alle t 2 [a; b] (3.13)

erfÄullt ist.

Beweis. Wir beweisen zunÄachst zwei Hilfsbehauptungen.
Vorbetrachtung 1: FÄur alle t 2 [a; b), h 2 (0; t ¡ b] gilt

k¿(t; y(t); h)k =

°
°
°
°

y(t + h; t; y(t)) ¡ y(t)
h

¡ ©(t; y(t); h)

°
°
°
°

=

°
°
°
°

y(t + h) ¡ y(t)
h

¡ ©(t; y(t); h)

°
°
°
°

= ky0(t+ ) ¡ ©(t; y(t); h)k = kf (t+ ; y(t+ )) ¡ ©(t; y(t); h)k (3.14)

mit einem t+ 2 [t; t + h].
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Vorbetrachtung 2: Da f und y stetig sind, ist

t 7! f (t; y(t))

stetig auf der kompakten Menge [a; b], also insbesondere gleichmÄa¼ig stetig. Also ¯nden
wir f Äur beliebige ² 2 R> 0 ein ±1 2 R> 0 so, dass

kf (t; y(t)) ¡ f (s; y(s))k · ²=3 fÄur alle t; s 2 [a; b] mit jt ¡ sj · ±1 (3.15)

gilt. Da © stetig auf der kompakten Menge ¢ ist, ¯nden wir f Äur beliebige ² 2 R> 0 ein
±2 2 R> 0 so, dass

k©(t; y(t); h) ¡ ©(s; y(s); h0)k · ²=3 fÄur alle (t; h); (s; h0) 2 ¢

mit jt ¡ sj + jh ¡ h0j · ±2 (3.16)

gilt. Mit Hilfe dieser Absch Äatzungen kÄonnen wir nun den eigentlichen Beweis fÄuhren.
Teil 1: Sei nun © konsistent undh 2 R> 0 sowie t 2 [a; b¡ h] gegeben. Sei² 2 R> 0.

Seien±1; ±2 2 R> 0 wie in (3.15) und (3.16) gewÄahlt. Aus (3.11) folgt, dass es ein±3 2 R> 0

mit

k¿(t; y(t); h)k · ²=3 fÄur alle t 2 [a; b¡ h]; h 2 (0; ±3)

geben muss. Wir setzen± := min f ±1; ±2; ±3g.
Seienh 2 (0; ±) und t 2 [a; b¡ h] gegeben. Wir ¯xieren t+ 2 [t; t + h] mit der Eigenschaft

(3.14) und erhalten

kf (t; y(t)) ¡ ©(t; y(t); 0)k · k f (t; y(t)) ¡ f (t+ ; y(t+ ))k + kf (t+ ; y(t+ )) ¡ ©(t; y(t); h)k

+ k©(t; y(t); h) ¡ ©(t; y(t); 0)k

· ²=3 + k¿(t; y(t); h)k + ²=3 · ²;

und da ² beliebig gewÄahlt war folgt (3.13).
Teil 2: Setzen wir nun voraus, dass (3.13) gilt. Sei² 2 R> 0, und seien wieder±1; ±2 2

R> 0 wie in (3.15) und (3.16) gewÄahlt. Wir setzen ± := min f ±1; ±2g.
Seienh 2 (0; ±) und t 2 [a; b¡ h] gegeben. Wir ¯xieren wieder t+ 2 [t; t + h] mit der

Eigenschaft (3.14) und erhalten

k¿(t; y(t); h)k = kf (t+ ; y(t+ )) ¡ ©(t; y(t); h)k

· k f (t+ ; y(t+ )) ¡ f (t; y(t))k + kf (t; y(t)) ¡ ©(t; y(t); 0)k

+ k©(t; y(t); 0) ¡ ©(t; y(t); h)k · ²=3 + ²=3 = 2²=3;

also folgt die Konsistenz.

Aus diesem Lemma folgt direkt, dass das explizite Euler-Verfahren konsistent ist,
schlie¼lich ist es durch ©(t; x; h ) = f (t; x ) de¯niert. Falls f Lipschitz-stetig in beiden
Argumenten ist, ist das Euler-Verfahren sogar konsistent von Ordnung 1:
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Lemma 3.6 (Konsistenz Euler) Sei f Lipschitz-stetig im ersten und zweiten Argu-
ment, es gelte also

kf (t; x ) ¡ f (s; z)k · L f (jt ¡ sj + kx ¡ zk) fÄur alle t; s 2 [a; b]; x; z 2 V (3.17)

mit einer von t; s; x und z unabhÄangigen KonstanteL f 2 R¸ 0.
Dann ist das explizite Euler-Verfahren konsistent von Ordnung 1.

Beweis. Wir k Äonnen hy 2 R> 0 beliebig wÄahlen und setzen

M f := max fk f (t; y(t))k : t 2 [a; b]g; Cy := L f (1 + M f ):

Da die Funktion
t 7! k f (t; y(t))k

stetig und das Intervall [a; b] kompakt ist, sind M f und Cy wohlde¯niert.
Seien nunh 2 (0; hy) und t 2 [a; b¡ h] gegeben. Nach De¯nition gilt

k¿(t; y(t); h)k =

°
°
°
°

y(t + h; t; y(t)) ¡ y(t)
h

¡ ©(t; y(t); h)

°
°
°
°

= ky0(t+ ) ¡ f (t; y(t))k = kf (t+ ; y(t+ )) ¡ f (t; y(t))k

fÄur ein t+ 2 [t; t + h].
Aus der Lipschitz-Stetigkeit von f folgern wir nun

k¿(t; y(t); h)k = kf (t+ ; y(t+ )) ¡ f (t; y(t))k · L f (jt ¡ t+ j + ky(t) ¡ y(t+ )k): (3.18)

Auf den zweiten Term wenden wir wieder den Zwischenwertsatzan, um

ky(t) ¡ y(t+ )k = jt ¡ t+ j ky0(t++ )k = jt ¡ t+ j kf (t++ ; y(t++ )k · M f jt ¡ t+ j

fÄur ein t++ 2 [t; t + ] zu erhalten. Insgesamt folgt aus (3.18)

k¿(t; y(t); h)k · L f (1 + M f )jt ¡ t+ j = Cyh;

also die zu zeigende Behauptung.

Bemerkung 3.7 (Alternativer Beweis) Falls y0 Lipschitz-stetig ist, falls es also eine
Konstante L y 2 R¸ 0 mit

ky0(t) ¡ y0(s)k · L y jt ¡ sj fÄur alle t; s 2 [a; b]

gibt, erhalten wir

k¿(t; y(t); h)k =

°
°
°
°

y(t + h; t; y(t)) ¡ y(t)
h

¡ ©(t; y(t); h)

°
°
°
°

= ky0(t+ ) ¡ f (t; y(t))k = ky0(t+ ) ¡ y0(t)k · L ykt+ ¡ tk · L yh

fÄur ein t+ 2 [t; t + h] und beliebigeh 2 R> 0, t 2 [a; b¡ h].
Falls y zweimal stetig di®erenzierbar ist, kann per MittelwertsatzL y durch das Maxi-

mum von y00abgeschÄatzt werden.
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Indem wir eine Konsistenzaussage mit dem Konvergenzsatz 3.2 kombinieren, erhalten
wir eine FehlerabschÄatzung fÄur das Einschrittverfahren:

Satz 3.8 (Konsistenz und Konvergenz) Sei © eine Inkrementfunktion, und sei das
durch sie de¯nierte explizite Einschrittverfahren konsistent mit (2.1). Dann gilt

lim
n!1

h=( b¡ a)=n

supfk y(t; a; y0) ¡ ´ (t; a; y0)k : t 2 [a; b]hg = 0 ;

die diskreten NÄaherungslÄosungen konvergieren also gegen die exakte LÄosung.
Falls das Verfahren konsistent von Ordnungp ist, gibt es KonstantenC; hy 2 R> 0 mit

supfk y(t; a; y0) ¡ ´ (t; a; y0)k : t 2 [a; b]hg · Chp fÄur alle h = ( b¡ a)=n 2 (0; hy):

Beweis. Der Fall b = a ist trivial, deshalb beschrÄanken wir uns auf den Fall b > a.
Sei K © die Konstante aus Satz 3.2, und sei

CK :=

(
1
L (eL (b¡ a) ¡ 1) falls L > 0;

b¡ a falls L = 0 :

Aus Satz 3.2 folgt

ky(t; a; y0) ¡ ´ (t; a; y0)k · CK
K ©

h
fÄur alle h 2 R> 0; t 2 [a; b]h :

Sei ² 2 R> 0. Da das durch © de¯nierte Verfahren konsistent mit (2.1) ist, gibt es ein
± 2 R> 0 so, dass die AbschÄatzung

maxfk ¿(t; y(t); h)k : t 2 [a; b¡ h]g ·
²

CK
fÄur alle h 2 (0; ±)

gilt. Damit erhalten wir auch

ky(t; a; y0) ¡ ´ (t; a; y0)k · CK
K ©

h
= CK

²
CK

= ² fÄur alle t 2 [a; b]h :

und n 2 N mit h = ( b¡ a)=n < ±.
Sei nun das Verfahren konsistent von Ordnungp, und seienCy ; hy 2 R> 0 die Kon-

stanten aus (3.12). Dann haben wir

ky(t; a; y0) ¡ ´ (t; a; y0)k · CK
K ©

h
· CK Cyhp fÄur alle t 2 [a; b]h

und n 2 N mit h = ( b¡ a)=n < h y . Die gewÄunschte Aussage folgt fÄur C := CK Cy .

Korollar 3.9 (Konvergenz Euler) Sei f in beiden Argumenten Lipschitz-stetig, es
gelte also (3.17).

Dann gibt es eine KonstanteCeu 2 R> 0 so, dass fÄur alle h 2 R> 0 die per explizitem
Euler-Verfahren mit Schrittweite h berechnete NÄaherungslÄosung die AbschÄatzung

ky(t; a; y0) ¡ ´ (t; a; y0)k · Ceuh fÄur alle t 2 [a; b]h

erfÄullt. Insbesondere konvergiert die NÄaherung fÄur h ! 0 gegen die exakte LÄosung.

Beweis. Kombiniere Satz 3.8 mit Lemma 3.6.
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3.4 Lokalisierte Konvergenzaussagen

Satz 3.2 erfordert die Lipschitz-Stetigkeit der Inkrement-Funktion © auf dem gesamten
Raum V und bietet eine FehlerabschÄatzung ohne weitere EinschrÄankungen anK ©.

In der Praxis passiert es hÄau¯g, dass die Funktion f , und damit in der Regel auch die
von ihr abhÄangende Inkrementfunktion ©, nur in einer Umgebung der exakten LÄosung
Lipschitz-stetig sind. In dieser Situation kann es sinnvoll sein, © Lipschitz-stetig auf
den gesamten RaumV fortzusetzen und dann die bereits bewiesenen Aussagen auf die
modi¯zierte Inkrementfunktion anzuwenden.

Im Interesse der Einfachheit beschrÄanken wir uns in diesem Abschnitt auf den Fall, dass
V ein Hilbert-Raum ist. Die Grundlage unseres Fortsetzungsarguments ist die Projektion
beliebiger Vektoren auf die Einheitskugel:

Lemma 3.10 (Projektion) Wir de¯nieren die Projektion

¦ 1(x) :=

(
x falls kxk · 1;

x
kxk ansonsten

fÄur alle x 2 V:

Dann gilt

k¦ 1(x) ¡ ¦ 1(z)k · k x ¡ zk fÄur alle x; z 2 V:

Beweis. Seienx; z 2 V , und sei ohne BeschrÄankung der Allgemeinheit kxk · k zk ange-
nommen.

Wir unterscheiden drei FÄalle: Falls kzk · 1 gilt, folgt auch kxk · 1 und damit ¦ 1(x) =
x, ¦ 1(y) = y, so dass die Aussage trivial ist.

Falls kxk · 1 < kzk gilt, impliziert die Cauchy-Schwarz-Ungleichung bereits

2hx; zi · 2kxk kzk · 2kzk < kzk + kzk2

und wir erhalten

k¦ 1(x) ¡ ¦ 1(z)k2 =

°
°
°
° x ¡

z
kzk

°
°
°
°

2

= kxk2 ¡ 2hx; zi
1

kzk
+ 1

= kxk2 ¡ 2hx; zi + 2hx; zi
µ

1 ¡
1

kzk

¶
+ kzk2 ¡

µ
1 ¡

1
kzk2

¶
kzk2

= kx ¡ zk2 +
µ

1 ¡
1

kzk

¶ µ
2hx; zi ¡

µ
1 +

1
kzk

¶
kzk2

¶

· k x ¡ zk2 +
µ

1 ¡
1

kzk

¶
¡
kzk + kzk2 ¡ k zk2 ¡ k zk

¢
= kx ¡ zk2:

Im Falle 1 < kxk · k zk schlie¼lich ergibt sich

k¦ 1(x) ¡ ¦ 1(z)k2 =

°
°
°
°

x
kxk

¡
z

kzk

°
°
°
°

2

= 2 ¡ 2hx; zi
1

kxk kzk
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= kxk2 ¡ 2hx; zi + kzk2 ¡ (kxk2 + kzk2 ¡ 2) +
µ

2 ¡
2

kxk kzk

¶
hx; zi

· k x ¡ zk2 ¡ (2kxk kzk ¡ 2) +
µ

2 ¡
2

kxk kzk

¶
kxk kzk = kx ¡ zk2;

und der Beweis ist abgeschlossen.

Wir sind nicht an Projektionen auf die Einheitskugel interessiert, sondern auf poten-
tiell kleinere Kugeln mit Radius ° 2 R> 0, die sich einfach per

¦ ° (x) := ° ¦ 1(x=° ) fÄur alle x 2 V

de¯nieren lassen. O®enbar gilt auch hier

k¦ ° (x) ¡ ¦ ° (z)k = ° k¦ 1(x=° ) ¡ ¦ 1(z=°)k

· ° kx=° ¡ z=°k = kx ¡ zk fÄur alle x; z 2 V;

und wir k Äonnen die Fortsetzung von © konstruieren:

Korollar 3.11 (Lokalisierung) Sei y0 2 V , und sei y : [a; b] ! V eine LÄosung des
Anfangswertproblems (2.1).

Sei ° 2 R> 0. Wir de¯nieren die Umgebungen

S(t) := f x 2 V : kx ¡ y(t)k · ° g fÄur alle t 2 [a; b]h

und setzen voraus, dass die Inkrementfunktion auf ihnen im zweiten Argument Lipschitz-
stetig ist, dass also

k©(t; x ) ¡ ©(t; z)k · Lkx ¡ zk fÄur alle t 2 [a; b]h ; x; z 2 S(t)

fÄur ein L 2 R¸ 0 gilt. Es sei K ©=h klein genug, um

° ¸

(
K ©
Lh

¡
eL (t ¡ a) ¡ 1

¢
falls L > 0;

K ©
h (t ¡ a) falls L = 0

(3.19)

fÄur die in (3.9) de¯nierte Konstante sicherzustellen. Dann folgt fÄur alle t 2 [a; b]h die
AbschÄatzung

ky(t) ¡ ´ (t)k ·

(
K ©
Lh (eL (t ¡ a) ¡ 1) falls L > 0;
K ©
h (t ¡ a) falls L = 0 :

Beweis. Da die Inkrementfunktion © nur lokal Lipschitz-stetig ist, s etzen wir sie zu
einer global Lipschitz-stetigen Funktion ©¤ fort: Falls ein Vektor nicht in der durch S(t)
de¯nierten Umgebung der LÄosung liegt, wird er in diese Menge projiziert, indem wir

x t := y(t) + ¦ ° (x ¡ y(t)) f Äur alle t 2 [a; b]h ; x 2 V

setzen, denn nach De¯nition von ¦ ° gilt dann kx t ¡ y(t)k · ° , also x t 2 S(t).
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Die Funktion © ¤ de¯nieren wir durch

©¤(t; x; h ) := ©( t; x t ; h) fÄur alle t 2 [a; b]h ; x 2 V;

und wir erhalten dank Lemma 3.10 die AbschÄatzung

k©¤(t; x; h ) ¡ ©¤(t; z; h)k = k©(t; x t ; h) ¡ ©(t; zt ; h)k

· Lkx t ¡ zt k · Lkx ¡ zk fÄur alle t 2 [a; b]h ; x; z 2 V;

die Inkrementfunktion © ¤ ist also global Lipschitz-stetig im zweiten Argument.
Analog zu ´ de¯nieren wir N ÄaherungslÄosungen´ ¤ fÄur die fortgesetzte Inkrementfunk-

tion ©¤ durch

´ ¤(t i +1 ; t¤; y¤) := ´ ¤(t i ; t¤; y¤) + h©¤(t i ; ´ ¤(t i ; t¤; y¤); h) fÄur alle t i 2 [t¤; b]h :

Wegen y(t) 2 S(t) folgt © ¤(t; y(t); h) = ©( t; y(t); h), also auch K © = K ©¤ , und aus
Satz 3.2 und (3.19) erhalten wir die AbschÄatzung

ky(t; a; y0) ¡ ´ ¤(t; a; y0)k · ° fÄur alle t 2 [a; b]h :

Daraus folgt ´ ¤(t; a; y0) 2 S(t), und nach De¯nition von © ¤ also auch ´ ¤(t; a; y0) =
´ (t; a; y0). Damit ist die gesuchte Aussage bewiesen.
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4 Verfahren hÄoherer Ordnung

4.1 Konsistenzkriterium

Wie wir in Satz 3.8 gesehen haben, entscheidet die Konsistenzordnung p darÄuber, wie
schnell sich der Fehler der NÄaherungslÄosung reduziert. Im Falle des Euler-Verfahrens
bewirkt eine Halbierung der Schrittweite lediglich eine Halbierung des Fehlers, wÄahrend
bei einem Verfahren p-ter Ordnung der Fehler bereits um den Faktor 2¡ p reduziert
wÄurde.

Wenn wir eine gewisse Genauigkeit² 2 R> 0 erreichen wollen, muss

² » hp » n¡ p

gelten, wir benÄotigen also
n » ² ¡ 1=p

Schritte des Einschrittverfahrens. Das bedeutet, dass einVerfahren erster Ordnung eine
Million Schritte zum Erreichen einer Genauigkeit von 10¡ 6 benÄotigt, w Äahrend ein Ver-
fahren zweiter Ordnung mit nur tausend Schritten auskommenkÄonnte, also im Idealfall
tausendmalschneller wÄare. In der RealitÄat erfordert ein Schritt eines Verfahrens hÄoherer
Ordnung einen etwas hÄoheren Rechenaufwand, wird aber trotzdem sehr viel schneller als
ein Verfahren niedrigerer Ordnung sein.

Wir sind also daran interessiert, mÄoglichst einfache Verfahren mÄoglichst hoher Ord-
nung zu konstruieren. Dazu gehen wirÄahnlich wie in Bemerkung 3.7 vor: Wir setzen
x = y(t). Wegen (3.2) haben wir y(t + h; t; x ) = y(t + h), und wenn wir y 2 Cp+1 [a; b]
sowie ©(t; x; ¢) 2 Cp[0; h] voraussetzen, folgt mit dem Satz von Taylor

¿(t; x; h ) =
y(t + h; t; x ) ¡ x

h
¡ ©(t; x; h ) =

y(t + h) ¡ y(t)
h

¡ ©(t; x; h )

=
1
h

Ã pX

º =0

hº

º !
y(º ) (t) +

hp+1

(p + 1)!
y(p+1) (t+ ) ¡ y(t)

!

¡
p¡ 1X

º =0

hº

º !
@º ©
@hº

(t; x; 0) ¡
hp

p!
@p©
@hp

(t; x; h + )

=
pX

º =1

hº ¡ 1

º !
y(º ) (t) +

hp

(p + 1)!
y(p+1) (t+ )

¡
p¡ 1X

º =0

hº

º !
@º ©
@hº

(t; x; 0) ¡
hp

p!
@p©
@hp

(t; x; h + )
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=
p¡ 1X

º =0

hº

º !

Ã
y(º +1) (t)

º + 1
¡

@º ©
@hº

(t; x; 0)

!

+
hp

p!

Ã
y(p+1) (t+ )

p + 1
¡

@p©
@hp

(t; x; h + )

!

(4.1)

fÄur Zwischenstellen t+ 2 [t; t + h] und h+ 2 [0; h]. Da wir ein NÄaherungsverfahren
konstruieren wollen, steht uns die LÄosung y im Allgemeinen nicht zur VerfÄugung, also
drÄucken wir sie mit Hilfe von f aus: Es gilt

f y(t) := f (t; y(t)) = y0(t) fÄur alle t 2 [a; b]; (4.2)

da y die LÄosung von (2.1) ist, und wir erhalten

¿(t; y(t); h) =
p¡ 1X

º =0

hº

º !

Ã
f (º )

y (t)
º + 1

¡ @º
h ©(t; x; 0)

!

+
hp

p!

Ã
f (p)

y (t+ )
p + 1

¡ @p
h©(t; x; h + )

!

: (4.3)

Eine Konsistenzordnung vonp kÄonnen wir nur erwarten, falls die erste Summe verschwin-
det, falls also die Ableitungen bis zur Ordnungp ¡ 1 von f y und © Äubereinstimmen.

Lemma 4.1 (Konsistenzkriterium) Sei p 2 N, und sei y 2 Cp+1 [a; b]. Sei © eine im
dritten Argument p-mal stetig di®erenzierbare Inkrementfunktion, die

(º + 1)
@º ©
@hº

(t; y(t); 0) = f (º )
y (t) fÄur alle t 2 [a; b]; º 2 f 0; : : : ; p ¡ 1g

erfÄullt. Dann ist das durch © de¯nierte Verfahren von p-ter Ordnung konsistent.

Beweis. (vgl. [2]) Sei hy 2 R> 0. Da y(p+1) stetig ist, ist

C1 := max fk y(p+1) (t)k : t 2 [a; b]g = max fk f (p)
y (t)k : t 2 [a; b]g < 1

als Maximum einer stetigen Funktion auf dem kompakten Intervall [a; b] wohlde¯niert.
Da © im dritten Argument p-mal stetig di®erenzierbar ist, ist

C2 := max
½°

°
°
°

@p©
@hp

(t; y(t); h)

°
°
°
° : t 2 [a; b]; h 2 [0; b¡ t]

¾
< 1

als Maximum einer stetigen Funktion auf der (nach Heine-Borel) kompakten Menge

¢ := f (t; h) : t 2 [a; b]; h 2 [0; b¡ t]g

ebenfalls wohlde¯niert.
Sei h 2 (0; hy ] und t 2 [a; b¡ h]. Durch Einsetzen in (4.3) folgt sofort

¿(t; y(t); h) =
hp

p!

Ã
f (p)

y (t+ )
p + 1

¡ @p
h©(t; x; h + )

!

=
hp

p!

Ã
y(p+1) (t+ )

p + 1
¡ @p

h©(t; x; h + )

!
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mit Zwischenpunkten t+ 2 [t; t + h] und h+ 2 [0; h]. Nach De¯nition von C1 und C2

erhalten wir also

k¿(t; y(t); h)k · hp

Ã°
°
°
°
°

f (p)
y (t+ )

(p + 1)!

°
°
°
°
°

+

°
°
°
°

@p
h©(t; x; h + )

p!

°
°
°
°

!

· hp
µ

C1

(p + 1)!
+

C2

p!

¶
= Cyhp

fÄur die Konstante

Cy :=
C1

(p + 1)!
+

C2

p!
;

und damit ist (3.12) bewiesen.

Dieses Resultat lÄasst sich als Verallgemeinerung von Lemma 3.5 interpretieren:
©(t; x; 0) = f (t; x ) impliziert Konsistenz. Falls f di®erenzierbar (es reicht auch Lipschitz-
Stetigkeit) ist, folgt Konsistenz erster Ordnung. Falls zusÄatzliche Ableitungen existieren
und stetig sind, erhalten wir hÄohere Konsistenzordnungen.

Lemma 4.1 kann verwendet werden, um Einschrittverfahren beliebig hoher Konsisten-
zordnung zu entwickeln, indem man die Struktur der Funktion f y ausnutzt: Nach (4.2)
gilt

f 0
y(t) = Df (t; y(t)) ¢(1; y0(t)) = Df (t; y(t)) ¢(1; f (t; y(t)))

=
@f
@t

(t; y(t)) +
@f
@x

(t; y(t)) f (t; y(t)) f Äur alle t 2 [a; b];

wir k Äonnen also diese GrÄo¼e berechnen, falls uns die Ableitungen vonf zur VerfÄugung
stehen. Wir de¯nieren

©(t; x; h ) := f (t; x ) +
h
2

µ
@f
@t

(t; x ) +
@f
@x

(t; x )f (t; x )
¶

fÄur alle t 2 [a; b]; h 2 [0; b¡ t]; x 2 V;

und Lemma 4.1 zeigt, dass das durch diese Inkrementfunktionde¯nierte Verfahren die
Konsistenzordnung 2 besitzt.

Wenn uns hÄohere Ableitungen von f y , also letztendlich von f , zur VerfÄugung ste-
hen, kÄonnen wir in dieser Weise prinzipiell Verfahren beliebig hoher Konsistenzordnung
konstruieren.

In der Praxis stehen uns sehr oft die Ableitungen vonf nicht zur Verf Äugung, so dass
wir uns fÄur Verfahren interessieren, die eine hÄohere Konsistenzordnung auch ohne diese
zusÄatzliche Information erzielen (schlie¼lich kÄonnen wir eine Funktion statt per Taylor-
Entwicklung auch durch Lagrange-Interpolation approximieren).

Beispiel 4.2 (Heun) Es ist mÄoglich, aus einem Quadraturverfahren hÄoherer Ordnung
eine Inkrementfunktion hÄoherer Konsistenzordnung zu konstruieren. Als Beispiel ver-
wenden wir die Trapezregel

Z t+ h

t
g(s) ds ¼

h
2

(g(t) + g(t + h)) ;
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die bei einem zweimal di®erenzierbaren Integranden einen Fehler der Ordnung h3 auf-
weist.

Wir wenden diese Regel auf die Integraldarstellung aus Lemma 2.2 an und erhalten

y(t + h) = y(t) +
Z t+ h

t
f (s; y(s)) ds ¼ y(t) +

h
2

(f (t; y(t)) + f (t + h; y(t + h))) ;

also ein zunÄachst implizites Einschrittverfahren.
Falls h klein genug ist, dÄurfen wir erwarten, dass wir mit der Fixpunktiteration

y(i +1) (t + h) := y(t) +
h
2

(f (t; y(t)) + f (t + h; y(i ) (t + h))) fÄur alle i 2 N0

schnell eine gute NÄaherung vony(t + h) erhalten kÄonnen.
Wenn wir zur Bestimmung des Startwerts das explizite Euler-Verfahren verwenden,

erhalten wir y(0) (t + h) := y(t) + hf (t; y(t)) und nach dem ersten Iterationsschritt

y(1) (t + h) := y(t) +
h
2

(f (t; y(t)) + f (t + h; y(0) (t + h))

= y(t) +
h
2

(f (t; y(t)) + f (t + h; y(t) + hf (t; y(t)))) :

FÄur eine hinreichend kleine Schrittweiteh kÄonnen wir davon ausgehen, dass dieser Wert
bereits eine gute NÄaherung vony(t + h) darstellt. Die entsprechende Inkrementfunktion
lautet

©(t; x; h ) :=
1
2

(f (t; x ) + f (t + h; x + hf (t; x )))

und de¯niert das Heun-Verfahren.
Falls f einmal stetig di®erenzierbar ist, folgt aus©(t; x; 0) = f (t; x ) nach Lemma 4.1

bereits, dass das Verfahren von erster Ordnung konsistent ist. Falls f zweimal stetig
di®erenzierbar ist, erhalten wir per Kettenregel

@©
@h

(t; x; h ) =
1
2

Df (t + h; x + hf (t; x )) ¢(1; f (t; x )) ;

f 0
y(t) = Df (t; y(t)) ¢(1; y0(t)) = Df (t; y(t)) ¢(1; f (t; y(t))) ;

2
@©
@h

(t; y(t); 0) = f 0
y(t);

also ist das Verfahren gemÄa¼ Lemma 4.1 in diesem Fall von zweiter Ordnung konsistent.

Statt der Trapezregel kÄonnen wir auch mit der Mittelpunktregel arbeiten, die ebenfalls
einen Fehler in der GrÄo¼enordnung vonh3 erwarten lÄasst. Auch hier mÄussen wir den
Wert im Mittelpunkt des Intervalls geeignet approximieren , beispielsweise durch das
Euler-Verfahren:

Beispiel 4.3 (Runge) Analog kÄonnen wir auch die Mittelpunktregel verwenden, um
eine Inkrementfunktion zu konstruieren: Wir gehen wieder von Lemma 2.2 aus und setzen

y(t + h) = y(t) +
Z t+ h

t
f (s; y(s)) ds ¼ y(t) + hf

µ
t +

h
2

; y
µ

t +
h
2

¶¶
:
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Wie schon in Beispiel 4.2 verwenden wir das explizite Euler-Verfahren, um die Appro-
ximation

y
µ

t +
h
2

¶
¼ y(t) +

h
2

f (t; y(t))

zu gewinnen und erhalten

y(t + h) ¼ y(t) + hf
µ

t +
h
2

; y(t) +
h
2

f (t; y(t))
¶

:

Die zugehÄorige Inkrementfunktion

©(t; x; h ) := f
µ

t +
h
2

; x +
h
2

f (t; x )
¶

de¯niert das Runge- oder auch Euler-Collatz-Verfahren.
Falls f einmal stetig di®erenzierbar ist, folgt aus©(t; x; 0) = f (t; x ) per Lemma 4.1,

dass das Verfahren von erster Ordnung konsistent ist. Fallsf zweimal stetig di®eren-
zierbar ist, impliziert die Kettenregel

@©
@h

(t; x; h ) = Df
µ

t +
h
2

; x +
h
2

f (t; x )
¶

¢
µ

1
2

;
1
2

f (t; x )
¶

=
1
2

Df
µ

t +
h
2

; x +
h
2

f (t; x )
¶

¢(1; f (t; x )) ;

2
@©
@h

(t; y(t); 0) = Df (t; y(t)) ¢(1; f (t; y(t))) = f 0
y(t);

und dank Lemma 4.1 kÄonnen wir schlie¼en, dass das Verfahren auch von zweiter Ordnung
konsistent ist.

Es stellt sich die Frage, ob man durch Quadraturformeln hÄoherer Ordnung auch zu
Inkrementfunktionen hÄoherer Ordnung gelangen kann. Im Prinzip kÄonnen wir eine Qua-
draturformel Z t+ h

t
f (s; y(s)) ds ¼

mX

i =1

! i f (si ; y(si ))

verwenden, mÄussen dann aber brauchbare NÄaherungswerte fÄur y(si ) in allen Quadratur-
punkten zur VerfÄugung stellen. Eine Analyse der Fehlerfortp°anzung im Quadraturver-
fahren zeigt, dass eine Quadraturordnung vonp+ 1, also eine Konsistenzordnung vonp,
nur dann zu erwarten ist, wenn die NÄaherungswerte fÄur y(si ) genau bis auf einen Fehler
der Ordnung p¡ 1 sind. Diese Eigenschaft ist im Allgemeinen nur schwer sicherzustellen.

Im Falle des Heun- und Euler-Collatz-Verfahrens pro¯tieren wir davon, dass das ex-
plizite Euler-Verfahren eine NÄaherung erster Ordnung fÄur y(t + h) bzw. y(t + h=2) zur
VerfÄugung stellt, fÄur hÄohere Ordnungen ist dieses Ziel schwieriger zu erreichen.
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4.2 Runge-Kutta-Verfahren

Sowohl das Heun- als auch das Euler-Collatz-Verfahren basieren darauf, die Funktion f
in Punkten auszuwerten, die von vorangehenden Auswertungen der Funktion abhÄangen
kÄonnen. Allgemein haben wir also die Struktur

ki = f

0

@t + ci h; x + h
i ¡ 1X

j =1

aij kj

1

A fÄur i 2 f 1; : : : ; sg; (4.4a)

©(t; x; h ) =
sX

i =1

bi ki (4.4b)

eines expliziten Verfahrens, das mit Hilfe vons Auswertungen der Funktion f eine Inkre-
mentfunktion de¯niert. Die entscheidenden Parameter sind die Vektoren c 2 Rs, die die
Zeitpunkte fÄur die Auswertungen angeben, die MatrixA = ( aij )s

i;j =1 , die angibt, wie die
i -te Funktionsauswertung von den vorangehenden Auswertungen beein°usst wird, und
der Vektor b 2 Rs, der beschreibt, wie die einzelnen Funktionsauswertungenkombiniert
werden mÄussen, um die Inkrementfunktion zu erhalten.

Die durch (4.4) beschriebenen Verfahren bezeichnen wir alsRunge-Kutta-Verfahren
der Stufe s. Die bisher betrachteten Einschrittverfahren lassen sichals Runge-Kutta-
Verfahren interpretieren: Das explizite Euler-Verfahren ist einstu¯g mit den Parametern

A =
¡
0
¢

; c =
¡
0
¢

; b =
¡
1
¢

;

das Heun-Verfahren ist zweistu¯g mit

A =
µ

0
1 0

¶
; c =

µ
0
1

¶
; b =

µ
1=2
1=2

¶
;

und das Runge-Verfahren ist ebenfalls zweistu¯g mit

A =
µ

0
1=2 0

¶
; c =

µ
0

1=2

¶
; b =

µ
0
1

¶
:

Kompakt lassen sich Runge-Kutta-Verfahren in Form desButcher-Schemas

c A

b>

schreiben, die drei oben erwÄahnten Verfahren nehmen dann die Form

0 0
1

0 0
1 1 0

1=2 1=2

0 0
1=2 1=2 0

0 1

an. Anschaulich entsprechen bei diesem Schema die erstens Zeilen jeweils einer Aus-
wertung von f : die c-Spalte gibt den Zeitpunkt an, die restlichen Spalten beschreiben
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den Ort. Die verbliebenen s Spalten des Butcher-Schemas gehÄoren jeweils zu einer der
ZwischengrÄo¼enki und beschreiben, wie diese GrÄo¼e skaliert werden muss, bevor sie in
die Berechnung der nÄachsten GrÄo¼e beziehungsweise (in der letzten Zeile) des Endergeb-
nisses eingeht.

Beispiel 4.4 (Quadratur) Um eine Vorstellung von der Bedeutung der Parameter ei-
nes Runge-Kutta-Verfahrens zu gewinnen, kÄonnen wir die gewÄohnliche Di®erentialglei-
chung

y(0) = 0 ; y0(t) = g(t) fÄur alle t 2 [0; 1]

mit einer Funktion g 2 C[0; 1] untersuchen. GemÄa¼ Lemma 2.2 gilt gerade

y(t) =
Z t

0
g(s) ds fÄur alle t 2 [0; 1];

die LÄosung ist also durch Integrale der Funktiong beschrieben.
Sei nun ein Runge-Kutta-Verfahren in der Form (4.4) gegeben.Indem wir es auf t = 0

und den Startwert x = y(0) = 0 mit der Schrittweite h = 1 anwenden, erhalten wir

©(0; 0; 1) =
sX

i =1

bi ki =
sX

i =1

bi g(ci );

und um eine brauchbare Approximation zu erreichen sollte
Z 1

0
g(s) ds = y(1) ¼ y(0) + h©(0; 0; h) =

sX

i =1

bi g(ci )

gelten. Kurz gesagt:ci sollten die StÄutzstellen undbi die Gewichte einer mÄoglichst guten
Quadraturformel auf dem Intervall [0; 1] sein.

Aus diesem Beispiel ziehen wir den Schluss, dass es sinnvollist, Quadraturformeln auf
dem Intervall [0; 1] heranzuziehen, um Runge-Kutta-Verfahren zu konstruieren.

Wenn man die Simpson-Quadraturformel
Z 1

0
g(s) ds ¼

1
6

(g(0) + 4 g(1=2) + g(1))

aus SymmetriegrÄunden in der Form
Z 1

0
g(s) ds ¼

1
6

g(0) +
1
3

g(1=2) +
1
3

g(1=2) +
1
6

g(1)

schreibt und die passenden Koe±zientenaij berechnet, erhÄalt man das Schema

0 0
1=2 1=2 0
1=2 0 1=2 0
1 0 0 1 0

1=6 1=3 1=3 1=6
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das dasklassischen Runge-Kutta-Verfahrenvierter Stufe beschreibt. Es lÄasst sich nach-
weisen, dass dieses Verfahren die Konsistenzordnung vier besitzt.

Entsprechend kann man auch die 3=8-Quadraturformel von Newton verwenden, die
durch Z 1

0
g(s) ds ¼

1
8

g(0) +
3
8

g(1=3) +
3
8

g(2=3) +
1
8

g(1)

gegeben ist und zu dem Butcher-Schema

0 0
1=3 1=3 0
2=3 ¡ 1=3 1 0
1 1 ¡ 1 1 0

1=8 3=8 3=8 1=8

fÄuhrt. Man kann zeigen, dass auch das zu diesem Schema gehÄorende Runge-Kutta-
Verfahren die Konsistenzordnung vier besitzt.

Im Interesse einer hohen Genauigkeit sind wir natÄurlich an Verfahren mÄoglichst hoher
Konsistenzordnung interessiert. Die Konstruktion derartiger Verfahren ist im Allgemei-
nen relativ schwierig, aber es ist immerhin mÄoglich, eine obere Schranke fÄur die maximal
erreichbare Ordnung anzugeben, indem man ein einfaches Beispielproblem analysiert.

Lemma 4.5 (Exponentialfunktion) Sei ein explizites Runge-Kutta-Verfahren der
Stufe s durch (A; b; c) gegeben.

Wendet man es auf das fÄur ¸ 2 R gegebene einfache Anfangswertproblem

y¸ (0) = 1 ; y0
¸ (t) = ¸y ¸ (t) fÄur alle t 2 R¸ 0 (4.5)

an, dessen LÄosung o®enbar durchy¸ (t) = ȩ t gegeben ist, so gilt fÄur die durch das
Verfahren de¯nierte N ÄaherungslÄosung

´ ¸ (t + h; t; x ) := x + h©(t; x; h ) = g(¸h )x fÄur alle h 2 R> 0; t 2 [a; b¡ h]; x; ¸ 2 R

mit einem Polynom g 2 P s, das nur von A, b und c abhÄangt. Dieses Polynom wird
manchmal als Stabilit Äatsfunktion bezeichnet.

Beweis. Im trivialen Fall ¸ = 0 setzen wir g ´ 1 und sind fertig.
Sei nun ¸ 6= 0 angenommen. Einsetzen der Di®erentialgleichung in (4.4)fÄuhrt auf die

Gleichung

ki = ¸

0

@x + h
i ¡ 1X

j =1

aij kj

1

A ;

¸ ¡ 1ki =

0

@x + h
i ¡ 1X

j =1

aij kj

1

A = x + h¸
i ¡ 1X

j =1

aij (¸ ¡ 1kj ) fÄur alle i 2 f 1; : : : ; sg;
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die es nahelegt, einen polynomialen Zusammenhang zwischenden skalierten Hilfsvekto-
ren ¸ ¡ 1ki zu vermuten.

Konkret wollen wir nun die Existenz von Polynomen qi 2 P i ¡ 1 beweisen, die

¸ ¡ 1ki = qi (¸h )x fÄur alle i 2 f 1; : : : ; sg (4.6)

erfÄullen. Wir verwenden dazu eine abschnittsweise Induktion,zeigen also

¸ ¡ 1ki = qi (¸h )x fÄur alle i 2 f 1; : : : ; `g (4.7)

fÄur alle ` 2 f 1; : : : ; sg. Der Induktionsanfang ` = 1 ist einfach: FÄur i = 1 haben wir

¸ ¡ 1ki = ¸ ¡ 1f (t i ; x) = x;

also gilt die Behauptung mit q1 = 1 2 P i ¡ 1.
Gelte nun (4.7) fÄur ein ` 2 f 1; : : : ; s ¡ 1g. Dann erhalten wir nach (4.4) und dank der

Induktionsvoraussetzung

¸ ¡ 1k`+1 = ¸ ¡ 1f

0

@t + c`+1 h; x + h
X̀

j =1

a`+1 ;j kj

1

A = x + ¸h
X̀

j =1

a`+1 ;j ¸ ¡ 1kj

= x + ¸h
X̀

j =1

a`+1 ;j qj (¸h )x =

0

@1 + ¸h
X̀

j =1

a`+1 ;j qj (¸h )

1

A x = q̀ +1 (¸h )x

fÄur das Polynom

q̀ +1 (³ ) := 1 + ³
X̀

j =1

a`+1 ;j qj (³ );

das in P` liegen muss, da die Polynomeqj fÄur j · ` hÄochstens inP` ¡ 1 liegen kÄonnen.
Damit ist die Induktion abgeschlossen und (4.7) sowie auch (4.6) bewiesen.

Die NÄaherungslÄosung ist nach (4.4) gegeben durch

´ (t + h; t; x ) = x + h©(t; x; h ) = x + h
sX

i =1

bi ki = x + h¸
sX

i =1

bi ¸ ¡ 1ki

= x + h¸
sX

i =1

bi qi (¸h )x =

Ã

1 + ¸h
sX

i =1

bi qi (¸h )

!

x = g(¸h )x

fÄur das Polynom

g(³ ) := 1 + ³
sX

i =1

bi qi (³ );

das wegenqi 2 P i ¡ 1 in Ps enthalten sein muss.

O®enbar steht die StabilitÄatsfunktion g in enger Beziehung zum Approximationsfehler:
Die Di®erenz zwischen exakter LÄosungy¸ und approximativer L Äosung´ ¸ ist gerade durch

y¸ (t + h) ¡ ´ ¸ (t + h; t; y¸ (t)) = ȩ (t+ h) ¡ g(¸h )ȩ t = e¸t (ȩ h ¡ g(¸h ))
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gegeben, fÄur eine hohe Konsistenzordnung muss alsog eine mÄoglichst gute Approxi-
mation der Exponentialfunktion sein. Aus dieser Beobachtung ergibt sich die folgen-
de Schranke fÄur die von einem s-stu¯gen expliziten Runge-Kutta-Verfahren erreichbare
Konsistenzordnung:

Lemma 4.6 (Maximale Ordnung) Die Konsistenzordnung p eines s-stu¯gen expli-
ziten Runge-Kutta-Verfahrens betrÄagt hÄochstenss. Im Falle p = s gilt

g(³ ) =
sX

i =0

³ i

i !
: (4.8)

Beweis. Sei eins-stu¯ges explizites Runge-Kutta-Verfahren gegeben, und seig die ent-
sprechende StabilitÄatsfunktion. Wir untersuchen den lokalen Diskretisierungsfehler fÄur
das Problem (4.5). Er ist gegeben durch

¿(t; x; h ) =
y¸ (t + h) ¡ y¸ (t)

h
¡ ©(t; y¸ (t); h) =

y¸ (t + h) ¡ (y¸ (t) + h©(t; y¸ (t); h))
h

=
y¸ (t + h) ¡ ´ (t + h; t; y ¸ (t))

h
=

ȩ (t+ h) ¡ g(¸h )ȩ t

h
= ȩ t ȩ h ¡ g(¸h )

h
:

Durch Einsetzen der Exponentialreihe erhalten wir

¿(t; x; h ) =
ȩ t

h

Ã
sX

i =0

(¸h ) i

i !
¡ g(¸h )

!

+
ȩ t

h
(¸h )s+1

(s + 1)!
+

ȩ t

h
(¸h + )s+2

(s + 2)!

fÄur ein h+ 2 [0; h].
Falls (4.8) gilt, folgt unmittelbar

ȩ t ¸ s+1

(s + 1)!
hs · k ¿(t; x; h )k ·

ȩ t ¸ s+1

(s + 1)!
hs +

ȩ t ¸ s+2

(s + 2)!
hs+1 fÄur alle h 2 R> 0;

also ist das Verfahren konsistent von Ordnungs und eine hÄohere Ordnung auch nicht
mÄoglich.

Falls (4.8) nicht gilt, kann das entscheidende Polynom

³ 7!
sX

i =0

³ i

i !
¡ g(³ )

in Null h Äochstens eine Nullstelle der Ordnungs besitzen, also gibt es eine Konstante
c 2 R> 0 und ein h0 2 R> 0 so, dass

¯
¯
¯
¯
¯

sX

i =0

³ i

i !
¡ g(³ )

¯
¯
¯
¯
¯

¸ c³ s fÄur alle ³ 2 (0; h0):

gilt, also auch

j¿(t; x; h )j ¸
ȩ t

h

¯
¯
¯
¯
¯

sX

i =0

(¸h ) i

i !
¡ g(¸h )

¯
¯
¯
¯
¯

¡
ȩ t ¸ s+1

(s + 1)!
hs
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¸ cȩ t (¸h )s

h
¡

ȩ t ¸ s+1

(s + 1)!
hs = cȩ t ¸ shs¡ 1 ¡

ȩ t ¸ s+1

(s + 1)!
hs fÄur alle h 2 (0; h0=¸ ):

Demzufolge kann die Konsistenzordnung in diesem Fall hÄochstenss ¡ 1 betragen.

Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht: Es kann vorkommen,dass zu einer gegebenen
Konsistenzordnungp kein p-stu¯ges Runge-Kutta-Verfahren existiert.

Bemerkung 4.7 (Implizite Verfahren) FÄur ein explizites Runge-Kutta-Verfahren
muss die zugehÄorige Matrix A eine strikte untere Dreiecksmatrix sein. WÄare sie es nicht,
kÄonnten die GrÄo¼enk1; : : : ; ks nicht der Reihe nach explizit berechnet werden.

Wenn wir beliebige MatrizenA zulassen, erhalten wir im Allgemeinenimplizite Run-
ge-Kutta-Verfahren. Diese Verfahren unterliegen nicht der in Lemma 4.6 bewiesenen
Schranke fÄur die Konsistenzordnung, sondern kÄonnen wesentlich hÄohere Genauigkeiten
erzielen.

Beispielsweise kÄonnen auch in diesem Fall die Vektorenc und b entsprechend einer
Quadraturformel gewÄahlt werden, etwa entsprechend einer Gau¼-Formel. Es ist bekannt,
dass eine Gau¼-Formel mits Quadraturpunkten exakt bis zur Ordnung2s ¡ 1 ist, und
man kann zeigen, dass das mit Hilfe einer derartigen Formel de¯nierte implizite Runge-
Kutta-Verfahren die Konsistenzordnung 2s besitzt.

Es ist auch bekannt, dass eine Quadraturformel mits Quadraturpunkten keine hÄohere
Exaktheitsordnung erreichen kann, dementsprechend kann auch ein s-stu¯ges Runge-
Kutta-Verfahren die Konsistenzordnung von2s nicht Äuberschreiten.

Ein so de¯niertes allgemeines Runge-Kutta-Verfahren hat denNachteil, dass in jedem
Schritt ein nichtlineares Gleichungssystem mits unbekannten Vektorenki gelÄost werden
muss, wodurch ein hoher Rechenaufwand zustande kommen kann.

Einen Mittelweg beschreitensemi-implizite Runge-Kutta-Verfahren, bei denen die Ma-
trix A zwar eine untere Dreiecksmatrix ist, aber DiagonaleintrÄage ungleich Null zugelas-
sen werden. Dann kÄonnen die Vektoren k1; k2; : : : ; ks der Reihe nach bestimmt werden,
indem eine Folge vons nichtlinearen Gleichungssystemen fÄur jeweils einen einzelnen
Vektor gelÄost wird.

4.3 Extrapolationsverfahren

Die AbschÄatzung von Satz 3.2 in Kombination mit eLh =L ¼ h lÄasst uns erwarten, dass
bei einem Verfahren der Konsistenzordnungp fÄur hinreichend kleine Schrittweiten h eine
AbschÄatzung der Form

ky(t + h; t; y(t)) ¡ ´ (t + h; t; y(t))k · Chp+1 fÄur alle h 2 (0; hy) (4.9)

gilt. Falls wir annehmen, dass sich der Fehler um den Punkth = 0 in eine Taylor-
Reihe der Ordnung p + 2 entwickeln l Äasst, mÄussen wegen (4.9) die erstenp + 1 Terme
verschwinden, und es bleibt eine AbschÄatzung der Form

ky(t + h; t; y(t)) ¡ ´ (t + h; t; y(t)) ¡ c¿hp+1 k · Cchp+2 fÄur alle h 2 (0; hy) (4.10)

40



mit einer geeigneten KonstantenCc 2 R¸ 0 und dem Vektor c¿, der mit dem Term der
Ordnung p + 1 der Taylor-Entwicklung korrespondiert.

Mit Hilfe dieser AbschÄatzung kÄonnen wir die Konsistenzordnung des Verfahrens ver-
bessern: Wir berechnen eine LÄosung´ 1(t + h; t; y(t)) mit dem urspr Äunglichen Verfahren
und eine zweite LÄosung´ 2(t + h; t; y(t)) mit einem Verfahren zu der halbierten Schritt-
weite h=2. Die Voraussetzung (4.10) impliziert dann

y(t + h; t; y(t)) ¼ ´ 1(t + h; t; y(t)) + c¿hp+1 ;

y(t + h; t; y(t)) ¼ ´ 2(t + h; t; y(t)) + c¿h(h=2)p;

und Multiplikation der zweiten Gleichung mit 2 p und Subtraktion beider Gleichungen
ergibt

(2p ¡ 1)y(t + h; t; y(t)) ¼ 2p´ 2(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t)) ;

y(t + h; t; y(t)) ¼ ´ 3(t + h; t; y(t)) :=
2p´ 2(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t))

2p ¡ 1
:

Ausgehend von (4.10) erhalten wir

ky(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 3(t + h; t; y(t))k

=

°
°
°
°

2p ¡ 1
2p ¡ 1

y(t + h; t; y(t)) ¡
2p´ 2(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t))

1 ¡ 2p

°
°
°
°

=
1

2p ¡ 1
k2p(y(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t)))

¡ (y(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t))) k

=
1

2p ¡ 1
k2p(y(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t)) ¡ c¿h(h=2)p)

¡ (y(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ c¿hp+1 k

·
1

2p ¡ 1
(2pky(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t)) ¡ c¿h(h=2)pk

+ ky(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ c¿hp+1 k)

·
1

2p ¡ 1
(2pCchp+2 + Cchp+2 ) =

Cc(2p + 1)
2p ¡ 1

hp+2 ;

also besitzt das durch´ 3 gegebene Einschrittverfahren die Konsistenzordnungp + 1.
Die Konstruktion von ´ 3 entspricht der bekanntenGrenzwertextrapolation: Im Idealfall

wÄurden wir mit Schrittweite 0 rechnen wollen, aber das ist praktisch nicht durchf Äuhrbar.
Stattdessen rechnen wir mit den Schrittweiten h und h=2 und bestimmen das lineare
Interpolationspolynom, das die fÄur diese Schrittweiten erhaltenen Werte tri®t, und wer-
ten es an der Stelle Null aus. Dreh- und Angelpunkt der Extrapolation ist die Kenntnis
einer Entwicklung der Form (4.10): Wenn eine solcheasymptotische Entwicklungvor-
liegt, kÄonnen wir Einschrittverfahren hoher Ordnung durch einfache Kombination von
Verfahren niedriger Ordnung konstruieren, allerdings wird der Rechenaufwand dabei in
der Regel deutlich hÄoher als etwa bei einem Runge-Kutta-Verfahren ausfallen: Schon in
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unserem Beispiel erfordert der Extrapolationsansatz dendreifachen Rechenaufwand des
Basisverfahrens.

Da bei einem Extrapolationsansatz die Schrittweite als entscheidender Parameter
berÄucksichtigt werden muss, benÄotigen wir eine etwas erweiterte Notation. Wenn wir eine
verbesserte Approximation mit Hilfe von n 2 N Teilschritten der Schrittweite hn := h=n
berechnen wollen, mÄussen wir

´ n (t) := ´ (t);

´ n (t + ( i + 1) hn ) := ´ n (t + ih n ) + hn©(t + ih n ; ´ n (t + ih n ); hn )

fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1g bestimmen und erhalten schlie¼lich die NÄaherung ´ n (t + h).
Ideal wÄare n = 1 , denn dann wÄare hn = 0 und aus unserem Konvergenzsatz 3.2 und
der Konsistenz des zugrundeliegenden NÄaherungsverfahrens wÄurde ´ n = y(t + h) folgen.

Da die Berechnung unendlich vieler Zwischenschritte zu lange dauern wÄurde, mÄussen
wir uns auf endlich viele von ihnen beschrÄanken und ho®en, dass wir trotzdem eine gute
Approximation des Falls hn = 0 erhalten. Abstrakt bedeutet das, dass wir die Funktion

Ât;h : f hn = h=n : n 2 Ng ! V; hn 7! ´ n (t + h)

untersuchen und sie stetig in Null fortsetzen mÄochten. Damit das sinnvoll mÄoglich ist,
mÄussen wir etwasÄuber das Verhalten vonÂt;h in der NÄahe der Null wissen: Wir brauchen
eine asymptotische Entwicklung.

Genauer gesagt gehen wir davon aus, dass es KonstantenCc 2 R> 0 und hy 2 R> 0 und
Funktionen e1; : : : ; ek 2 C([a; b]; V ) so gibt, dass

k´ n (t + h) + e1(t)hp
n + e2(t)hp+ !

n + : : : + ek (t)hp+ ! (k¡ 1)
n ¡ y(t + h)k · Cchp+ !k

n (4.11)

fÄur alle h 2 (0; hy), alle t 2 [a; b¡ h] und alle n 2 N gilt. Aus dieser AbschÄatzung folgt,
dass

bÂt;h (hn ) := y(t + h) ¡ e1(t)hp
n ¡ e2(t)hp+ !

n ¡ : : : ¡ ek (t)hp+ ! (k¡ 1)
n (4.12)

eine gute Approximation von ´ n (t + h) ist. Wenn wir dieses Polynom konkret berechnen
kÄonnten, hÄatten wir die M Äoglichkeit, den Wert bÂt;h (0) = y(t + h) zu bestimmen, also die
exakte LÄosung. Leider ist es nicht so einfach: Das PolynombÂt;h lÄasst sich nicht direkt
bestimmen.

Stattdessen approximieren wir es: DabÂt;h (hn ) eine gute Approximation von ´ n (t + h)
ist, kÄonnen wir eine gute Approximation von bÂt;h gewinnen, indem wir ´ n (t + h) in
ausgewÄahlten Punkten hn interpolieren. Das so konstruierte Interpolationspolynom ~Ât;h

erfÄullt
~Ât;h (hn ) = ´ n (t + h) ¼ bÂt;h (hn ) (4.13)

in allen Interpolationspunkten hn , und wir k Äonnen es in Null auswerten, um

~Ât;h (0) ¼ bÂt;h (0) = y(t + h)
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zu bestimmen. Zur De¯nition der StÄutzstellen der Interpolation geben wir Schrittzahlen
n0 < n 1 < : : : < n k mit korrespondierenden Schrittweiten hn i = h=ni vor, berechnen die
NÄaherungslÄosungen

´ i := ´ n i (t + h) fÄur alle i 2 f 0; : : : ; kg;

und suchen ein Interpolationspolynom ~Ât;h , das

~Ât;h (hn i ) = ´ i fÄur alle i 2 f 0; : : : ; kg (4.14)

erfÄullt. Infolge der speziellen Gestalt von bÂt;h bietet es sich an, das Polynom ~Ât;h in dem
Polynomraum

Vk :=

8
<

:
x 7! ®0 +

kX

j =1

®j xp+ ! (j ¡ 1) : ®0; : : : ; ®k 2 V

9
=

;

zu suchen. Zur Analyse emp¯ehlt es sich, auch das reellwertige GegenstÄuck

Wk :=

8
<

:
x 7! ¯ 0 +

kX

j =1

¯ j xp+ ! (j ¡ 1) : ¯ 0; : : : ; ¯ k 2 R

9
=

;

zu untersuchen. Aus Existenz- und EindeutigkeitsaussagenfÄur den reellwertigen Fall
lassen sich dann einfach die korrespondierenden Aussagen fÄur den allgemeinen Fall ge-
winnen. Da Wk von den Äublichen PolynomrÄaumen abweicht (einige Monome fehlen),
mÄussen wir zunÄachst Existenz und Eindeutigkeit eines Interpolanten q 2 W k diskutie-
ren.

Lemma 4.8 (Interpolationsaufgabe) Seien StÄutzstellenx0 > x 1 > : : : > x k > 0 und
StÄutzwerte q0; : : : ; qk 2 R gegeben. Es gibt genau einq 2 W k mit

q(x i ) = qi fÄur alle i 2 f 0; : : : ; kg:

Beweis. (vgl. [1, Lemma 4.33]) Wir betrachten die Abbildung

§ : Rk+1 ! Rk+1 ; (¯ 0; : : : ; ¯ k ) 7!

0

@¯ 0 +
kX

j =1

¯ j xp+( j ¡ 1)!
i

1

A

k

i =0

;

die o®enbar linear ist. Falls wir nachweisen kÄonnen, dass sie auch injektiv ist, folgt aus
DimensionsgrÄunden, dass sie auch surjektiv ist, also eindeutig invertierbar. Da § gerade
die Koe±zienten ¯ 0; : : : ; ¯ k 2 R auf die Werte des durch sie de¯nierten Polynoms

q : R ! ¯ 0 +
kX

j =1

¯ j xp+( j ¡ 1)! fÄur alle x 2 R (4.15)
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in den Interpolationspunkten x1; : : : ; xk+1 abbildet, wÄurde das die eindeutige LÄosbarkeit
der Interpolationsaufgabe implizieren.

Zum Nachweis der Injektivit Äat ¯xieren wir ¯ 0; : : : ; ¯ k 2 R so, dass §(̄ 0; : : : ; ¯ k ) = 0
gilt. Wir f Äuhren das Polynomq¤ 2 P k¡ 1 durch

q¤(x) =
kX

j =1

¯ j x j ¡ 1 fÄur alle x 2 R

ein und stellen fest, dass

q(x) = ®0 + xpq¤(x ! ) fÄur alle x 2 R

mit dem in (4.15) de¯nierten q 2 W k gilt. Daraus folgt

¡ ®0 = xp
i q¤(x !

i ) fÄur alle i 2 f 0; : : : ; kg: (4.16)

Wir de¯nieren die Funktion

' : R ! R; ³ 7! ¡ ¯ 0³ ¡ p=!

und erhalten

xp
i ' (x !

i ) = ¡ ¯ 0xp
i x¡ p

i = ¡ ¯ 0 = xp
i q¤(x !

i ) fÄur alle i 2 f 0; : : : ; kg;

die Funktion q¤ interpoliert also ' in allen Punkten x !
0 ; : : : ; x !

k .
Insbesondere interpoliert q¤ die Funktion ' in den Punkten x !

1 ; : : : ; x !
k , so dass wir

die bekannte Formel fÄur den Interpolationsfehler anwenden kÄonnen: Es gibt ein ³ 2
[x !

0 ; : : : ; x !
k ] so, dass sich der Interpolationsfehler im Punktx !

0 durch

q¤(x !
0 ) ¡ ' (x !

0 ) =
' (k) (³ )

k!
(x !

0 ¡ x !
1 ) ¢ ¢ ¢(x !

0 ¡ x !
k )

darstellen lÄasst. Wir wissen aber bereits, dass inx !
0 die Funktion ' und das Polynomq¤

ebenfallsÄubereinstimmen, also folgt

0 =
' (k) (³ )

k!
(x !

0 ¡ x !
1 ) ¢ ¢ ¢(x !

0 ¡ x !
k ):

Da die x i paarweise verschieden und positiv sind, sind auch diex !
i paarweise verschieden

und positiv, also muss
0 = ' (k) (³ )

gelten. Wegen³ > 0 und p > 0 kÄonnen wir aus der De¯nition von ' bereits ¯ 0 = 0
folgern.

Durch Einsetzen in (4.16) und Dividieren durch xp
i erhalten wir

q¤(x !
i ) = 0 f Äur alle i 2 f 0; : : : ; kg:
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Da die x !
i paarweise verschieden sind undq¤ nur ein Polynom der Ordnung k ¡ 1 ist,

folgt per Identit Äatssatz q¤ = 0, also auch ¯ 1 = : : : = ¯ k = 0.
Demzufolge enthÄalt der Kern von § nur die Null, somit muss § injektiv und damit

auch bijektiv sein, und die durch

(¯ 0; : : : ; ¯ k ) := § ¡ 1(q0; : : : ; qk )

gegebenen Koe±zienten de¯nieren eindeutig das gesuchte Polynom q.

Indem wir das Lemma auf die kanonischen Einheitsvektoren anwenden, erhalten wir
die zu unserer Interpolationsaufgabe gehÄorenden Lagrange-Polynome: FÄur jedes i 2
f 0; : : : ; kg existiert genau ein L i 2 W k mit

L i (x j ) =

(
1 falls i = j;

0 ansonsten
fÄur alle j 2 f 0; : : : ; kg: (4.17)

Der Interpolant zu Werten q0; : : : ; qk 2 R lÄasst sich damit als

q :=
kX

i =0

qi L i 2 W k

de¯nieren. Wir k Äonnen aber mit Hilfe der Lagrange-Polynome auch die uns eigentlich
interessierende Interpolationsaufgabe im vektorwertigen Raum Wk lÄosen:

Lemma 4.9 (Vektorwertige Interpolationsaufgabe) Seien wieder die StÄutzstellen
x0 > x 1 > : : : > x k > 0 und StÄutzwerteÂ0; : : : ; Âk 2 V gegeben. Es gibt genau einÂ 2 Vk

mit

Â(x i ) = Âi fÄur alle i 2 f 0; : : : ; kg: (4.18)

Beweis.Unter Verwendung der in (4.17) eingefÄuhrten Lagrange-Polynome de¯nieren wir
Â durch

Â :=
kX

i =0

Âi L i :

Aus L i 2 W k folgt direkt Â 2 Vk , und da es sich um Lagrange-Polynome handelt,
erhalten wir auch

Â(x j ) =
kX

i =0

Âi L i (x j ) = Âj fÄur alle i; j 2 f 0; : : : ; kg:

Zum Nachweis der Eindeutigkeit ¯xieren wir ein zweites Polynom Â0 2 W k , das ebenfalls
die Eigenschaft (4.18) besitzt. Daraus folgt, dass die Di®erenz bÂ := Â ¡ Â0 2 Vk in allen
Punkten x i gleich Null sein muss. Nach De¯nition des RaumsVk kÄonnen wir Vektoren
®0; : : : ; ®k 2 V so wÄahlen, dass

bÂ(x) = ®0 +
kX

j =1

®j xp+ ! (j ¡ 1) fÄur alle x 2 R
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gilt. Sei i 2 f 0; : : : ; kg. Wir betrachten das durch

bÂi (x) := h®i ; bÂ(x)i = h®i ; ®0i +
kX

j =1

h®i ; ®j i xp+ ! (j ¡ 1) fÄur alle x 2 R

de¯nierte Polynom. O®enbar ist es ein Element vonWk , das in allen Punkten x j ver-
schwindet, also impliziert die Eindeutigkeitsaussage vonLemma 4.8 bereitsbÂi ´ 0 und
damit insbesondere 0 = h®i ; ®i i = k®i k2. Da i beliebig gewÄahlt war, folgt bÂ = 0 und
damit auch Â = Â0.

Zur De¯nition des Polynoms ~Ât;h 2 Vk wenden wir das Lemma 4.9 auf die Punkte
x0 = hn0 ; : : : ; xk = hnk an und die Werte Â0 = ´ 0; : : : ; Âk = ´ k an und erhalten

~Ât;h :=
kX

i =0

´ i L i 2 Vk :

Nun mÄussen wirÄuberprÄufen, dass das Extrapolationsverfahren auch die gewÄunschte Kon-
sistenzordnung erreicht. Da das Polynom ~Ât;h gemÄa¼ (4.13) durch InterpolationgestÄorter
Werte von Â̂t;h entsteht, mÄussen wir analysieren, wie diese StÄorung sich auf den gesuchten
Wert ~Ât;h (0) auswirkt.

Den Ein°uss von StÄorungen der zu interpolierenden Werte auf den Interpolanten be-
schreibt die Lebesgue-Zahl. In unserem Fall sind die StÄutzstellen geradehn i und gehÄoren
zu einer NÄaherungslÄosung, die mit Hilfe von ni Zwischenschritten berechnet wurde, es gilt
also geradehn i = h=ni . Da wir f Äur die Konsistenzuntersuchung an von der Schrittweite
h unabhÄangigen GrÄo¼en interessiert sind, mÄussen wir erreichen, dass die Lebesgue-Zahl
von h unabhÄangig ist:

Lemma 4.10 (Lebesgue-Zahl) Es gibt eine Konstante ¤( n0; : : : ; nk ), die nur von
n0; : : : ; nk , aber nicht von h abhÄangt, und die

°
°
°
°
°

kX

i =0

Âi L i (0)

°
°
°
°
°

· ¤( n0; : : : ; nk ) maxfk Âi k : i 2 f 0; : : : ; kgg fÄur alle Â0; : : : ; Âk 2 V

erfÄullt.

Beweis. Wir bezeichnen die Lagrange-Polynome zu den Interpolationspunkten x̂0 =
1=n0; : : : ; x̂k = 1=nk mit bL 0; : : : ; bL k und de¯nieren die Lebesgue-Zahl durch

¤( n0; : : : ; nk ) :=
kX

i =0

j bL i (0)j:

gegeben ist. Seii 2 f 0; : : : ; kg ¯xiert. Es gilt

bL i (x̂ j ) = L i (x j ) = L i (hx̂ j ) fÄur alle j 2 f 0; : : : ; kg;
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also impliziert die Eindeutigkeitsaussage von Lemma 4.8 bereits

bL i (x) = L i (hx) fÄur alle x 2 R;

und damit insbesondere bL i (0) = L i (0).
Seien nunÂ0; : : : ; Âk 2 V gegeben, und seiC := max fk Âi k : i 2 f 0; : : : ; kgg. Dann

gilt
°
°
°
°
°

kX

i =0

Âi L i (0)

°
°
°
°
°

·
kX

i =0

kÂi k jL i (0)j · C
kX

i =0

jL i (0)j = C
kX

i =0

j bL i (0)j = C¤( n0; : : : ; nk );

und der Beweis ist abgeschlossen.

Wir wenden diese AbschÄatzung auf die Di®erenz ~Ât;h ¡ bÂt;h 2 Vk an und ¯nden

k~Ât;h (0) ¡ bÂt;h (0)k · ¤( n0; : : : ; nk ) maxfk ~Ât;h (x i ) ¡ bÂt;h (x i )k : i 2 f 0; : : : ; kgg;

StÄorungen in den StÄutzwerten werden also schlimmstenfalls um den Faktor ¤(n0; : : : ; nk )
verstÄarkt.

Aus der Wahl von ~Ât;h und bÂt;h (siehe (4.12) und (4.14)) folgt

k~Ât;h (x i ) ¡ bÂt;h (x i )k = k´ n i (t + h) + e1(t)hp
n i

+ : : : + ek (t)hp+ ! (k¡ 1)
n i

¡ y(t + h)k

· Cchp+ !k
n i

· Cchp+ !k fÄur alle i 2 f 0; : : : ; kg:

Mit Hilfe der Lebesgue-Zahl erhalten wir

k~Ât;h (0) ¡ y(t + h)k · ¤(1=n0; : : : ; 1=nk )Cchp+ !k ;

die gewÄunschte Konsistenzbedingung mit einer vonh unabhÄangigen Konstanten.
Um nachzuweisen, dass das Extrapolationsverfahren wie gewÄunscht funktioniert,

mÄussen wir die Existenz von asymptotischen Entwicklungen der Form (4.11) diskutieren.
Da diese AbschÄatzung im Wesentlichen den Unterschied zwischen der NÄaherungslÄosung
´ n (t + h) + e1(t)hp

n + : : : + ek (t)hp+ ! (k+1)
n und der LÄosung y(t + h) beschreibt, liegt es

nahe, die Untersuchung auf Grundlage der Konsistenzordnung zu fÄuhren.
Wir beschrÄanken uns auf den Fall! = 1 und k = 2 und m Äussen zeigen, dass

k´ n (t + h) + e(t + h)hp
n ¡ y(t + h)k · Cchp+1

n (4.19)

fÄur alle h 2 (0; hy), t 2 [a; b¡ h] und n 2 N gilt.
Unser Ziel ist es, die Funktion e zu konstruieren. Dazu verfolgen wir den Ansatz, ein

zweites Einschrittverfahren mit der Inkrementfunktion e© so zu konstruieren, dass es die
hÄohere Konsistenzordnungp + 1 besitzt und

én (t + ih n ) = ´ n (t + ih n ) + e(t + ih n )hp
n (4.20)

fÄur seine NÄaherungslÄosung én gilt. Dann folgt n Äamlich aus dem Konvergenzsatz 3.2 be-
reits (4.19). Die NÄaherungslÄosung én (t + h) ist gegeben durch

én (t) := ´ (t);
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én (t + ( i + 1) hn ) := én (t + ih n ) + hn e©(t + ih n ; én (t + ih n ); hn );

also nimmt die Bedingung (4.20) die Form

´ n (t + ( i + 1) hn ) + e(t + ( i + 1) hn )hp
n = én (t + ( i + 1) hn )

= én (t + ih n ) + hn e©(t + ih n ; én (t + ih n ); hn )

= ´ n (t + ih n ) + e(t + ih n )hp
n + hn e©(t + ih n ; ´ n (t + ih n ) + e(t + ih n )hp

n ; hn )

an und wir gelangen mit

´ n (t + ( i + 1) hn ) = ´ n (t + ih n ) + hn©(t + ih n ; ´ n (t + ih n ; hn )

zu dem Ansatz

e©(t; x; h n ) := ©( t; x ¡ e(t)hp
n ; hn ) + ( e(t + ( i + 1) hn ) ¡ e(t + ih n ))hp¡ 1

n :

Nun betrachten wir den lokalen Diskretisierungsfehler desneuen NÄaherungsverfahrens
e©, der durch

e¿(t; y(t); hn ) =
y(t + hn ) ¡ y(t)

h
¡ e©(t; y(t); hn )

=
1

hn
(y(t + hn ) ¡ y(t) ¡ hn©(t; y(t) ¡ e(t)hp

n ; hn )

¡ (e(t + ( i + 1) hn ) ¡ e(t + ih n ))hp
n )

gegeben ist. Wir verwenden die Taylor-Entwicklung von © im zweiten Argument, um

©(t; y(t) ¡ e(t)hp
n ; hn ) = ©( t; y(t); hn ) ¡ e(t)hp

n
@©
@x

(t; y(t); hn )

+
e2(t)h2p

n

2
@2©
@x2

(t; y(t) + »e(t)hp
n ; hn )

mit einem Zwischenpunkt » 2 [0; 1] zu erhalten. Den zweiten Term dieser Entwicklung
entwickeln wir im dritten Argument, um

@©
@x

(t; y(t); hn ) =
@©
@x

(t; y(t); 0) + hn
@2©

@x@h
(t; y(t); h+ )

mit einem Zwischenpunkt h+ 2 [0; hn ] zu gewinnen. Da © mindestens von erster Ordnung
konsistent ist, gilt ©( t; x; 0) = f (t; x ), also auch

@©
@x

(t; y(t); hn ) =
@f
@x

(t; y(t)) + hn
@2©

@x@h
(t; y(t); h+ ):

Schlie¼lich wenden wir die Taylor-Entwicklung auch in der Form

e(t + ( i + 1) hn ) ¡ e(t + ih n ) = hne0(t + ih n ) +
h2

n

2
e00(t + ( i + ³ )hn )
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mit einem Zwischenpunkt ´ 2 [0; 1] an, um auch den letzten Term vone¿ zu vereinfachen.
Wir sammeln die Restterme in

R(t; hn ; i ) :=
e2(t)hp¡ 1

n

2
@2©
@x2

(t; y(t) + »e(t)hp
n ; hn )

+
@2©

@x@h
(t; y(t); h+ ) +

1
2

e00(t + ( i + ³ )hn )

und erhalten

e¿(t; y(t); hn ) =
1

hn

µ
y(t + hn ) ¡ y(t) ¡ hn©(t; y(t); hn ) + e(t)hp+1

n
@f
@x

(t; y(t)) ¡ hp+1
n e0(t)

¶

+ hp+1
n R(t; hn ; i )

= ¿(t; y(t); hn ) + hp
n

µ
e(t)

@f
@x

(t; y(t)) ¡ e0(t)
¶

+ hp+1
n R(t; hn ; i )

Jetzt mÄussen wir die Konsistenz des ursprÄunglichen Einschrittverfahrens einsetzen. Da es
eine Konsistenzordnung vonp besitzt, folgt aus der Taylor-Entwicklung (4.1) des lokalen
Diskretisierungsfehlers bereits die Darstellung

¿(t; y(t); h) =
hp

p!

Ã
y(p+1) (t)

p + 1
¡

@p©
@hp

(t; x; 0)

!

+
hp+1

(p + 1)!

Ã
y(p+2) (t+ )

p + 2
¡

@p+1 ©
@hp+1 (t; x; h + )

!

mit x = y(t), h+ 2 [0; h] und t+ 2 [t; t + h]. Wir de¯nieren

d(t) :=
y(p+1) (t)
(p + 1)!

¡
@p©
@hp

(t; y(t); 0) fÄur alle t 2 [a; b]

und erhalten fÄur die Konstante

C1 := max

(
1

(p + 1)!

°
°
°
°
°

y(p+2) (t+ )
p + 2

¡
@p+1 ©
@hp+1 (t; x; h + )

°
°
°
°
°

: h 2 (0; hy);

t 2 [a; b¡ h]; h+ 2 [0; h]

)

die lokale AbschÄatzung

k¿(t; y(t); h) ¡ d(t)hpk · C1hp+1 fÄur alle h 2 (0; hy); t 2 [a; b¡ h]:

Einsetzen in e¿ fÄuhrt zu

ke¿(s; y(s); hn )k · hp
n

°
°
°
° d(s) ¡ e(s)

@f
@x

(s; y(s)) + e0(s)

°
°
°
° + hp+1

n (C1 + kR(s; hn ; i )k):

Wenn wir also e(t) als LÄosung der gewÄohnlichen Di®erentialgleichung

e(t) = 0 ; e0(s) = e(s)
@f
@x

(s; y(s)) ¡ d(s) s 2 [t; t + h]
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de¯nieren, folgt unmittelbar

ke¿(s; y(s); hn )k · hp+1
n (C1 + kR(s; hn ; i )k);

und wir k Äonnen wieÄublich eine obere Schranke fÄur kR(s; hn ; i )k ¯nden und so beweisen,
dass e© die Konsistenzordnungp + 1 besitzt.

Anwendung des Satzes 3.2 ergibt dann

k´ n (t + h) ¡ e(t + h)hp
n ¡ y(t + h)k = kén (t + h) ¡ y(t + h)k · Chp+1

n

fÄur eine Konstante C 2 R> 0, und das ist die gesuchte AbschÄatzung.
Wir k Äonnen den beschriebenen Prozess induktiv fortfÄuhren, um durch Addition wei-

terer Terme die Konsistenzordnung weiter zu erhÄohen und damit Aussagen der Form
(4.11) zu gewinnen. Voraussetzung ist immer, dass © undf hinreichend oft di®eren-
zierbar sind, wir kÄonnen also auch mit einem Extrapolationsverfahren nur dannhÄohere
Konsistenzordnungen erreichen, wenn die LÄosung hinreichend glatt ist.
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5 Schrittweitensteuerung

5.1 Einschrittverfahren variabler Schrittweite

Wie wir bereits in Bemerkung 3.7 gesehen haben, hÄangt die Konsistenzordnung mit dem
Verhalten der LÄosung zusammen. Falls die LÄosung y zweimal stetig di®erenzierbar ist,
folgt beispielsweise fÄur das explizite Euler-Verfahren

k¿(t; y(t); h)k = ky0(t+ ) ¡ y0(t)k = ( t+ ¡ t)ky00(t++ )k

mit Zwischenpunkten t+ 2 [t; t + h] und t++ 2 [t; t + ]. Daraus folgt

k¿(t; y(t); h)k · h maxfk y00(s)k : s 2 [t; t + h]g; (5.1)

also eine lokale KonsistenzabschÄatzung.
Im Falle von Bemerkung 3.7 haben wir das Maximum auf der rechten Seite dieser

AbschÄatzung durch das Maximum Äuber das gesamte Intervall [a; b] weiter abgeschÄatzt
und dadurch eine global gleichmÄa¼ige AbschÄatzung fÄur den Diskretisierungsfehler erhal-
ten.

In der Praxis kann eine derartige gleichmÄa¼ige AbschÄatzung unattraktiv sein: falls die
zweite Ableitung nur auf einem kleinen TeilstÄuck von [a; b] sehr gro¼e Werte annimmt,
wÄurden Teile der LÄosung unnÄotig genau approximiert, und dadurch wÄare der Rechen-
aufwand zu hoch.

Wesentlich attraktiver w Äare es, die Schrittweiteadaptiv zu wÄahlen, sie also dort nur
dort klein zu wÄahlen, wo das Verhalten der LÄosung es erfordert.

Zur nÄaheren Untersuchung dieser Vorgehensweise ¯xieren wirbeliebigePunkte

a = t0 < t 1 < : : : < t n = b;

deren AbstÄande durch

hi := t i +1 ¡ t i fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1g

gegeben sind. Insbesondere sind wir an dem Fall interessiert, dass diese AbstÄande nicht
mehr unbedingt gleich gro¼ sind, sondern sich dem Verhaltender LÄosung anpassen.

NatÄurlich m Äussen wir dabei darauf achten, dass die Genauigkeit der LÄosung weiterhin
gesteuert werden kann. Zur Analyse des Fehlers gehen wir wieim Beweis des Satzes 3.2
vor, allerdings mÄussen wir den Beweis etwas verallgemeinern und eine etwas weniger
scharfe AbschÄatzung in Kauf nehmen.
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Der Beweis des Satzes basiert auf Lemma 3.1, das unverÄandert auch fÄur den Fall nicht-
Äaquidistanter Punkte t i gilt. SelbstverstÄandlich kÄonnte man auch hier darÄuber nachden-
ken, statt der globalen Lipschitz-Konstanten L lokale Lipschitz-Konstanten L i zu ver-
wenden, um eine unregelmÄa¼ige Fehlerfortp°anzun zu beschreiben, wir beschrÄanken uns
im Interesse der Einfachheit auf die globale Lipschitz-Bedingung (3.6).

Bei konstanter Schrittweite erhielten wir im Beweis von Satz 3.2 eine geometrische
Summe, die sich direkt ausrechnen lÄasst. Bei variabler Schrittweite ist das nicht mehr
der Fall, aber wir erhalten immerhin noch die folgende Aussage:

Satz 5.1 (Variable Schrittweite) Sei © Lipschitz-stetig im zweiten Argument, es gel-
te also (3.6). Sei

¿0 := max fk ¿(t i ; y(t i ); hi )k : i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1gg (5.2)

der maximale lokale Diskretisierungsfehler. Dann gilt dieAbschÄatzung

ky(t) ¡ ´ (t)k · ¿0(t ¡ a)eL (t ¡ a) fÄur alle t 2 [a; b]h :

Beweis. Sei t 2 [a; b]h . Da der Fall t = a trivial ist, beschr Äanken wir uns auf t = t i mit
i 2 f 1; : : : ; ng. Wir verwenden zur AbkÄurzung wieder

yj := y(t j ) fÄur alle j 2 f 0; : : : ; ng

und beweisen zunÄachst die Hilfsbehauptung

ky(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; yj )k · ¿0(t ¡ t j )eL (t ¡ t j +1 ) fÄur alle j 2 f 0; : : : ; i ¡ 1g (5.3)

durch (endliche, absteigende) Induktion Äuber j .
Der Induktionsanfang j = i ¡ 1 ergibt sich aus

hj ¿(t j ; yj ; hj ) = y(t j + hj ; t j ; yj ) ¡ yj ¡ hj ©(t j ; yj ; hj ) = y(t j +1 ) ¡ (yj + hj ©(t j ; yj ; hj ))

= y(t j +1 ) ¡ ´ (t j +1 ; t j ; yj ) = y(t) ¡ ´ (t; t j ; yj )

direkt, denn es gilt

ky(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; yj )k = ky(t) ¡ ´ (t; t j ; yj )k = hj k¿(t j ; yj ; hj )k · (t ¡ t j )¿0:

Sei nun j 2 f 1; : : : ; i ¡ 1g so gewÄahlt, dass (5.3) gilt. Durch Einschieben von´ (t; t j ; yj )
erhalten wir

ky(t; t j ¡ 1; yj ¡ 1) ¡ ´ (t; t j ¡ 1; yj ¡ 1)k = ky(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; ´ (t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1))k

· k y(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; yj )k + k´ (t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; ´ (t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1))k

· k y(t; t j ; yj ) ¡ ´ (t; t j ; yj )k + kyj ¡ ´ (t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1)keL (t ¡ t j ) :

Dank der De¯nition des lokalen Diskretisierungsfehlers folgt

kyj ¡ ´ (t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1)k = ky(t j ) ¡ (y(t j ¡ 1) + hj ¡ 1©(t j ¡ 1; yj ¡ 1; hj ¡ 1))k
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= hj ¡ 1k¿(t j ¡ 1; yj ¡ 1; hj ¡ 1)k · (t j ¡ t j ¡ 1)¿0;

und zusammen mit der Induktionsbehauptung erhalten wir

ky(t; t j ¡ 1; yj ¡ 1) ¡ ´ (t; t j ¡ 1; yj ¡ 1)k · ¿0(t ¡ t j )eL (t ¡ t j +1 ) + ¿0(t j ¡ t j ¡ 1)eL (t ¡ t j )

· ¿0(t ¡ t j ¡ 1)eL (t ¡ t j ) ;

also die erforderliche AbschÄatzung.
Indem wir (5.3) auf j = 0 anwenden, erhalten wir die gewÄunschte Aussage.

5.2 Kombination zweier Verfahren unterschiedlicher Ordnu ng

Sei eine Genauigkeit² 2 R> 0 gegeben. Satz 5.1 besagt, dass es ausreicht, die lokalen
Diskretisierungsfehler¿(t i ; y(t i ); yi ) unter die Schranke

²
(b¡ a)eL (b¡ a)

zu drÄucken, um zu garantieren, dass die NÄaherungslÄosung in allen Punkten des diskreten
Intervalls [a; b]h hÄochstens einen Fehler von² aufweist.

Wie wir in (5.1) bereits gesehen haben, hÄangt der lokale Diskretisierungsfehler aber nur
von dem lokalen Verhalten der LÄosung ab und kann deshalb auch lokal gesteuert werden,
indem man die Schrittweite hi geeignet wÄahlt. Das Ziel ist es also, die Schrittweiten so zu
wÄahlen, dass einerseits eine gewisse Genauigkeit erzielt wird und andererseits mÄoglichst
wenige der potentiell aufwendigen FunktionsauswertungendurchgefÄuhrt werden mÄussen.

Da wir den Fehler nie exakt kennen kÄonnen, sind wir auf AbschÄatzungen angewiesen,
die sich praktisch berechnen lassen. Eine gute Heuristik besteht darin, zwei Einschritt-
verfahren ©1 und ©2 unterschiedlicher Ordnung zu verwenden.

Wir bezeichnen die zu ©1 und ©2 gehÄorenden NÄaherungslÄosungen mit´ 1 und ´ 2 und die
entsprechenden lokalen Diskretisierungsfehler mit¿1 und ¿2 und fordern, dass die beiden
Verfahren von p-ter beziehungsweise (p + 1)-ter Ordnung sind, i.e., dass Konstanten
hy ; C1; C2 2 R> 0 mit

k¿1(t; y(t); h)k · C1hp; k¿2(t; y(t); h)k · C2hp+1 fÄur alle h 2 (0; hy)

existieren. Wir gehen davon aus, dass sich der Fehler¿1 in Null in einer Taylor-Reihe der
Ordnung p + 1 entwickeln l Äasst, dass also ein Vektorc¿ und eine Konstante Cc 2 R> 0

mit

k¿1(t; y(t); h) ¡ c¿hpk · Cchp+1 fÄur alle h 2 (0; hy) (5.4)

existieren. Aufgrund dieser Annahme gilt

´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t))

= ´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ y(t + h) + y(t + h) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t))
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= ¡ h¿1(t; y(t); h) + h¿2(t; y(t); h)

= ¡ hhpc¿ + hhpc¿ ¡ h¿1(t; y(t); h) + h¿2(t; y(t); h)

= ¡ hp+1 c¿ + h(hpc¿ ¡ ¿1(t; y(t); h)) + h¿2(t; y(t); h);

also bringen wir hp+1 c¿ auf die linke Seite der Gleichung und erhalten
°
°
°
° c¿ ¡

´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t))
hp+1

°
°
°
° · h

k¿1(t; y(t); h) ¡ hpc¿k + k¿2(t; y(t); h)k
hp+1

· (Cc + C2)h;

wir k Äonnen somit den Vektor c¿ aus (5.4) approximativ bestimmen. Das bietet uns die
MÄoglichkeit, die Schrittweite zu regeln: Wenn h hinreichend klein ist, ist

c0
¿ :=

´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t))
hp+1

eine gute Approximation von c¿, und es gilt

k¿1(t; y(t); ~h)k · k c¿k~hp + Cc~hp+1

· k c0
¿k~hp + kc¿ ¡ c0

¿k~hp + Cc~hp+1

· k c0
¿k~hp + (2 Cc + C2)~hp+1 fÄur alle ~h 2 (0; hy):

Um eine gute Heuristik zu erhalten, vernachlÄassigen wir den zweiten Term und mÄussen
fÄur die gegebene Genauigkeit¿0 2 R> 0 (vgl. Satz 5.1) die Ungleichung

kc0
¿k~hp · ¿0

sicherstellen. Das istÄaquivalent zu

~hp ·
¿0

kc0
¿k

;

~hp ·
¿0hp+1

k´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t))k
;

~h · h
µ

¿0h
k´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t))k

¶ 1=p

:

Au¼er fÄur t = t0 ist y(t) nicht bekannt, hier m Äussen wir also stattdessen unsere NÄahe-
rungslÄosung ´ (t) verwenden und erhalten die folgendeheuristische Schrittweitensteue-
rung:

² Berechne´ 1(t + h; t; ´ (t)).

² Berechne´ 2(t + h; t; ´ (t)).

² Berechne® := ¿0h=k´ 1(t + h; t; ´ (t)) ¡ ´ 2(t + h; t; ´ (t))k.

² Setze~h := h p
p

®.
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² Berechne´ (t) = ´ 1(t + ~h; t; ´ (t)).

NatÄurlich sind Verfeinerungen dieser Methode denkbar. Falls~h sich nicht sehr von h
unterscheidet, kann man etwa~h := h setzen und den bereits berechneten Wert́ 1(t +
h; t; ´ (t)) f Äur ´ (t) verwenden.

Die Schrittweitensteuerung mit Hilfe zweier Verfahren unterschiedlicher Ordnung
funktioniert im Allgemeinen nur dann, wenn beide Verfahren tatsÄachlich unterschiedli-
che Konsistenzordnungen aufweisen. Das Runge-Verfahren aus Beispiel 4.3 erreicht nur
dann eine Konsistenzordnung von 2, fallsf zweimal stetig di®erenzierbar ist. Solltef
nur einmal stetig di®erenzierbar sein, kÄonnen wir nur eine Konsistenzordnung von 1
erwarten, so dass die AbschÄatzungen, auf denen unser Verfahren basiert, nicht mehr
gelten.

Bemerkung 5.2 (Euler-Verfahren) Die Annahme (5.4) hÄangt ebenfalls von der Dif-
ferenzierbarkeit der LÄosungy ab.

FÄur das explizite Euler-Verfahren etwa haben wir

y(t + h) = y(t) + hy0(t) +
h2

2
y00(t) +

h3

6
y(3) (t+ )

= y(t) + hf (t; y(t)) +
h2

2
y00(t) +

h3

6
y(3) (t+ )

= ´ (t + h; t; y(t)) +
h2

2
y00(t) +

h3

6
y(3) (t+ )

fÄur einen Zwischenpunktt+ 2 [t; t + h], also folgt

k¿(t; y(t); h) ¡ hy00(t)=2k =
1
h

ky(t + h) ¡ ´ (t + h; t; y(t)) ¡ h2y00(t)=2k

=
1
h

h3

6
ky(3) (t+ )k ·

h2

6
maxfk y(3) (s)k : s 2 [t; t + h]g

so dass wir (5.4) einfach mit

c¿ := y00(t)=2; Cc :=
1
6

maxfk y(3) (s)k : s 2 [t; t + h]g

erfÄullen kÄonnen.

In die Herleitung der Formel fÄur die Schrittweitensteuerung geht die KonstanteCc nur
in der Form ein, dassh

"
klein genug\ sein muss, um den Term (Cc + C2)h ignorieren zu

kÄonnen. Diese Konstante muss also zur DurchfÄuhrung des Verfahrens nicht unbedingt
bekannt sein, stattdessen genÄugt es, sie geeignet abzuschÄatzen oder experimentell zu
bestimmen.

Wir sind selbstverstÄandlich daran interessiert, die genauere NÄaherung ´ 2(t + h; t; ´ (t))
mit m Äoglichst geringem zusÄatzlichen Aufwand zu bestimmen. Einen guten Ansatz hier-
zu bieten eingebettete Runge-Kutta-Verfahren, bei denen zwei NÄaherungslÄosungen unter-
schiedlicher Genauigkeit mit Hilfe einer einzigen zusÄatzlichen Stufe berechnet werden.
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Ein Beispiel dafÄur das das folgende Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren, das die Konsis-
tenzordnungen 4 und 5 besitzt:

0
1
5

1
5

3
10

3
40

9
40

4
5

44
45 ¡ 56

15
32
9

8
9

19372
6561 ¡ 25360

2187
64448
6561 ¡ 212

729

1 9017
3168 ¡ 355

33
46732
5247

49
176 ¡ 5103

18656

1 35
384 0 500

1113
125
192 ¡ 2187

6784
11
84

35
384 0 500

1113
125
192 ¡ 2187

6784
11
84

5179
57600 0 7571

16695
393
640 ¡ 92097

339200
187
2100

1
40

Das erweiterte Butcher-Tableau ist wie folgt zu interpretieren: Die beiden letzten Zeilen
geben Vektorenb> und b̂> an, mit denen die beiden NÄaherungslÄosungen

´ 1(t + h; t; x ) = x + h
s¡ 1X

j =1

bj kj ; ´ 2(t + h; t; x ) = x + h
sX

j =1

bj kj

berechnet werden kÄonnen. Wichtig ist, dass beide Ergebnisse auf denselben Vektoren
k1; : : : ; ks basieren, die Approximation niedrigerer Konsistenzordnung allerdings den
letzten Vektor ks nicht verwendet. Durch diesen Ansatz lassen sich mit denselben Funk-
tionsauswertungen zwei unterschiedlich gute NÄaherungslÄosungen gewinnen, indem ledig-
lich unterschiedliche Linearkombinationen der Hilfsvektoren verwendet werden.

Man kann beweisen, dass ein explizites Runge-Kutta-Verfahren der Konsistenzordnung
5 mindestens 6 Stufen benÄotigt. Das hier vorgestellte Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren
benÄotigt 7 Stufen, allerdings lÄasst sich durch den sogenanntenFehlberg-Trick die 7. Stufe
quasi

"
kostenlos\ gewinnen: Wie man sieht, stimmen die letzte Zeile von A und die Zeile

von b> fÄur die Konsistenzordnung 4Äuberein, es gilt also

k7 = f

0

@t + h; x + h
6X

j =1

aij kj

1

A = f

0

@t + h; x + h
6X

j =1

bj kj

1

A = f (t + h; ´ (t + h)) :

Die letzte Auswertung von f in einem Schritt entspricht also der ersten Auswertung im
folgenden Schritt, so dass fÄur die gesamte Berechnung lediglich 6n + 1 Auswertungen
statt der bei naivem Vorgehen erforderlichen 7n benÄotigt werden.

Dieser Trick funktioniert nat Äurlich nur, falls die angepasste Schrittweite ~h der fÄur
die Schrittweitensteuerung verwendeten Schrittweiteh entspricht, es emp¯ehlt sich also,
allzu hÄau¯ge ÄAnderungen der Schrittweite zu vermeiden.
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5.3 Kombination durch Extrapolation

Die Steuerung der Schrittweite mit Hilfe zweier Verfahren unterschiedlicher Konsistenz-
ordnung ist relativ elegant, falls solche Verfahren fÄur den jeweiligen Anwendungsfall zur
VerfÄugung stehen. Man kann allerdings auch eine Steuerung der Schrittweite erzielen,
ohne auf ein separates zweites Verfahren zurÄuckzugreifen, indem man stattdessen die-
ses zweite Verfahren durch Extrapolation aus dem Ausgangsverfahren konstruiert. Wir
berechnen also eine NÄaherung

´ 1(t + h; t; y(t)) = y(t) + h©(t; y(t); h)

mit dem Äublichen Einschrittverfahren und eine zweite NÄaherung

´ 2(t + h=2; t; y(t)) = y(t) +
h
2

©(t; y(t); h=2);

´ 2(t + h; t; y(t)) = ´ 2(t + h=2; t; y(t)) +
h
2

©(t; ´ 2(t + h=2; t; y(t)) ; h=2);

die ho®entlich genauer als die erste sein wird. Wegen Satz 3.2dÄurfen wir erwarten, dass
fÄur hinreichend kleine Schrittweiten h die AbschÄatzungen

ky(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t))k · Chp+1 ; (5.5a)

ky(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t))k · Ch
µ

h
2

¶ p

(5.5b)

gelten (wegeneLh =L ¼ h). Wenn wir wieder davon ausgehen, dass sich der Fehler nach
h entwickeln lÄasst, dass also die Ungleichungen

ky(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ c¿hp+1 k · Cchp+2 ;

ky(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t)) ¡ c¿h(h=2)pk · Cc

µ
h
2

¶ p+2

fÄur einen geeigneten Vektorc¿ erfÄullt sind, folgt

´ 2(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t))

= ´ 2(t + h; t; y(t)) ¡ y(t + h) + y(t + h) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t))

¼ ¡ c¿h
µ

h
2

¶ p

+ c¿hp+1 = c¿(1 ¡ 2¡ p)hp+1

PrÄaziser erhalten wir
°
°
°
° c¿ ¡

´ 2(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t))
(1 ¡ 2¡ p)hp+1

°
°
°
° ·

Cc

1 ¡ 2¡ p h;

fÄur hinreichend kleinesh ist also

c0
¿ :=

´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t))
(1 ¡ 2¡ p)hp+1
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eine gute Approximation von c¿, und wir k Äonnen mit

h¿(t; y(t); h) = y(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 1(t + h; t; y(t)) ¼ c¿hp+1

die Formel

~h := p

r
¿0

kc0
¿k

= h
µ

(1 ¡ 2¡ p)h
k´ 1(t + h; t; y(t)) ¡ ´ 2(t + h; t; y(t))k

¶ 1=p

zur Bestimmung einer guten Schrittweite ~h gewinnen.

Bemerkung 5.3 (Praktische Belange) In der Praxis wird man mit Hilfe einer der
beiden vorgestellten Regeln eine geeignete Schrittweite~h verwenden, um einen NÄahe-
rungswert im Zeitpunkt t + ~h zu bestimmen. Im nÄachsten Schritt bietet es sich an, die
letzte Schrittweite ~h als Ausgangswert fÄur die Bestimmung der nÄachsten Schrittweite zu
verwenden. Allerdings kann diese Strategie nur dann funktionieren, wenn~h nicht zu gro¼
ist, denn dann wÄurden unsere Formeln, die ja nur fÄur

"
hinreichend kleine\ Schrittweiten

sinnvoll sind, zu unzuverlÄassige Ergebnisse ermitteln. Es emp¯ehlt sich also, eine obere
Schranke fÄur die Schrittweite vorzugeben.

Falls die automatisch gewÄahlte Schrittweite ~h deutlich kleiner als h ist, mÄussen wir
davon ausgehen, dass die LÄosungy nicht sehr glatt ist. Unter diesen Bedingungen dÄurfte
auch schon die Schrittweiteh, die wir fÄur die Heuristik verwenden, zu zu ungenauen
Ergebnissen fÄuhren. In diesem Fall emp¯ehlt es sich, mith := 2 ~h einen zweiten Versuch
zur Schrittweitenanpassung zu unternehmen.

Dabei muss man zusÄatzlich darauf achten, dassh und ~h nicht zu klein werden. SpÄate-
stens sobald man in den Bereich der Maschinengenauigkeit kommt, kÄonnte das NÄahe-
rungsverfahren sonst unendlich lange rechnen.
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6 Steife Di®erentialgleichungen

6.1 Motivation des Begri®s

Bisher waren die von uns analysierten numerischen Verfahren Äuberwiegend explizit,
und wir haben gesehen, dass bei einer hinreichend kleinen Schrittweite diese Verfah-
ren brauchbare Approximationen der LÄosung eines Anfangswertproblems bestimmen.

Die Bedeutung von
"
hinreichend klein\ hÄangt dabei im Wesentlichen davon ab, wie

gro¼ die Lipschitz-Konstante der rechten Seitef ist: Je grÄo¼er sie ist, desto
"
weniger

glatt\ ist die L Äosung, und desto kleiner mÄussen wir die Schrittweite wÄahlen, desto hÄoher
wird also der Rechenaufwand.

Es gibt Situationen, in denen eine gro¼e Lipschitz-Konstantenicht unbedingt eine
geringe Schrittweite erforderlich macht, weil der Term, der die Konstante in die HÄohe
treibt, nur geringen Ein°uss auf die exakte LÄosung des Problems hat. In diesen Situatio-
nen sind wir daran interessiert, Verfahren zu entwickeln, die diese Eigenschaft erben, also
mit einer grÄo¼eren Schrittweite trotzdem eine gute Approximation bestimmen kÄonnen.

Als Beispiel befassen wir uns mit dem linearen Anfangswertproblem

y(0) = y0; y0(t) = Ay(t) fÄur alle t 2 R¸ 0

mit einem Startvektor y0 2 R2 und der Matrix

A :=
1
2

µ
®+ ¯ ® ¡ ¯
®¡ ¯ ® + ¯

¶

mit Koe±zienten ®; ¯ 2 R.
ZunÄachst bestimmen wir die bestmÄogliche Lipschitz-Konstante fÄur die korrespondie-

rende rechte Seitef (t; x ) = Ax . Da A symmetrisch ist, bietet es sich an, die Eigenwerte
zu bestimmen: Mit

Q :=
1

p
2

µ
1 ¡ 1
1 1

¶

erhalten wir Q> Q = I und

Q> AQ =
1
4

µ
1 1

¡ 1 1

¶ µ
®+ ¯ ® ¡ ¯
®¡ ¯ ® + ¯

¶ µ
1 ¡ 1
1 1

¶
=

µ
®

¯

¶
;

also folgt sofort kAk2 = L := max fj ®j; j¯ jg und damit

kf (t; x ) ¡ f (t; z)k2 = kA(x ¡ z)k2 · k Ak2kx ¡ zk2 = Lkx ¡ zk2;

und da wir x ¡ z als Eigenvektor zum betragsgrÄo¼eren der beiden Eigenwerte wÄahlen
kÄonnen, folgt die Optimalit Äat von L .
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Zur Analyse des Verhaltens des LÄosungy fÄuhren wir die Hilfsfunktion ŷ mit

ŷ(t) := Q> y(t) fÄur alle t 2 R¸ 0

ein. Wegeny(t) = Qŷ(t) muss

ŷ0(t) = Q> y0(t) = Q> Ay(t) = Q> AQŷ(t) =
µ

®
¯

¶
ŷ(t) fÄur alle t 2 R¸ 0

gelten, die Hilfsfunktion lÄost also das Anfangswertproblem

ŷ(0) = ŷ0 := Q> y0; ŷ0(t) =
µ

®
¯

¶
ŷ(t) fÄur alle t 2 R¸ 0:

Nun sind die beiden Komponenten von ^y entkoppelt und die LÄosung ist explizit durch

ŷ1(t) = ŷ0;1e®t ; ŷ2(t) = ŷ0;2ē t fÄur alle t 2 R¸ 0

gegeben. Ausy(t) = Qŷ(t) folgt direkt

y(t) =
1

p
2

µ
1 ¡ 1
1 1

¶ µ
ŷ0;1e®t

ŷ0;2ē t

¶
= ae®t + bē t fÄur alle t 2 R¸ 0

mit den Hilfsvektoren

a :=
ŷ0;1p

2

µ
1
1

¶
; b :=

ŷ0;2p
2

µ
¡ 1
1

¶
:

Untersuchen wir nun das Verhalten eines NÄaherungsverfahrens. Der Einfachheit halber
beschrÄanken wir uns auf das explizite Euler-Verfahren, das bei fester Schrittweite h die
NÄaherungslÄosung´ (t) mit

´ (t + h) = ´ (t) + hA´ (t) = (1 + hA)´ (t) fÄur alle t 2 [0; 1 )h

berechnet. Wir fÄuhren wieder die (diesmal diskrete) Hilfsfunktion ^́ mit

^́(t) := Q> ´ (t) fÄur alle t 2 [0; 1 )h

ein und erhalten

^́(t + h) = Q> ´ (t + h) = Q> (I + hA)´ (t) = Q> (I + hA)Q^́(t)

=
µ

1 + h®
1 + h¯

¶
^́(t) fÄur alle t 2 [0; 1 )h :

Per Induktion folgt

^́(t) =
µ

(1 + h®)t=h ŷ0;1

(1 + h¯ )t=h ŷ0;2

¶
fÄur alle t 2 [0; 1 )h (6.1)
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und somit wegen´ (t) = Q^́(t) auch

´ (t) = a(1 + h®)t=h + b(1 + h¯ )t=h fÄur alle t 2 [0; 1 )h :

Wir vergleichen die exakte und die genÄaherte LÄosung:

y(t) = ae®t + bē t

´ (t) = a(1 + h®)t=h + b(1 + h¯ )t=h

Falls ®; ¯ > 0 gilt, verhalten sich die beiden Funktionen Äahnlich: FÄur t ! 1 streben sie
exponentiell gegen unendlich.

Anders sieht es im Fall ®; ¯ < 0 aus: Jetzt konvergiert y(t) gegen Null, wenn wir t
gegen unendlich gehen lassen, aber fÄur ´ (t) gilt das nur, wenn die Schrittweite h klein
genug ist, wenn also

j1 + h®j < 1; j1 + h¯ j < 1

gilt. Wegen ®; ¯ < 0 und L = max fj ®j; j¯ jg ist das gerade fÄur h < 2=L sichergestellt, die
Schrittweite wird also tatsÄachlich durch den betragsgrÄo¼ten Eigenwert bestimmt.

Falls ¯ ¿ ® < 0 gilt, ist f Äur das langfristige Verhalten die LÄosung nur der von ®
abhÄangige Term relevant, weilē t sehr schnell gegen null streben wird. Trotzdem mÄussen
wir in unserem NÄaherungsverfahren die Schrittweite so wÄahlen, dassh < 2=L mit L = j¯ j
gilt, wir m Äussen also etwas approximieren, das uns eigentlich gar nicht interessiert.

Ein Anfangswertproblem, bei dem zwar die LÄosung fÄur lange ZeitrÄaume gegen null
strebt, bei dem aber verschiedene Anteile der LÄosung das mit sehr unterschiedlichen
Geschwindigkeiten tun, bezeichnet man alssteif : Bis zu einer gewissen Grenzschrittweite
(in unserem Beispiel 2=L) berechnet das NÄaherungsverfahren unbrauchbare LÄosungen,
sobald diese Schrittweite unterschritten wird, funktioniert plÄotzlich alles.

Den Begri®
"
steife Di®erentialgleichung\ kann man dadurch motivieren,dass die Glei-

chung unseren numerischen LÄosungsversuchen
"
Widerstand\ entgegensetzt, bis wir ge-

nug
"
Kraft\ (also Rechenaufwand) investiert haben, um den

"
Widerstand zu brechen\.

6.2 Einsatz impliziter Verfahren

Da steife Anfangswertprobleme in vielen Anwendungen auftreten, stellt sich die Frage,
ob man Verfahren ¯nden kann, die nicht auf die sehr restriktive Bedingung h < 2=L
angewiesen sind.

In dieser Hinsicht sehr erfolgreich sind implizite Verfahren. Als Beispiel stellen wir
dem expliziten Euler-Verfahren das implizite Euler-Verfahren gegenÄuber, das in unserem
Beispiel die Form

´ (t + h) = ´ (t) + hA´ (t + h) fÄur alle t 2 [0; 1 )h

annimmt. Da unsere Gleichung linear ist, kÄonnen wir ´ (t + h) direkt berechnen, indem
wir ein lineares Gleichungssystem lÄosen: Es gilt

(I ¡ hA)´ (t + h) = ´ (t) fÄur alle t 2 [0; 1 )h :

61



Indem wir wieder zu ^́(t) = Q> ´ (t) wechseln, erhalten wir

(I ¡ hA)Q^́(t + h) = Q^́(t); Q> (I ¡ hA)Q^́(t + h) = ^́ (t);
µ

1 ¡ h®
1 ¡ h¯

¶
^́(t + h) = ^́ (t);

so dass wir die Darstellung

^́(t + h) =
µ 1

1¡ h®
1

1¡ h¯

¶
^́(t)

bewiesen haben. Per Induktion folgt

^́(t) =
µ

(1 ¡ h®)¡ t=h ŷ0;1

(1 ¡ h¯ )¡ t=h ŷ0;2

¶
fÄur alle t 2 [0; 1 )h ; (6.2)

und per RÄucktransformation erhalten wir schlie¼lich

´ (t) = a(1 ¡ h®)¡ t=h + b(1 ¡ h¯ )¡ t=h fÄur alle t 2 [0; 1 )h :

Diese NÄaherungslÄosung besitzt andere Eigenschaften als die, die wir im Falledes explizi-
ten Verfahrens erhalten haben: Sie kÄonnte nur dann divergieren, wennj1¡ h®j < 1 oder
j1 ¡ h¯ j < 1 gilt, aber dank ®; ¯ < 0 ist das ausgeschlossen.

Das implizite Euler-Verfahren wird also eine LÄosung berechnen, die fÄur beliebige
Schrittweiten abklingt. Falls ¯ ¿ ® < 0 gilt, ist 1 ¡ h¯ À 1 ¡ h® > 0, der von ¯
abhÄangige Anteil der LÄosung wird also auch wesentlich schneller als der von® abhÄangige
abklingen, die numerisch bestimmte NÄaherungslÄosung verhÄalt sich also zumindest in
dieser Hinsicht wie die exakte LÄosung.

Insbesondere genÄugt es in dieser Situation, die Schrittweite h so zu wÄahlen, dass (1¡
h®)¡ 1=h ¼ e® gilt, dass sie also fÄur die entscheidende Komponente ausreicht, wÄahrend
wir die schnell abklingende Komponente bei der Wahl der Schrittweite nicht mehr zu
berÄucksichtigen brauchen.

6.3 Stabilit Äatsgebiete

Zur nÄaheren Analyse dieses PhÄanomens untersuchen wir wieder die StabilitÄatsfunkti-
on: Wie schon bei der Untersuchung der maximalen Konsistenzordnung von expliziten
Runge-Kutta-Verfahren beschrÄanken wir uns auf das einfache Anfangswertproblem (4.5),
das durch

y¸ (0) = 1 ; y0
¸ (t) = ¸y ¸ (t) fÄur alle t 2 R¸ 0

fÄur ein ¸ 2 C gegeben ist.
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De¯nition 6.1 (Stabilit Äatsfunktion) Sei ein NÄaherungsverfahren fÄur das Anfangs-
wertproblem (4.5) gegeben, und seí ¸ die von ihm berechnete NÄaherungslÄosung. Falls
eine Funktion g : C ! C existiert, die

´ ¸ (t + h) = g(¸h )´ ¸ (t) fÄur alle h 2 R> 0; ¸ 2 C; t 2 [0; 1 )h (6.3)

erfÄullt, bezeichnen wir sie alsStabilit Äatsfunktion des Verfahrens.

Wie man an (6.1) leicht ablesen kann, besitzt das explizite Euler-Verfahren die Stabi-
lit Äatsfunktion

gex(z) = 1 + z; fÄur alle z 2 C;

wÄahrend wir aus (6.2) folgern kÄonnen, dass das implizite Euler-Verfahren die StabilitÄats-
funktion

gim (z) =
1

1 ¡ z
fÄur alle z 2 C

besitzt. Wir haben bereits in Lemma 4.6 gesehen, dass die Konsistenzordnung damit zu-
sammenhÄangt, wie gut die Stabilit Äatsfunktion die Exponentialfunktion in z = 0 appro-
ximiert. Man kann die Stabilit Äatsfunktion aber auch verwenden, um zu charakterisieren,
fÄur welche Schrittweiten die NÄaherungslÄosung abklingen wird: Durch Induktion folgt aus
(6.3) direkt

´ ¸ (t) = g(¸h )t=h y0 fÄur alle t 2 [0; 1 )h ;

wir k Äonnen also nur dann ein Abklingen erwarten, wennjg(¸h )j < 1 gilt.

De¯nition 6.2 (Stabilit Äatsgebiet) Die Menge

Sg := f z 2 C : jg(z)j < 1g

hei¼t Stabilit Äatsgebiet zu der StabilitÄatsfunktion g.

Das NÄaherungsverfahren wird also zu einem sinnvollen asymptotischen Verhalten der
LÄosung fÄuhren, wenn wir ¸h 2 Sg sicherstellen kÄonnen.

FÄur das explizite Euler-Verfahren erhalten wir

Sgex = fj 1 + zj < 1 : z 2 Cg = K (¡ 1; 1);

das StabilitÄatsgebiet ist also eine o®ene Kreisscheibe um¡ 1, und in unserem Fall ist ¡ 2
der Punkt, an dem die reelle Achse in das StabilitÄatsgebiet eintritt, wir m Äussen also¡ 2 <
h¸ < 0 sicherstellen. Das entspricht dem Kriterium, dass wir fÄur unser Modellproblem
bewiesen haben.

FÄur das implizite Euler-Verfahren ¯nden wir

Sgim = f 1=j1 ¡ zj < 1 : z 2 Cg = fj 1 ¡ zj > 1 : z 2 Cg = C n K (1; 1);

das StabilitÄatsgebiet ist also die gesamte komplexe Ebene mit Ausnahme einer abge-
schlossenen Kreisscheibe um 1. In unserem Modellproblem ist h¸ fÄur alle Schrittweiten
h negativ, also immer im StabilitÄatsgebiet enthalten. Diese Eigenschaft ist natÄurlich
besonders nÄutzlich.
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De¯nition 6.3 ( A-Stabilit Äat) Ein NÄaherungsverfahren mit

f z 2 C : Rez < 0g µ Sg

hei¼t A-stabil.

Bei einem A-stabilen Verfahren dÄurfen wir also erwarten, dass es sich besonders gut
fÄur steife Anfangswertprobleme eignet. O®ensichtlich ist das implizite Euler-Verfahren
A-stabil, wÄahrend das explizite Euler-Verfahren es nicht ist.

Wir haben bereits gesehen, dass bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren die StabilitÄats-
funktion g ein Polynom ist, und da fÄur alle nicht-konstanten Polynome

lim
z!¡1

jg(z)j = 1

gilt, folgt sofort, dass derartige Verfahren niemalsA-stabil sein kÄonnen.
Eine Chance aufA-Stabilit Äat haben wir also nur dann, wenn wir Verfahren mit nicht-

polynomialer Stabilit Äatsfunktion untersuchen. Im Falle des impliziten Euler-Verfahrens
beispielsweise ist die StabilitÄatsfunktion rational.

Wir untersuchen allgemeine Runge-Kutta-Verfahren, die durch ein Gleichungssystem
der Form

ki = f

0

@t + ci h; x + h
sX

j =1

aij kj

1

A fÄur alle i 2 f 1; : : : ; sg

gegeben sind. FÄur unser Modellproblem (4.5) erhalten wir daraus

ki = ¸x + ¸h
sX

j =1

aij kj ;

ki ¡ ¸h
sX

j =1

aij kj = ¸x fÄur alle i 2 f 1; : : : ; sg;

und wenn wir die Zwischenergebnisseki in einem Vektor k 2 Rs zusammenfassen und
den konstanten Vektor e := (1) s

i =1 einfÄuhren, ergibt sich

(I ¡ ¸hA )k = ¸ex; k = ( I ¡ ¸hA )¡ 1¸ex;

sofern die Matrix invertierbar (und damit das Verfahren Äuberhaupt durchfÄuhrbar) ist.
Die Inkrementfunktion ist durch

©(t; x; h ) =
sX

i =1

bi ki = hb; ki 2 = b> (I ¡ ¸hA )¡ 1¸ex

gegeben, die nÄachste Iterierte durch

´ (t + h) = ´ (t) + h©(t; ´ (t); h) = ´ (t) + b> (I ¡ ¸hA )¡ 1¸eh´ (t)

64



= (1 + b> (I ¡ ¸hA )¡ 1e¸h )´ (t);

also muss die StabilitÄatsfunktion gerade

g(z) = 1 + b> (I ¡ zA)¡ 1ez fÄur alle z 2 C (6.4)

sein. Diese Funktion ist rational, und ihre SingularitÄaten sind gerade die Kehrwerte der
Eigenwerte von A.

Im Falle eines expliziten Verfahrens ist I ¡ zA eine untere Dreiecksmatrix mit kon-
stanten DiagonaleintrÄagen, also immer invertierbar. Durch VorwÄartseinsetzen kÄonnen
wir direkt das Resultat aus Lemma 4.5 gewinnen.

Interessanter ist natÄurlich die Anwendung auf implizite Verfahren. Als Beispiel unter-
suchen wir die implizite Trapezregel, deren Butcher-Schema

0 0 0
1 1=2 1=2

1=2 1=2

ist. Einsetzen in (6.4) fÄuhrt zu

gtr (z) = 1 +
¡
1=2 1=2

¢
µ

1 0
¡ z=2 1¡ z=2

¶ ¡ 1 µ
1
1

¶
z

= 1 +
¡
1=2 1=2

¢
Ã

1 0
z=2

1¡ z=2
1

1¡ z=2

! µ
1
1

¶
z

= 1 +
¡
1=2 1=2

¢
Ã

1
1+ z=2
1¡ z=2

!

z = 1 +
1=2 ¡ z=4 + 1=2 + z=4

1 ¡ z=2
z

= 1 +
z

1 ¡ z=2
=

1 + z=2
1 ¡ z=2

:

Um das StabilitÄatsgebiet zu bestimmen, mÄussen wir diejenigenz 2 C ¯nden, f Äur die
jgtr (z)j < 1 gilt. Wir w Äahlen ein z 2 C und stellen es durch seinen Realteilzr 2 R und
seinen ImaginÄarteil zi 2 R dar, also durch z = zr + iz i . Es gilt

jgtr (z)j < 1 () j 1 + z=2j < j1 ¡ z=2j () j 2 + zj < j2 ¡ zj

() j 2 + zj2 < j2 ¡ zj2 () (2 + zr )2 + z2
i < (2 ¡ zr )2 + z2

i

() 4 + 4zr + z2
r < 4 ¡ 4zr + z2

r () 4zr < ¡ 4zr () 8zr < 0;

also ist jgtr (z)j < 1 Äaquivalent zu zr < 0 und das StabilitÄatsgebiet ist gegeben durch

Sgtr = f z 2 C : Rez < 0g:

Wir sehen, dass das StabilitÄatsgebiet der impliziten Trapezregel deutlich kleiner alsdas
des impliziten Euler-Verfahrens ist, dass es aber immer nochdie linke komplexe Halb-
ebene enthÄalt, so dass auch die implizite TrapezregelA-stabil ist.
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7 Mehrschrittverfahren

Wir haben gesehen, dass bei Einschrittverfahren eine hohe Konsistenzordnung sehr er-
strebenswert ist: WÄahrend eine Halbierung der Schrittweite bei einem Verfahren erster
Ordnung nur zu einer Halbierung des Fehlers fÄuhrt, bewirkt sie bei einem Verfahren vier-
ter Ordnung schon eine Reduktion um einen Faktor von 1=16. Die mit der Halbierung
der Schrittweite in Kauf genommene Verdoppelung des Rechenaufwands lohnt sich also
bei einer hÄoheren Ordnung wesentlich mehr als bei einer niedrigen.

Bei Einschrittverfahren gibt es verschiedene AnsÄatze, um eine hohe Konsistenzord-
nung zu erzielen: Explizite Runge-Kutta-Verfahren verwenden Hilfswerte in Zwischen-
punkten, ihre Konstruktion ist f Äur Ordnungen Äuber 6 sehr aufwendig. Implizite Runge-
Kutta-Verfahren lassen sich wesentlich einfacher konstruieren und erreichen auch hÄohere
Ordnungen, das erforderliche Au°Äosen eines nichtlinearen Gleichungssystems in jedem
Schritt f Äuhrt allerdings zu einem hohen Rechenaufwand. Extrapolationsverfahren kÄonnen
im Prinzip beliebig hohe Ordnungen erreichen, sofern die LÄosung hinreichend glatt ist,
benÄotigen aber die aufwendige Berechnung einer Anzahl von HilfslÄosungen.

Ein Schritt eines expliziten Runge-Kutta-Verfahrens der Ordnung s erfordert minde-
stens s Auswertungen der rechten Seitef (siehe Lemma 4.6), bei einem Extrapolati-
onsverfahren muss man sogar mits(s + 1) =2 Auswertungen rechnen, fÄur die schnellere
Konvergenz ist also ein unter UmstÄanden hoher Preis zu zahlen.

In diesem Kapitel geht es um eine Klasse von Approximationsverfahren, die eine Kon-
sistenzordnung vons mit lediglich einer einzigen Auswertung von f erzielen kÄonnen.
Die Idee besteht darin, NÄaherungslÄosungen in mehreren Zeitpunkten zu kombinieren,
um eine NÄaherung fÄur einen weiteren Zeitpunkt zu gewinnen.

7.1 Adams-Bashforth-Verfahren

Wir untersuchen als einfÄuhrendes Beispiel eine Klasse von expliziten Mehrschrittverfah-
ren, die sich besonders einfach mit Hilfe der Integraldarstellung des Anfangswertproblems
motivieren lÄasst.

Herleitung

Wie wir in Lemma 2.2 bereits gesehen haben, ist eine Funktiony genau dann die LÄosung
des Anfangswertproblems (2.1), wenn sie die Integralgleichung

y(t) = y0 +
Z t

a
f (s; y(s)) ds fÄur alle t 2 [a; b]
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erfÄullt. Wenn wir das Zeitintervall [ a; b] Äaquidistant zerlegen, also

t i = a + ih; h =
b¡ a

n
fÄur n 2 N; i 2 f 0; : : : ; ng

setzen, erhalten wir die Darstellung

y(t i +1 ) = y0 +
Z t i

a
f (s; y(s)) ds +

Z t i +1

t i

f (s; y(s)) ds

= y(t i ) +
Z t i +1

t i

f (s; y(s)) ds fÄur i 2 f 0; : : : ; n ¡ 1g:

Wir approximieren das Integral mit einer Newton-Côtes-artigen Quadraturformel, die
die k + 1 Quadraturpunkte t i ¡ k ; : : : ; t i verwendet. Dazu de¯nieren wir die Lagrange-
Polynome

L i;` (s) :=
kY

j =0
j 6= `

s ¡ t i ¡ j

t i ¡ ` ¡ t i ¡ j
fÄur alle i 2 f k; : : : ; n ¡ 1g; ` 2 f 0; : : : ; kg;

ersetzen den Integranden

g(s) := f (s; y(s))

durch seinen Lagrange-Interpolanten

~gi;k (s) :=
kX

`=0

f (t i ¡ ` ; y(t i ¡ ` ))L i;` (s) fÄur alle s 2 R;

und integrieren den Interpolanten, um schlie¼lich

y(t i +1 ) ¼ ~y(t i +1 ) := y(t i ) + h
kX

`=0

wk;` f (t i ¡ ` ; y(t i ¡ ` )) f Äur i 2 f k; : : : ; n ¡ 1g (7.1)

mit den durch

wk;` :=
1
h

Z t i +1

t i

L i;` (s) ds =
1
h

Z t i +1

t i

kY

j =0
j 6= `

s ¡ t i ¡ j

t i ¡ ` ¡ t i ¡ j
ds

=
Z 1

0

kY

j =0
j 6= `

a + h(i + s) ¡ (a + h(i ¡ j ))
(a + h(i ¡ `)) ¡ (a + h(i ¡ j ))

ds

=
Z 1

0

kY

j =0
j 6= `

h(s + j )
h(j ¡ `)

ds =
Z 1

0

kY

j =0
j 6= `

s + j
j ¡ `

ds fÄur ` 2 f 0; : : : ; kg

gegebenen Quadraturgewichten zu erhalten.
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FehlerabschÄatzung

Die Äubliche FehlerabschÄatzung fÄur die Lagrange-Interpolation besagt, dass es zu jedem
s 2 [t i +1 ; t i ¡ k ] ein » 2 [t i +1 ; t i ¡ k ] so gibt, dass

g(s) ¡ ~gi;k (s) =
! (s)

(k + 1)!
g(k+1) (»)

gilt, wobei das StÄutzstellenpolynom zu den Punkten t i ; : : : ; t i ¡ k durch

! (s) = ( s ¡ t i ) : : : (s ¡ t i ¡ k ) fÄur alle s 2 [t i ¡ k ; t i +1 ]

gegeben ist. Es gilt

js ¡ t i ¡ ` j · j s ¡ t i j + jt i ¡ t i ¡ ` j

· h + h` = ( ` + 1) h fÄur alle s 2 [t i ; t i +1 ]; ` 2 f 0; : : : ; kg;

also folgt

j! (s)j · h(2h) : : : (k + 1) h = hk+1 (k + 1)! f Äur alle s 2 [t i ; t i +1 ];

und wir haben

kg(s) ¡ ~gi;k (s)k · hk+1 supfk g(k+1) (»)k : » 2 [t i +1 ; t i ¡ k ]g fÄur alle s 2 [t i ; t i +1 ] (7.2)

bewiesen. Indem wir die Konstante

Ck := supfk g(k+1) (»)k : » 2 [a; b]g

einfÄuhren erhalten wir die kompaktere Form

kg(s) ¡ ~gi;k (s)k · Ckhk+1 fÄur alle s 2 [t i ; t i +1 ]:

Durch Integration dieser FehlerabschÄatzung erhalten wir direkt

ky(t i +1 ) ¡ ~y(t i +1 )k · Ckhk+2 fÄur alle i 2 f k; : : : ; n ¡ 1g;

also eine AbschÄatzung, die uns eine (geeignet verallgemeinerte) Konsistenzordnung von
k + 1 vermuten l Äasst.

Algorithmus

Indem wir auf der rechten Seite der Formel (7.1) die exakten Funktionswerte durch ihre
NÄaherungen ersetzen, erhalten wir das folgende NÄaherungsverfahren:

Berechne NÄaherungen´ 0; : : : ; ´ k von y0; : : : ; yk

for i 2 f 0; : : : ; kg do f i Ã f (t i ; ´ i )
for i := k to n ¡ 1 do begin

´ i +1 Ã ´ i + h
P k

`=0 wk;` f i ¡ `

f i +1 Ã f (t i +1 ; ´ i +1 )
end
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Wir k Äonnen sehen, dass fÄur einen Schritt des Verfahrens tatsÄachlich nur eine Auswertung
von f erforderlich ist. Wir haben also ein Verfahren erhalten, das mit sehr wenigen
Auswertungen der rechten Seite eine Konsistenzordnung vonk + 1 verspricht.

Bei der Implementierung des Verfahrens ist es vÄollig ausreichend, die letztenk + 1
Werte von f zu speichern, der Wert f i +1 kann also beispielsweise den Wertf i ¡ k Äuber-
schreiben. Demzufolge benÄotigt das neue Verfahren lediglichk + 1 Hilfsvektoren und ist
damit nicht viel speicheraufwendiger als ein Runge-Kutta-Verfahren.

Weil bei der Berechnung der NÄaherung im Zeitpunkt t i +1 die k +1 N Äaherungen in den
Zeitpunkten t i ¡ k ; : : : ; t i eingehen, bezeichnen wir das neue Verfahren als (k + 1)-Schritt-
Verfahren.

7.2 Adams-Moulton-Verfahren

Wir haben bereits gesehen, dass bei steifen Di®erentialgleichungen ein implizites Ver-
fahren sehr viel bessere Eigenschaften als ein explizites aufweisen kann. Also stellt sich
die Frage nach impliziten Mehrschrittverfahren.

Herleitung

Wir gehen wieder von der Formel

y(t i +1 ) = y(t i ) +
Z t i +1

t i

f (s; y(s)) ds fÄur i 2 f k; : : : ; n ¡ 1g

aus, approximieren den Integrandeng aber diesmal in denk + 2 Punkten t i ¡ k ; : : : ; t i +1 .
Die entsprechenden Lagrange-Polynome sind durch

L i;` (s) :=
kY

j = ¡ 1
j 6= `

s ¡ t i ¡ j

t i ¡ ` ¡ t i ¡ j
fÄur alle i 2 f k; : : : ; n ¡ 1g; ` 2 f¡ 1; : : : ; kg

gegeben, der Interpolant durch

~gi;k (s) :=
kX

`= ¡ 1

f (t i ¡ ` ; y(t i ¡ ` ))L i;` (s) fÄur alle s 2 R:

Wir integrieren den Interpolanten, um die Formel

y(t i +1 ) ¼ ~y(t i +1 ) := y(t i ) + h
kX

`= ¡ 1

wk;` f (t i ¡ ` ; y(t i ¡ ` )) f Äur i 2 f k; : : : ; n ¡ 1g

zu erhalten. Die Quadraturgewichte sind nun durch

wk;` :=
1
h

Z t i +1

t i

L i;` (s) ds =
Z 1

0

kY

j = ¡ 1
j 6= `

s + j
j ¡ `

ds fÄur i 2 f¡ 1; : : : ; kg
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gegeben.
Wenn wir die NÄaherung ~y(t i +1 ) berechnen wollen, stellen wir fest, dass sie von der

exakten LÄosungy(t i +1 ) abhÄangt. Um zu einem brauchbaren Verfahren zu gelangen, er-
setzen wir die exakte LÄosung durch die NÄaherung und erhalten die nichtlineare Gleichung

~y(t i +1 ) ¡ hwk;¡ 1f (t i +1 ; ~y(t i +1 )) = y(t i ) + h
kX

`=0

wk;` f (t i ¡ ` ; y(t i ¡ ` ))

zur Bestimmung von ~y(t i +1 ). Wie schon bei den impliziten Einschrittverfahren kÄonnen
wir nachweisen, dass diese Gleichung fÄur eine hinreichend kleine Schrittweiteh eindeutig
lÄosbar ist: Mit

©(x) := y(t i ) + hwk;¡ 1f (t i +1 ; x) + h
kX

`=0

wk;` f (t i ¡ ` ; y(t i ¡ ` ))

gilt ~y(t i +1 ) = ©(~y(t i +1 )), und falls f Lipschitz-stetig mit der Lipschitz-Konstanten L ist,
erhalten wir

k©(x) ¡ ©(z)k = hwk;¡ 1kf (t i +1 ; x) ¡ f (t i +1 ; z)k · hwk;¡ 1Lkx ¡ zk fÄur alle x; z 2 V;

aus h < 1=jwk;¡ 1L j folgt also per Fixpunktsatz 2.1 die Existenz einer LÄosung ~y(t i +1 ).

FehlerabschÄatzung

Da wir im impliziten Fall k + 2 St Äutzstellen verwenden, nimmt die Fehlerdarstellung die
Form

g(s) ¡ ~gi;k (s) =
! (s)

(k + 2)!
g(k+2) (»)

an, wobei » 2 [t i ¡ k ; t i +1 ] ein von s 2 [t i ; t i +1 ] abhÄangender Zwischenpunkt ist und das
StÄutzstellenpolynom durch

! (s) = ( s ¡ t i +1 )(s ¡ t i ) : : : (s ¡ t i ¡ k ) fÄur alle s 2 [t i ¡ k ; t i +1 ]

gegeben ist. Mit derselben Argumentation wie im Falle des Adams-Bashforth-Verfahrens
erhalten wir

j! (s)j · hk+2 (k + 1)! f Äur alle s 2 [t i ; t i +1 ]

und folgern

ky(t i +1 ) ¡ ~y(t i +1 )k · Ckhk+3 fÄur alle i 2 f k; : : : ; n ¡ 1g

mit der Konstanten

Ck :=
1

k + 2
supfk g(k+2) (»)k : » 2 [a; b]g:

Obwohl das implizite Verfahren genausoviele
"
Werte aus der Vergangenheit\ wie das

explizite Verfahren verwendet, erzielt es also ein besseres Fehlerverhalten.
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Algorithmus

Wir k Äonnen wieder die exakten Funktionswerte durch NÄaherungen ersetzen und erhalten
das folgende Verfahren:

Berechne NÄaherungen´ 0; : : : ; ´ k von y0; : : : ; yk

for i 2 f 0; : : : ; kg do f i Ã f (t i ; ´ i )
for i := k to n ¡ 1 do begin

Finde ´ i +1 mit ´ i +1 = ´ i + hwk;¡ 1f (t i +1 ; ´ i +1 ) + h
P k

`=0 wk;` f i ¡ `

f i +1 Ã f (t i +1 ; ´ i +1 )
end

Bei diesem impliziten Verfahren stellt sich natÄurlich die Frage nach einem e±zienten
LÄosungsverfahren fÄur die nichtlineare Gleichung, durch die ´ i +1 de¯niert ist.

Ein nÄutzlicher Ansatz besteht darin, das explizite Verfahren zur Berechnung einer
AusgangsnÄaherung ~́i +1 zu verwenden und dann mit einer Fixpunktiteration oder einem
Newton-Verfahren die gesuchte LÄosung´ i +1 zu approximieren.

Falls die exakte LÄosungy hinreichend glatt ist, d Äurfen wir davon ausgehen, dass ~´ i +1

bereits eine gute NÄaherung von ´ i +1 ist, so dass nur wenige Schritte des Iterationsver-
fahrens erforderlich sind.

Allgemein bezeichnet man solche Kombinationen aus expliziten und impliziten Ver-
fahren als PrÄadiktor-Korrektor-Verfahren : Das PrÄadiktor-Verfahren (in diesem Fall das
explizite) tri®t eine

"
Vorhersage\ fÄur die nÄachste Iterierte, das Korrektor-Verfahren (in

diesem Fall das implizite) verbessert diese AusgangsnÄaherung. Besonders attraktiv ist
es natÄurlich, wenn beide Verfahren ein Äahnliches Konvergenzverhalten besitzen, denn
dann genÄugt unter Umst Äanden ein einziger Korrektor-Schritt, um eine hinreichend gute
LÄosung zu ¯nden, so dass das implizite Mehrschrittverfahren nur zwei Auswertungen der
rechten Seitef pro Zeitschritt erfordert.

7.3 Stabilit Äat expliziter Mehrschrittverfahren

Das explizite Adams-Bashforth-Verfahren hat die Form

´ i +1 = ´ i + h
kX

`=0

wk;` f i ¡ ` ; (7.3)

die NÄaherungslÄosung ergibt sich also aus einer Linearkombination von alten NÄahe-
rungslÄosungen und denf -Werten.

Ein allgemeines explizitesr -Schritt-Verfahren wird Äublicherweise in der Form

´ i + r + ar ¡ 1´ i + r ¡ 1 + : : : + a0´ i = h©(t i ; ´ i ; : : : ; ´ i + r ¡ 1; h) (7.4)

geschrieben, wobeí i + r die nÄachste zu berechnende NÄaherung und ´ i + r ¡ 1; : : : ; ´ i die
dafÄur verwendeten vorangehenden NÄaherungen sind. Das Adams-Bashforth-Verfahren
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erhalten wir mit ar ¡ 1 = ¡ 1, ar ¡ 2 = : : : = a0 = 0 und

©(t i ; ´ i ; : : : ; ´ i + r ¡ 1; r ) =
r ¡ 1X

`=0

wk;` f (t i + r ¡ 1¡ ` ; ´ i + r ¡ 1¡ ` );

wobei wir den Index i aus (7.3) durch i + ( r ¡ 1) ersetzen, da wir mit der Indizierung
wieder bei i = 0 statt bei i = r ¡ 1 beginnen wollen.

WÄahrend es bei Einschrittverfahren ausreichte, die lokalenFehler unter Kontrolle
zu halten, kÄonnen sich bei Mehrschrittverfahren lokale Fehler von einem Schritt zum
nÄachsten vererben und dabei sogar verstÄarken. Als Beispiel untersuchen wir das Zwei-
schrittverfahren

´ i +2 + 4 ´ i +1 ¡ 5´ i = h (4f (t i +1 ; ´ i +1 ) + 2 f (t i ; ´ i )) :

Wir wenden es auf das besonders einfache Anfangswertproblem

y(0) = 1 ; y0(t) = 0 f Äur alle t 2 R¸ 0 (7.5)

und erhalten die Gleichung

´ i +2 + 4 ´ i +1 ¡ 5´ i = 0 f Äur alle i 2 N0: (7.6)

Derartige Di®erenzengleichungenlassen sich mit Hilfe des Ansatześ i = zi lÄosen: Wir
erhalten

zi +2 + 4zi +1 ¡ 5zi = ( z2 + 4z ¡ 5)zi = 0

und ¯nden neben der trivialen LÄosungz0 = 0 wegen

z2 + 4z ¡ 5 = z2 + 4z + 4 ¡ 9 = ( z + 2) 2 ¡ 9

auch die LÄosungenz1 = 1 und z2 = ¡ 5. O®enbar erfÄullt auch jede Linearkombination

^́i = ®zi
1 + ¯z i

2

die Gleichung (7.6). Also kÄonnen wir ® und ¯ so wÄahlen, dass ^´ 0 und ^́1 mit den Start-
werten ´ 0 und ´ 1 Äubereinstimmen:

´ 0 = ®+ ¯; ´ 1 = ®+ ¯z 2;

´ 0 = ®+ ¯; ´ 1 = ®¡ 5¯;

® =
1
6

(5´ 0 + ´ 1); ¯ =
1
6

(´ 0 ¡ ´ 1):

Aus ´ 0 = ^́ 0 und ´ 1 = ^́ 1 folgt dann aus der De¯nition von ´ i direkt ´ i = ^́ i fÄur alle
i 2 N0, wir haben also eine explizite Darstellung fÄur die NÄaherungslÄosungen gewonnen.

Wir gehen davon aus, dasś 0 = 1 exakt berechnet wurde, dass aber bei der Bestim-
mung von ´ 1 = 1 + ² ein Approximationsfehler ² 2 R aufgetreten ist. Daraus ergibt
sich

® =
1
6

(5 + 1 + ²) = 1 +
²
6

; ¯ =
1
6

(1 ¡ (1 + ²)) = ¡
²
6

;
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und wir erhalten die Darstellung

´ i = ^́ i =
³

1 +
²
6

´
¡

²
6

(¡ 5)i fÄur alle i 2 N0:

Obwohl das Anfangswertproblem sehr einfach und die exakte LÄosung sehr glatt ist, wird
also die NÄaherungslÄosung sehr ausgeprÄagte Oszillationen aufweisen. Diese Oszillationen
haben nichts mit der tatsÄachlichen LÄosung der Di®erentialgleichung zu tun, sondern
entstehen durch die ungeschickte Wahl des NÄaherungsverfahrens.

Ausschlaggebend ist o®enbar das Verhalten der Nullstellen des Polynomsz2 + 4z ¡ 5,
das die LÄosungsdarstellung ^´ i motiviert: Die Nullstelle z2 = ¡ 5, deren Betrag grÄo¼er als
eins ist, kann zu starken Oszillationen fÄuhren, falls nicht gerade der zugehÄorige Koe±zient
¯ verschwindet.

FÄur ein allgemeines Mehrschrittverfahren mÄussen wir also die Nullstellen descharak-
teristischen Polynoms

%(z) := zr + ar ¡ 1zr ¡ 1 + : : : + a0

untersuchen: Falls es eine Nullstellez¤ mit jz¤j > 1 geben sollte, ist die Folge ^´ i := zi
¤

eine LÄosung von

^́i + r + ar ¡ 1 ^́i + r ¡ 1 + : : : + a0 ^́i = %(z¤)zi
¤ = 0 f Äur alle i 2 N0; (7.7)

und wegenjz¤j > 1 wÄachst diese LÄosung exponentiell, demzufolge kÄonnen kleine Fehler
in den Anfangsdaten zu inakzeptablen StÄorungen fÄuhren.

Falls es eine Nullstellez¤ mit jz¤j = 1 gibt, tritt kein exponentielles Wachstum auf,
falls allerdings z¤ eine mehrfache Nullstelle von%ist, kann sich immer noch eine stÄorende
Fehlerfortp°anzung ergeben: Falls%0(z¤) = 0 gilt, erhalten wir f Äur die Folge ^́i := ( i +1) zi

¤
die Gleichung

^́i + r + ar ¡ 1 ^́i + r ¡ 1 + : : : + a0 ^́i

= ( i + r + 1) zi + r
¤ + ar ¡ 1(i + r )zi + r ¡ 1

¤ + : : : + a0(i + 1) zi
¤

=
@

@z¤
(zi + r +1

¤ + ar ¡ 1zi + r
¤ + : : : + a0zi +1

¤ )

=
@

@z¤

¡
(zr

¤ + ar ¡ 1zr ¡ 1
¤ + : : : + a0)zi +1

¤

¢

=
@

@z¤
(%(z¤)zi +1

¤ ) = %0(z¤)zi +1
¤ + %(z¤)( i + 1) zi

¤ = 0 ;

also ist auch diese Folge eine LÄosung der homogenen Gleichung. Die Folge (^´ i ) i 2 N0 di-
vergiert o®enbar, wenn auch nicht exponentiell.

Wenn wir sicherstellen wollen, dass ein Mehrschrittverfahren wenigstens fÄur das triviale
Problem (7.5) sinnvoll funktioniert, m Äussen wir also verhindern, dass%Nullstellen hat,
die divergierende LÄosungen verursachen:

De¯nition 7.1 (Stabilit Äatsbedingung) Seien r 2 N, ar ¡ 1; : : : ; a0 2 R die Koe±zi-
enten einesr -Schritt-Verfahrens in der Form (7.4). Die Koe±zienten erf Äullen die Sta-
bilit Äatsbedingung, falls fÄur jede Nullstelle z¤ 2 C des charakteristischen Polynoms

%(z¤) = zr
¤ + ar ¡ 1zr ¡ 1

¤ + : : : + a0 fÄur z¤ 2 C (7.8)
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die Bedingung

jz¤j < 1 oder (jz¤j = 1 und %0(z¤) 6= 0)

erfÄullt ist, falls also alle Nullstellen im Einheitskreis um Null liegen und eventuelle Null-
stellen auf seinem Rand einfach sind.

Mit Hilfe dieser Bedingung kÄonnen wir nun die Konvergenz von Mehrschrittverfahren
analysieren. Dazu bedienen wir uns eines einfachen Tricks:Indem wir die NÄaherungen von
r Zeitschritten in einem Vektor (oder Blockvektor, falls V nicht eindimensional ist) zu-
sammenfassen, kÄonnen wir die AnalyseÄahnlich wie fÄur Einschrittverfahren durchf Äuhren.

Wir setzen also

^́i :=

0

B
@

´ i
...

´ i + r ¡ 1

1

C
A fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ r + 1g:

GemÄa¼ (7.4) gilt dann

^́i +1 =

0

B
B
B
@

(^́i )2 = ´ i +1
...

(^́i )r = ´ i + r ¡ 1

¡ a0(^́i )1 ¡ : : : ¡ ar ¡ 1(^́i )r + h©(t i ; ^́i ; h)

1

C
C
C
A

fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ r g:

Indem wir die Hilfsmatrix A 2 Rr £ r und den Hilfsvektor ± 2 Rr mit

A =

0

B
B
B
@

0 1
. . . . . .

0 1
¡ a0 ¡ a1 : : : ¡ ar ¡ 1

1

C
C
C
A

; ± =

0

B
B
B
@

0
...
0
1

1

C
C
C
A

und ihre Tensorprodukte mit der Identit Äat auf V (dem Banachraum, in dem das Bild
von y und f liegen)

A ­ I :=

0

B
@

A11I : : : A 1r I
...

. . .
...

A r 1I : : : A rr I

1

C
A ; ±­ I :=

0

B
B
B
@

0
...
0
I

1

C
C
C
A

einfÄuhren, nimmt diese Gleichung die Form

^́i +1 = ( A ­ I )^́i + h(±­ I )©(t i ; ^́i ; h) fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ r g (7.9)

an. Im skalarwertigen Fall vereinfacht sich diese Formel zu

^́i +1 = A ^́i + h±©(t i ; ^́i ; h) fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ r g:
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Abgesehen von der MatrixA entspricht diese Formel gerade der Gleichung (3.3), die wir
bei der De¯nition des Einschrittverfahrens kennengelernt haben.

Das Vorhandensein der Matrix A macht die Stabilit Äatsbedingung erforderlich, und
sie steht in unmittelbarem Zusammenhang mit dem charakteristischen Polynom %des
Mehrschrittverfahrens:

Lemma 7.2 Seien r 2 N, ar ¡ 1; : : : ; a0 2 R gegeben, und sei%durch (7.8) de¯niert.
Dann gilt

%(z) = det( zI ¡ A) fÄur alle z 2 C;

%ist also das charakteristische Polynom vonA.

Beweis.Wir untersuchen zunÄachst ein verwandtes Problem: Sei (bi ) i 2 N0 eine Folge inC.
Wir de¯nieren Matrizen

Bz;i :=

0

B
B
B
@

z ¡ 1
. . . . . .

z ¡ 1
b0 b1 : : : bi ¡ 1

1

C
C
C
A

fÄur alle z 2 C; i 2 N:

Wir ¯xieren z 2 C und i 2 N> 1 und stellen per Entwicklung nach der letzten Spalte fest,
dass

det Bz;i = bi ¡ 1 det

0

B
@

z ¡ 1
. . . . . .

z

1

C
A + det

0

B
B
B
@

z ¡ 1
. . . . . .

z ¡ 1
b0 b1 : : : bi ¡ 2

1

C
C
C
A

= bi ¡ 1zi ¡ 1 + det Bz;i ¡ 1

gilt. Durch eine einfache Induktion erhalten wir

det Bz;i = bi ¡ 1zi ¡ 1 + : : : + b1z + b0 fÄur alle z 2 C; i 2 N:

Nun kÄonnen wir uns wieder dem ursprÄunglichen Problem zuwenden. Wir haben

det(zI ¡ A) = det

0

B
B
B
@

z ¡ 1
. . . . . .

z ¡ 1
a0 a1 : : : z + ar ¡ 1

1

C
C
C
A

und kÄonnen die Hilfsaussage aufb0 = a0; : : : ; br ¡ 2 = ar ¡ 2; br ¡ 1 = z + ar ¡ 1 anwenden,
um det(zI ¡ A) = %(z) zu erhalten.

Die Nullstellen von %sind also die Eigenwerte vonA, also tri®t die Stabilit Äatsbe-
dingung eine AussageÄuber das Spektrum vonA. FÄur den Beweis der gesuchten Stabi-
lit Äatsaussage genÄugt uns so eine Aussage nicht, wir benÄotigen eine AbschÄatzung einer
geeigneten Norm vonA.
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Naheliegend wÄare die durch

kxk1 := max fk x i k : i 2 f 1; : : : ; r gg fÄur alle x 2 V r

de¯nierte Maximumnorm, die es uns allerdings im Allgemeinen nicht erlaubt, die Sta-
bilit Äatsbedingung optimal auszunutzen. Deshalb fÄuhren wir eine fÄur diese Bedingung
ma¼geschneiderte Norm ein:

Lemma 7.3 (Norm zum Spektralradius) Seien r 2 N, ar ¡ 1; : : : ; a0 2 R die Ko-
e±zienten eines r -Schritt-Verfahrens in der Form (7.4), die die Stabilit Äatsbedingung
erfÄullen. Dann existiert eine regulÄare Matrix R 2 Cr £ r so, dass die von

k ¢ kR : Cr ! R¸ 0; x 7! k Rxk1

induzierte Matrixnorm

kX kR := sup
½

kXx kR

kxkR
: x 2 Rr n f 0g

¾
fÄur alle X 2 Rr £ r

die UngleichungkAkR · 1 erfÄullt.

Beweis. Die von der Maximumnorm

kxk1 := max fj x i j : i 2 f 1; : : : ; r g fÄur alle x 2 Rr

induzierte Matrixnorm

kX k1 := sup
½

kXx k1

kxk1
: x 2 Rr n f 0g

¾
fÄur alle X 2 Rr £ r

erfÄullt die Gleichung

kX k1 = max

8
<

:

rX

j =1

jX ij j : i 2 f 1; : : : ; r g

9
=

;
fÄur alle X 2 Rr £ r ;

wenn wir also die Summen der BetrÄage der Zeilen einer Matrix beschrÄanken kÄonnen, ist
auch diese Norm beschrÄankt.

Seien¸ 1; : : : ; ¸ s 2 C die Eigenwerte vonA, und seien¹ 1; : : : ; ¹ s 2 N die entsprechen-
den algebraischen Vielfachheiten. Es gibt eine regulÄare Matrix T 2 Cr £ r , die A in die
Jordan-Normalform ÄuberfÄuhrt, mit der also

T ¡ 1AT =

0

B
@

J1
. . .

Js

1

C
A ; J i =

0

B
B
B
@

¸ i 1
¸ i 1

. . . . . .
¸ i

1

C
C
C
A

2 C¹ i £ ¹ i
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gilt. Die Zeilensummen der Jordan-BlÄocke J i lassen sich direkt ablesen, und durch eine
geeignete Skalierung kÄonnen wir dafÄur sorgen, dass sie die gewÄunschte GrÄo¼e annehmen:
Wir setzen

² := max f 1 ¡ j ¸ i j : i 2 f 1; : : : ; r g; j¸ i j 6= 1g > 0

und fÄuhren die Diagonalmatrix

D :=

0

B
B
B
@

1
²

. . .
²r ¡ 1

1

C
C
C
A

2 Rr £ r

ein. Eine ÄAhnlichkeitstransformation mit dieser Matrix ergibt

D ¡ 1T ¡ 1ATD =

0

B
@

eJ1
. . .

eJs

1

C
A ; eJ i =

0

B
B
B
@

¸ i ²
¸ i ²

. . . . . .
¸ i

1

C
C
C
A

:

FÄur ein ¸ i mit j¸ i j < 1 gilt nach De¯nition j¸ i j + ² · 1, und damit sind die Zeilensummen
in eJ i durch eins beschrÄankt.

FÄur ein ¸ i mit j¸ i j = 1 gilt nach Voraussetzung ¹ i = 1, der Jordan-Block eJ i ist also
trivial und besitzt damit insbesondere auch eine Zeilensumme von eins.

Da Eigenwerte ¸ i mit j¸ i j > 1 nach Voraussetzung ausgeschlossen sind, erhalten wir
insgesamt

kD ¡ 1T ¡ 1ATD k1 · 1:

Nun mÄussen wir lediglich noch die gesuchte Matrix de¯nieren: Mit

R := D ¡ 1T ¡ 1; R¡ 1 = TD

erhalten wir
kRAR ¡ 1k1 · 1 (7.10)

und damit auch

kAkR = sup
½

kAx kR

kxkR
: x 2 Cr

¾
= sup

½
kRAx k1

kRxk1
: x 2 Cr

¾

= sup
½

kRAR ¡ 1yk1

kyk1
: y 2 Cr

¾
= kRAR ¡ 1k1 · 1:

Es ist zu beachten, dass die Konstruktion auf einespezielle Matrix A zugeschnitten
ist und die Norm k ¢ k% deshalb nicht unbedingt fÄur die Matrizen zu anderen stabilen
Mehrschrittverfahren dieselbe AbschÄatzung erfÄullt.

Um auch den vektorwertigen Fall behandeln zu kÄonnen, mÄussen wir dieses Resultat
auch auf Blockmatrizen Äubertragen:
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Lemma 7.4 Seien r 2 N, ar ¡ 1; : : : ; a0 2 R die Koe±zienten eine r -Schritt-Verfahrens
in der Form (7.4), die die Stabilit Äatsbedingung erfÄullen. Dann existiert eine Norm k¢k%:
V r ! R¸ 0 so, dass

k(A ­ I )xk%· k xk% fÄur alle x 2 V r

gilt. Das impliziert insbesondere, dass Fehler in den Startwerten durch den Berechnungs-
schritt (7.9) nicht verst Äarkt werden.

Beweis. Sei R 2 Cr £ r die Matrix aus Lemma 7.3. Wir de¯nieren die Norm k ¢ k% durch

kxk%:= max fk Ri 1x1 + : : : + Rir xr k : i 2 f 1; : : : ; r gg fÄur alle x 2 V r :

Sei x 2 V r , und sei

y := ( A ­ I )x =

0

B
@

A11x1 + : : : + A1r xr
...

A r 1x1 + : : : + A rr xr

1

C
A :

Durch einfaches Einsetzen erhalten wir
0

B
@

R11y1 + : : : + R1r yr
...

Rr 1y1 + : : : + Rrr yr

1

C
A =

0

B
@

(RA)11x1 + : : : + ( RA)1r yr
...

(RA)r 1x1 + : : : + ( RA)rr yr

1

C
A :

Wir f Äuhren den weiteren Hilfsvektor

z :=

0

B
@

R11x1 + : : : + R1r xr
...

Rr 1x1 + : : : + Rrr xr

1

C
A

ein und stellen fest, dass
0

B
@

(R¡ 1)11z1 + : : : + ( R¡ 1)1r zr
...

(R¡ 1)r 1z1 + : : : + ( R¡ 1)rr zr

1

C
A =

0

B
@

(R¡ 1R)11x1 + : : : + ( R¡ 1R)1r xr
...

(R¡ 1R)r 1x1 + : : : + ( R¡ 1R)rr xr

1

C
A = x

gilt. Damit haben wir schlie¼lich

kyk%= max fk Ri 1y1 + : : : + Rir yr k : i 2 f 1; : : : ; r gg

= max fk (RA) i 1x1 + : : : + ( RA) ir xr k : i 2 f 1; : : : ; r gg

= max fk (RAR ¡ 1) i 1z1 + : : : + ( RAR ¡ 1)zr k : i 2 f 1; : : : ; r gg

erhalten und kÄonnen fÄur jedes i 2 f 1; : : : ; r g die AbschÄatzung

k(RAR ¡ 1) i 1z1 + : : : + ( RAR ¡ 1) ir zr k · j (RAR ¡ 1) i 1j kz1k + : : : + j(RAR ¡ 1) ir j kzr k
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· k RAR ¡ 1k1 maxfk zj k : j 2 f 1; : : : ; r gg

ausnutzen, um schlie¼lich

kyk%· k RAR ¡ 1k1 maxfk zj k : j 2 f 1; : : : ; r gg

= kRAR ¡ 1k1 maxfk Rj 1x1 + : : : + Rjr xr k : j 2 f 1; : : : ; r gg

= kRAR ¡ 1k1 kxk%

zu beweisen. Aus (7.10) folgt jetzt das gewÄunschte Ergebnis.

Die etwas ungewohnte Normk ¢ k% kÄonnen wir mit Hilfe einfacher Argumente in Be-
ziehung zu der Maximumnorm setzen:

Lemma 7.5 (Norm Äaquivalenz) Mit der Konstanten

C%:= max fj Ri 1j + : : : + jRir j; j(R¡ 1) i 1j + : : : + j(R¡ 1) ir j : i 2 f 1; : : : ; r gg ¸ 1

gelten

kxk%· C%kxk1 ; kxk1 · C%kxk% fÄur alle x 2 V r :

Beweis. Sei x 2 V r . Die erste AbschÄatzung erhalten wir aus

kxk%= max fk Ri 1x1 + : : : + Rir xr k : i 2 f 1; : : : ; r gg

· maxfj Ri 1j kx1k + : : : + jRir j kxr k : i 2 f 1; : : : ; r gg

· maxfj Ri 1j + : : : + jRir j : i 2 f 1; : : : ; r ggmaxfk x j k : j 2 f 1; : : : ; r gg

· C%kxk1 :

FÄur die zweite AbschÄatzung fÄuhren wir

z :=

0

B
@

R11x1 + : : : + R1r xr
...

Rr 1x1 + : : : + Rrr xr

1

C
A

ein und stellen fest, dasskxk%= kzk1 und
0

B
@

(R¡ 1)11z1 + : : : + ( R¡ 1)1r zr
...

(R¡ 1)r 1z1 + : : : + ( R¡ 1)rr zr

1

C
A =

0

B
@

(R¡ 1R)11x1 + : : : + ( R¡ 1R)1r xr
...

(R¡ 1R)r 1x1 + : : : + ( R¡ 1R)rr xr

1

C
A = x

gelten, so dass wir schlie¼lich

kxk1 = max fk (R¡ 1) i 1z1 + : : : + ( R¡ 1) ir zr k : i 2 f 1; : : : ; r gg

· maxfj (R¡ 1) i 1j kz1k + : : : + j(R¡ 1) ir j kzr k : i 2 f 1; : : : ; r gg

· maxfj (R¡ 1) i 1j + : : : + j(R¡ 1) ir j : i 2 f 1; : : : ; r ggmaxfk zj k : j 2 f 1; : : : ; r gg
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· C%kzk1 = C%kxk%

erhalten. Indem wir beide AbschÄatzungen kombinieren erhalten wir

kxk1 · C%kxk%· C2
%kxk1 ;

also mussC2
% ¸ 1 und damit auch C%¸ 1 gelten.

In der richtigen Norm gemessen bleibt also der Ein°uss der Matrix A unter Kontrol-
le, so dass wir uns nun der Analyse der Inkrementfunktion zuwenden kÄonnen. Wie im
Einschrittverfahren genÄugt es, die Lipschitz-Stetigkeit von © vorauszusetzen:

De¯nition 7.6 (Stabiles Mehrschrittverfahren) Seienr 2 N, a0; : : : ; ar ¡ 1 2 R und
© die de¯nierenden GrÄo¼en eines Mehrschrittverfahrens in der Form (7.4). Wir bezeich-
nen das Verfahren alsstabil, falls die Koe±zienten a0; : : : ; ar ¡ 1 die StabilitÄatsbedingung
erfÄullen und ein L 2 R¸ 0 existiert, dass

k©(t; x; h ) ¡ ©(t; z; h)k · Lkx ¡ zk1 fÄur alle x; z 2 V r

erfÄullt, falls also die Inkrementfunktion © des Verfahrens Lipschitz-stetig ist.

FÄur ein stabiles Mehrschrittverfahren gilt eine Variante der aus Lemma 3.1 bekannten
AbschÄatzung fÄur die FehlerverstÄarkung des NÄaherungsverfahrens:

Lemma 7.7 (St Äorungen im Mehrschrittverfahren) Sei ein stabiles Mehrschritt-
verfahren in der Form (7.4) und Startwerte x; z 2 V r gegeben. Seien̂́ x

i ; ^́z
i 2 V r die

durch (7.9) fÄur diese Startwerte de¯nierten NÄaherungslÄosungen des Mehrschrittverfah-
rens. Dann gilt

k^́x
i ¡ ^́z

i k1 · C2
%eC2

%L (t i ¡ a)kx ¡ zk1 fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ r + 1g;

Beweis. Wir zeigen zunÄachst

k^́x
i ¡ ^́z

i k%· eC2
%L (t i ¡ a)kx ¡ zk% fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ r + 1g:

FÄur i = 0 ist die Aussage trivial.
Sei nun i 2 f 0; : : : ; n ¡ r g so gewÄahlt, dass die Aussage gilt. Mit Hilfe der Dreiecksun-

gleichung und des Lemmas 7.4 folgt aus (7.9) die AbschÄatzung

k^́x
i +1 ¡ ^́z

i +1 k%· k ^́x
i ¡ ^́z

i k%+ h maxfk Rir (©(t i ; ^́x
i ; h) ¡ ©(t i ; ^́z

i ; h))k : i 2 f 1; : : : ; r gg

· k ^́x
i ¡ ^́z

i k%+ h maxfj Rir j : i 2 f 1; : : : ; r ggk©(t i ; ^́x
i ; h) ¡ ©(t i ; ^́z

i ; h)k

· k ^́x
i ¡ ^́z

i k%+ hC%Lk^́x
i ¡ ^́z

i k1 · (1 + hC2
%L)k^́x

i ¡ ^́z
i k%

· ehC 2
%L k^́x

i ¡ ^́z
i k%:

Per Induktionsvoraussetzung folgt daraus

k^́x
i +1 ¡ ^́z

i +1 k%· eh(i +1) C2
%L kx ¡ zk%= eC2

%L (t i +1 ¡ a)kx ¡ zk%;
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und die Induktion ist vollst Äandig.
Mit Hilfe von Lemma 7.5 erhalten wir daraus

k^́x
i ¡ ^́z

i k1 · C2
%eC2

%L (t i ¡ a)kx ¡ zk1 fÄur alle i 2 f 0; : : : ; n ¡ r + 1g;

und das ist die gewÄunschte AbschÄatzung.

Beispiel 7.8 (Adams-Bashforth) Im Falle des Adams-Bashforth-Verfahrens hat die
Matrix A eine besonders einfache Struktur: Wegeńm+ r = ´ m+ r ¡ 1 + h©(: : :) gilt ar ¡ 1 =
¡ 1, ar ¡ 2 = 0 ; : : : ; a0 = 0 , also insbesondere

A =

0

B
B
B
@

0 1
. . . . . .

0 1
1

1

C
C
C
A

:

Daraus kÄonnen wir direkt ablesen, dassA eine einfache Nullstelle bei1 und eine (r ¡ 1)-
fache Nullstelle bei0 besitzt und damit die StabilitÄatsbedingung erfÄullt.

In diesem besonderen Fall giltkAk1 = 1 , so dass wir auf die Transformation mit
einer Matrix R verzichten kÄonnen und deshalbC% = 1 erhalten. Damit entspricht die
AbschÄatzung aus Lemma 7.7 der von Lemma 3.1 fÄur Einschrittverfahren.

7.4 Konvergenz von Mehrschrittverfahren

Mit Hilfe des Stabilit Äatsresultats aus Lemma 7.7 kÄonnen wir uns nun der Analyse der
Konvergenz expliziter Mehrschrittverfahren widmen.

Diese Analyse kÄonnen wir Äahnlich wie im Falle des Einschrittverfahrens durchfÄuhren,
indem wir untersuchen, wie sich die in den einzelnen Schritten hinzukommenden lokalen
Fehler auf die GesamtlÄosung auswirken.

Wie schon bei der StabilitÄatsanalyse fassen wir wiederr NÄaherungslÄosungen zu Zeit-
punkten t i ; : : : ; t i + r ¡ 1 zu einem Vektor zusammen. O®enbar ist das nur fÄur die Indizes
i 2 f 0; : : : ; n ¡ r + 1g sinnvoll, also fÄur t i · b̂ := tn¡ r +1 = b¡ h(r ¡ 1).

Zu einem gegebenen Vektor ^´ j 2 V r von Startwerten zu einem Startzeitpunkt t j

de¯nieren wir die NÄaherungslÄosung

^́(¢; t j ; ^́j ) : [t j ; b̂]h ! V r

in Anlehnung an (7.9) durch die induktive Gleichung

^́(t i ; t j ; ^́j ) :=

(
(A ­ I )^́(t i ¡ 1; t j ; ^́j ) + h(±­ I )©(t i ¡ 1; ^́(t i ¡ 1; t j ; ^́j ); h) falls t i > t j ;

^́j ansonsten

fÄur alle t i 2 [t j ; b̂]h . Diese De¯nition impliziert bereits die Fortsetzungseigenschaft

^́(t i ; t j ; ^́j ) = ^́ (t i ; tk ; ^́(tk ; t j ; ^́j )) f Äur alle t i ; tk 2 [t j ; b̂] mit t i > t k ; (7.11)
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die im Beweis der Konvergenz des Verfahrens eine zentrale Rolle spielen wird.
Wie im Falle des Einschrittverfahrens ist es unser Ziel, dieNÄaherungslÄosungen mit

den exakten LÄosungen zu vergleichen, die wir zu Vektoren

ŷ(t i ; t j ; yj ) :=

0

B
@

y(t i ; t j ; yj )
...

y(t i + r ¡ 1; t j ; yj )

1

C
A fÄur alle t i 2 [t j ; b̂]h

zusammenfassen. Wie im Falle der Einschrittverfahren interessiert uns dieKonsistenz
von Mehrschrittverfahren, also AbschÄatzungen darÄuber, wie gut ein einzelner Schritt des
Verfahrens, angewandt aufexakte Startwerte, die exakte LÄosung approximiert.

De¯nition 7.9 (Diskretisierungsfehler) FÄur ein in der Form (7.4) gegebenes Mehr-
schrittverfahren de¯nieren wir den lokalen Diskretisierungsfehlerdurch

¿̂(t; x̂; h) :=
ŷ(t + h; t; x̂) ¡ ^́(t + h; t; x̂)

h
fÄur alle h 2 R> 0; t 2 [a; b¡ rh ]; x 2 V r :

FÄur Einschrittverfahren stimmt diese De¯nition mit De¯nition 3.3 Äuberein. Wie schon
im Fall der Einschrittverfahren bezeichnen wir ein Mehrschrittverfahren als konsistent
mit einem Anfangswertproblem, falls der Diskretisierungsfehler entlang dessen LÄosungs-
graphen konvergiert.

De¯nition 7.10 (Konsistenz) Sei ein Mehrschrittverfahren in der Form (7.4) gege-
ben. Es hei¼tkonsistent mit dem Anfangswertproblem (2.1), falls

lim
h! 0

supfk ¿̂(t; ŷ(t); h)k1 : t 2 [a; b¡ rh ]g = 0 (7.12)

gilt. Das Verfahren hei¼tvon der Ordnung p konsistent mit dem Problem fÄur ein p 2 N,
falls es KonstantenCy ; hy 2 R> 0 so gibt, dass

supfk ¿̂(t; ŷ(t); h)k1 : t 2 [a; b¡ rh ]g · Cyhp fÄur alle h 2 (0; hy) (7.13)

gilt. O®enbar impliziert diese Bedingung bereits, dass das Verfahren auch konsistent ist.

FÄur ein konsistentes und stabiles Mehrschrittverfahren kÄonnen wir den Konvergenz-
beweis von Satz 3.2 anpassen, um eine FehlerabschÄatzung zu erhalten:

Satz 7.11 (Konvergenz) Sei ein stabiles Mehrschrittverfahren gegeben. Seiy : [a; b] !
V eine LÄosung des Anfangswertproblems (2.1). Seih 2 R> 0 und

K := supfk ¿̂(t; ŷ(t); h)k1 : t 2 [a; b¡ rh ]g:

Dann gilt

kŷ(t) ¡ ^́(t)k1 ·

(
K
L (eC2

%L (t ¡ a) ¡ 1) falls L > 0;

KC 2
%(t ¡ a) ansonsten

fÄur alle t 2 [a; b̂]h :
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Beweis. Sei t 2 [a; b̂]h gegeben. Der Fallt = a ist trivial, wir untersuchen deshalb nur
die FÄalle t = t i mit i 2 f 1; : : : ; n ¡ r g.

Die zentrale AbschÄatzung des Beweises lautet

kŷ(t; t j ; yj ) ¡ ^́(t; t j ; ŷj )k1 · KhC 2
%

iX

`= j +1

eC2
%Lh (i ¡ ` ) fÄur alle j 2 f 0; : : : ; i ¡ 1g (7.14)

und wird durch (endliche, absteigende) Induktion Äuber j bewiesen.
FÄur den Induktionsanfang j = i ¡ 1 haben wir

kŷ(t; t j ; yj ) ¡ ^́(t; t j ; ŷj )k1 = kŷ(t i ; t i ¡ 1; yj ¡ 1) ¡ ^́(t i ; t i ¡ 1; ŷi ¡ 1)k1 · Kh

nach De¯nition von K , und wegenC% ¸ 1 impliziert diese AbschÄatzung bereits (7.14)
fÄur j = i ¡ 1.

Sei nunj 2 f 1; : : : ; i ¡ 1g so gegeben, dass (7.14) gilt. Dank der Fortsetzungseigenschaft
(7.11) und ŷj = ŷ(t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1) gilt

kŷ(t; t j ¡ 1; yj ¡ 1) ¡ ^́(t; t j ¡ 1; ŷj ¡ 1)k1 = kŷ(t; t j ; yj ) ¡ ^́(t; t j ; ^́(t j ; t j ¡ 1; ŷj ¡ 1))k1

· k ŷ(t; t j ; yj ) ¡ ^́(t; t j ; yj )k1

+ k^́(t; t j ; ŷ(t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1)) ¡ ^́(t; t j ; ^́(t j ; t j ¡ 1; ŷj ¡ 1))k1

· k ŷ(t; t j ; yj ) ¡ ^́(t; t j ; yj )k1

+ C2
%eC2

%L (t ¡ t j )kŷ(t j ; t j ¡ 1; yj ¡ 1) ¡ ^́(t j ; t j ¡ 1; ŷj ¡ 1)k1

· k ŷ(t; t j ; yj ) ¡ ^́(t; t j ; yj )k1 + C2
%eC2

%Lh (i ¡ j )Kh:

Den ersten Term kÄonnen wir mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung abschÄatzen, so dass
schlie¼lich

kŷ(t; t j ¡ 1; yj ¡ 1) ¡ ^́(t; t j ¡ 1; ŷj ¡ 1)k1 · KhC 2
%

iX

`= j +1

eC2
%Lh (i ¡ ` ) + KhC 2

%eC2
%Lh (i ¡ j )

= KhC 2
%

iX

`= j

eC2
%Lh (i ¡ j )

bewiesen ist. Das ist die zu zeigende AbschÄatzung (7.14) fÄur j ¡ 1, also ist die Induktion
vollstÄandig.

Wir wenden (7.14) auf j = 0 an und erhalten

kŷ(t) ¡ ^́(t)k1 = kŷ(t; t0; y0) ¡ ^́(t; t0; y0)k1 · KhC 2
%

iX

`=1

eC2
%Lh (i ¡ ` ) : (7.15)

FÄur L = 0 ist die Summe gleich i , also (t ¡ a)=h, so dass wir die gewÄunschte Schranke
erhalten. FÄur L > 0 gilt eC2

%Lh > 1 und wir erhalten

iX

`=1

eC2
%Lh (i ¡ ` ) = eC2

%Lhi
iX

`=1

e¡ C2
%Lh` = eC2

%L (t ¡ a)
iX

`=1

(e¡ C2
%Lh )`
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= eC2
%L (t ¡ a) e¡ C2

%Lh ¡ e¡ C2
%Lh (i +1)

1 ¡ e¡ C2
%Lh

= eC2
%L (t ¡ a) 1 ¡ e¡ C2

%Lhi

eC2
%Lh ¡ 1

· eC2
%L (t ¡ a) 1 ¡ e¡ C2

%Lhi

1 + C2
%Lh ¡ 1

=
eC2

%L (t ¡ a) ¡ 1
C2

%Lh
;

so dass (7.15) die Form

kŷ(t) ¡ ^́(t)k1 ·
K
L

eC2
%L (t ¡ a)

annimmt und der Beweis vollstÄandig ist.

Auch dieser Satz ist eine Verallgemeinerung des entsprechenden Resultats (nÄamlich
Satz 3.2) fÄur das Einschrittverfahren: FÄur r = 1 ist C% = 1, ŷ = y und ^́ = ´ , so dass
beide FehlerabschÄatzungen Äubereinstimmen.

Die Stabilit Äatsbedingung entspricht bei bei einem Einschrittverfahren der Forderung
nach Lipschitz-Stetigkeit im zweiten Argument.

Korollar 7.12 (Konvergenzordnung) Sei ein stabiles Mehrschrittverfahren gegeben,
das konsistent vonp-ter Ordnung mit dem Anfangswertproblem (2.1) ist.

Dann existiert ein CK 2 R¸ 0 mit

kŷ(t) ¡ ^́(t)k1 · CK hp fÄur alle h 2 (0; hy); t 2 [a; b̂]h :

Beweis. Wir setzen

CK :=

(
Cy
L eC2

%L (b¡ a)¡ 1 falls L > 0;

CyC2
%(b¡ a) ansonsten;

und erhalten durch Kombination von Satz 7.11 mit De¯nition 7. 10 die gewÄunschte
AbschÄatzung mit K · Cyhp.

Bemerkung 7.13 (Gen Äaherte Startwerte) In der Praxis kÄonnen wir das NÄahe-
rungsverfahren zur Berechnung von̂́ hÄau¯g nicht mit exakten Startwerten ŷ0 versorgen,
mÄussen also auf Approximationen zurÄuckgreifen, die beispielsweise mit Hilfe eines
Einschrittverfahrens berechnet werden.

Sei ein stabiles Mehrschrittverfahren gegeben, das konsistent von p-ter Ordnung mit
dem Anfangswertproblem (2.1) ist. Sei die NÄaherungslÄosung ^́ mit genÄaherten Startwer-
ten ^́0 2 V r berechnet worden. Wir kombinieren Korollar 7.12 mit Lemma 7.7, um

kŷ(t) ¡ ^́(t)k1 · k ŷ(t) ¡ ^́(t; t0; ŷ0)k1 + k^́(t; t0; ŷ0) ¡ ^́(t; t0; ^́0)k1

· CK hp + C2
%eC2

%L (b¡ a)kŷ0 ¡ ^́0k1

zu erhalten. Solange also die Startwerte ebenfalls mit einer Genauigkeit von hp berechnet
werden, wird auch der Gesamtfehler weiterhin mit dieser Ordnung konvergieren.
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Wenden wir uns nun der Analyse des lokalen Diskretisierungsfehlers¿(t; x̂; h) zu. Wir
sind lediglich an ¿(t; ŷ(t); h) interessiert, und in diesem Fall gelten

ŷ(t + h; t; ŷ(t)) =

0

B
B
B
@

y(t + h)
...

y(t + ( r ¡ 1)h)
y(t + rh )

1

C
C
C
A

;

^́(t + h; t; ŷ(t)) =

0

B
B
B
@

y(t + h)
...

y(t + ( r ¡ 1)h)
¡ ar ¡ 1y(t + ( r ¡ 1)h) ¡ : : : ¡ a0y(t) + h©(t; ŷ(t); h)

1

C
C
C
A

;

also unterscheiden sich lediglich die letzten Komponentender beiden Vektoren, und es
folgt die Gleichung

k¿̂(t; ŷ(t); h)k1 =
1
h

ky(t + rh ) + ar ¡ 1y(t + ( r ¡ 1)h) + : : : + a0y(t) ¡ h©(t; ŷ(t); h)k:

Mit ihrer Hilfe k Äonnen wir nun die Konsistenz gÄangiger Mehrschrittverfahren analysieren.

Beispiel 7.14 (Adams-Bashforth) Im Adams-Bashforth-Verfahren ist ar ¡ 1 = ¡ 1
und ar ¡ 2 = : : : = a0 = 0 , wÄahrend die Inkrementfunktion © durch eine Quadraturformel
de¯niert ist: Infolge des Fundamentalsatzes der Di®erential- und Integralrechnung gilt

y(t i + r ) = y(t i + r ¡ 1) +
Z t i + r

t i + r ¡ 1

y0(s) ds = y(t i + r ¡ 1) +
Z t i + r

t i + r ¡ 1

f (s; y(s)) ds:

Wir ersetzen den Integranden
g(s) := f (s; y(s))

durch seinen Interpolanten

~g(s) :=
r ¡ 1X

j =0

L i + j (s)g(t i + j )

in den r Punkten t i ; : : : ; t i + r ¡ 1 mit den zugehÄorigen Lagrange-PolynomenL i ; : : : ; L i + r ¡ 1

und erhalten so

y(t i + r ) ¼ ´ (t i + r ; t i ; ŷ(t i )) = y(t i + r ¡ 1) +
r ¡ 1X

j =0

g(t i + j )
Z t i + r

t i + r ¡ 1

L i + j (s) ds:

Der Approximationsfehler ist durch

ky(t i + r ) ¡ ´ (t i + r ; t i ; ŷ(t i ))k ·
Z t i + r

t i + r ¡ 1

kg(s) ¡ ~g(s)k ds

· h supfk g(s) ¡ ~g(s)k : s 2 [t i + r ¡ 1; t i + r ]g
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beschrÄankt, und wir haben bereits in (7.2) nachgewiesen, dass

kg(s) ¡ ~g(s)k · hr supfk g(r ) (s+ )k : s+ 2 [t i ; t i + r ]g fÄur alle s 2 [t i + r ¡ 1; t i + r ]

gilt, so dass wir schlie¼lich

ky(t i + r ) ¡ ´ (t i + r ; t i ; ŷ(t i ))k · hr +1 supfk g(r ) (s+ )k : s+ 2 [t i ; t i + r ]g

erhalten. Mit

Cy := max fk g(r ) (s+ )k : s+ 2 [a; b]g = max fk y(r +1) (s+ )k : s+ 2 [a; b]g

folgt daraus sofort

k¿̂(t; ŷ(t); h)k · Cyhr fÄur alle h 2 R> 0; t 2 [a; b¡ rh ];

also besitzt dasr -schrittige Adams-Bashforth-Verfahren eine Konsistenzordnung von r ,
falls die (r + 1) -te Ableidung der LÄosungy stetig und beschrÄankt ist.

Beispiel 7.15 (Leapfrog-Verfahren) Ein weiteres populÄares Mehrschrittverfahren ist
das Leapfrog-Verfahren, ein einfaches Zweischritt-Verfahren.

Motiviert wird es wieder durch den Fundamentalsatz der Di®erential- und Integralrech-
nung, allerdings mit im Vergleich zum Adams-Bashforth-Verfahren etwas anders gewÄahl-
ten Integrationsintervallen:

y(t i +2 ) = y(t i ) +
Z t i +2

t i

y0(s) ds = y(t i ) +
Z t i +2

t i

f (s; y(s)) ds:

Wir approximieren das Integral mit der Mittelpunktregel, also durch
Z t i +2

t i

f (s; y(s)) ds ¼ 2hf (t i +1 ; y(t i +1 ))

und erhalten so das NÄaherungsverfahren

y(t i +2 ) ¼ y(t i ) + 2 hf (t i +1 ; y(t i +1 )) :

Wir setzen wieder g(s) := f (s; y(s)) = y0(s) und schÄatzen den Approximationsfehler des
Integrals mit Hilfe der Taylor-Entwicklung um t i +1 durch
°
°
°
°

Z t i +2

t i

g(s) ¡ g(t i +1 ) ds

°
°
°
° =

°
°
°
°

Z t i +2

t i

g(s) ¡ g(t i +1 ) ¡ (s ¡ t i +1 )g0(t i +1 ) ds

°
°
°
°

·
Z t i +2

t i

kg(s) ¡ g(t i +1 ) ¡ (s ¡ t i +1 )g0(t i +1 )k ds

· 2h supfk g(s) ¡ g(t i +1 ) ¡ (s ¡ t i +1 )g0(t i +1 )k : s 2 [t i ; t i +2 ]g

· 2h
h2

2
supfk g00(s+ )k : s+ 2 [t i ; t i +2 ]g
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= h3 supfk g00(s+ )k : s+ 2 [t i ; t i +2 ]g

ab, kÄonnen also feststellen, dass auch das Leapfrog-Verfahren eine Konsistenzordnung
von 2 aufweist.

Da das charakteristische Polynom des Verfahrens durch%(z) = z2 ¡ 1 gegeben ist,
also nur die einfachen Nullstellen1 und ¡ 1 besitzt, ist das Leapfrog-Verfahren nicht nur
konsistent, sondern auch stabil.
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8 Randwertaufgaben

Bisher haben wir uns auf typische Anfangswertprobleme konzentriert: Der Ausgangs-
zustand eines Systems ist vollstÄandig beschrieben, und wir wollen das Verhalten des
Systems in der Zukunft vorhersagen. In diesem Kapitel beschÄaftigen wir uns mit einer
anderen Klasse von Problemen, bei der nicht nur der Ausgangs-, sondern auch der Endzu-
stand vorgegeben sind, bei denen also Bedingungen anbeidenRÄandern des Zeitintervalls
[a; b] vorkommen.

8.1 Beispiele

Ein einfaches Beispiel stammt aus der Ballistik: Wenn wir mit einer Kanonenkugel einen
bestimmten Punkt tre®en wollen, stehen sowohl der Ausgangspunkt der Kugel fest als
auch der Endpunkt. Damit wird aus dem Anfangswertproblem (2.1) das Randwertpro-
blem

y(a) = ya; y(b) = yb; y0(t) = f (t; y(t)) f Äur alle t 2 [a; b]; (8.1)

wobei ya 2 V und yb 2 V den Anfangs- und Endpunkt beschreiben. Allgemeiner kann
man lineare Randbedingungen

Ay(a) + By(b) = c; y0(t) = f (t; y(t)) f Äur alle t 2 [a; b] (8.2)

zulassen, wobeiA und B lineare Operatoren mit demselben Bildraum undc ein Vektor
aus diesem Bildraum sind. Am allgemeinsten sind nichtlineare Randbedingungen

r (y(a); y(b)) = 0 ; y0(t) = f (t; y(t)) f Äur alle t 2 [a; b] (8.3)

mit einer beliebigen Funktion r , die von den Werten der LÄosung im linken und rechten
Randpunkt abhÄangt.

Beispiel 8.1 (Kanonenschuss) Betrachten wir das Beispiel des Kanonenschusses et-
was genauer. Wenn wir die Position der Kanonenkugel durch eine Funktion k : R¸ 0 !
R2 darstellen, erhalten wir aus den Newton'schen Bewegungsaxiomen die Gleichungen

k(0) = 0 ; k0(0) =
µ

v0 cos®
v0 sin®

¶
; k00(t) =

µ
0

¡ °

¶
;

wobei v0 die Startgeschwindigkeit,® der Abschusswinkel und° die geeignet skalierte
Beschleunigung durch die Erdanziehung ist.
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Wir fassen k und k0 mit dem Parameter ® zu einem Vektor zusammen, um

y(t) :=

0

@
k(t)
k0(t)

®

1

A fÄur alle t 2 R¸ 0

mit den Gleichungen

y(0) =

0

B
B
B
B
@

0
0

v0 cos®
v0 sin®

®

1

C
C
C
C
A

; y0(t) =

0

B
B
B
B
@

y3(t)
y4(t)

0
¡ °
0

1

C
C
C
C
A

fÄur alle t 2 R¸ 0

zu erhalten. Weil wir wollen, dass die Kanonenkugel in einer Entfernung z 2 R¸ 0

vom Nullpunkt wieder den Boden berÄuhrt, mÄussen wir eine geeignete Randbedingung
einfÄuhren. Da uns die Zeit, die die Kugel fÄur ihren Flug benÄotigt, nicht wirklich inter-
essiert, ihre Entfernung von der Kanone (und damit die NÄahe zum Ziel) dagegen sehr,
eliminieren wir die Zeit, indem wir stattdessen die Entfernung als Variable einfÄuhren.
Wegen der ersten und dritten Spalte der de¯nierenden Gleichungen ist die Entfernung
d von der Kanone durch

d(t) = ct; c := v0 cos® fÄur alle t 2 R¸ 0

gegeben, also kÄonnen wir t = d=c substituieren und erhalten

ŷ(0) =

0

B
B
B
B
@

0
0
1

tan(®)
®

1

C
C
C
C
A

; ŷ0(d) =

0

B
B
B
B
@

ŷ3(d)
ŷ4(d)

0
¡ °=c2

0

1

C
C
C
C
A

fÄur alle d 2 R¸ 0;

und die Bedingung, dass die Kugel in der Entfernungd = z wieder den Boden erreichen
soll, kann einfach durch die Bedingung

ŷ2(z) = 0

in die Gleichung eingefÄugt werden. Wir eliminieren die Äuber°Äussigen ersten und dritten
Komponenten und erhalten das Randwertproblem

·y1(0) = ·y1(z) = 0 ; ·y2(0) = tan ·y3(0); ·y0(d) =

0

@
·y2(d)

¡ °=(v0 cos ·y3(d))2

0

1

A

fÄur alle d 2 [0; z]. Wegen des Auftretens des Tangens in der Randbedingung und des
Cosinus in der rechten Seite ist dieses Problem nichtlinear.
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Die LÄosbarkeit von Randwertproblemen lÄasst sich nicht so einfach wie im Falle von
Anfangswertproblemen analysieren. Schon im Falle des Kanonenschusses lÄasst sich die
Bahnkurve zwar beliebig fortsetzen, aber es ist nicht mÄoglich, Ziele zu tre®en, die zu
weit von der Kanone entfernt sind. FÄur gro¼e Werte vonz existiert also keine LÄosung
des Randwertproblems.

Beispiel 8.2 (Trigonometrisch) Wir untersuchen die Gleichung

y00(t) = ¡ y(t) fÄur alle t 2 R:

Es lÄasst sich einfach nachrechnen, dassy die Form

y(t) = ®sin(t) + ¯ cos(t) fÄur alle t 2 R

besitzen muss. Je nachdem, welche Art von Randbedingungen wir stellen, Äandern sich
Existenz und Eindeutigkeit der LÄosungen:

² y(0) = y(¼=2) = 0 : Aus y(0) = 0 folgt ¯ = 0 , aus y(¼=2) = 0 folgt ® = 0 , also ist
y ´ 0 die eindeutig bestimmte LÄosung des Randwertproblems.

² y(0) = y(¼) = 0 : Wir haben wieder ¯ = 0 , kÄonnen aber ® beliebig wÄahlen. Das
Randwertproblem ist also lÄosbar, aber die LÄosung ist nicht eindeutig.

² y(0) = y(¼) = ² mit ² > 0: Aus y(0) = ² folgt ¯ = ². Um die Bedingungy(¼) = ²
erfÄullen zu kÄonnen, mÄusste dann®sin(¼) = 2 ² gelten, und das ist wegensin(¼) = 0
ausgeschlossen. Also besitzt dieses Randwertproblem keine LÄosung.

Wie man sieht kÄonnen also auch kleineÄAnderungen an den Randbedingungen einen
erheblichen Ein°uss auf die LÄosbarkeit von Randwertproblemen haben.

8.2 Einfache Schie¼verfahren

Eine einfache Methode, um dafÄur zu sorgen, dass Kanonenkugeln ihr Ziel erreichen,
besteht im sogenanntenDreipunktschie¼en: Angenommen, ein erster Schuss ging zu weit
und ein zweiter zu kurz. Dann stellt man den Winkel fÄur den dritten Schuss so ein, dass
er zwischen den Winkeln der ersten beiden liegt, und der dritte Schuss deshalb zwischen
die ersten beiden tre®en wird.

Mathematisch ist dieser Ansatz ein schlichtes Bisektionsverfahren: Wir wissen, dass
der optimale Winkel in einem Intervall liegt, und wir untert eilen das Intervall, um uns
ihm anzunÄahern. O®enbar ist es theoretisch mÄoglich, beliebig nahe an das gewÄunschte
Ziel heran zu kommen, sofern genÄugend viel Munition und Zeit zur Verf Äugung stehen.

Dieser Ansatz lÄasst sich auf allgemeine Randwertprobleme ausweiten: Unser Ziel ist
es, Anfangswertey0 2 V so zu ¯nden, dass die zugehÄorige LÄosung y(t; a; y0) die Rand-
bedingung erfÄullt, dass also

r (y(a; a; y0); y(b; a; y0)) = r (y0; y(b; a; y0)) = 0
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gilt. Sobald y0 gefunden ist, kÄonnen wir die LÄosungy(t; a; y0) an beliebigen Punkten des
Intervall [ a; b] auswerten.

Wir stehen also vor der Aufgabe, eine Nullstelle der Funktion

F (y0) := r (y0; y(b; a; y0))

zu ¯nden. Falls y0 einem eindimensionalen Raum entstammt, lÄasst sich das Problem mit
einem Bisektionsverfahren behandeln: Wir approximiereny(b; a; y0) durch eine diskrete
NÄaherung ´ (b; a; y0), werten

eF (y0) := r (y0; ´ (b; a; y0))

aus und passen danny0 geeignet an. Die diskrete NÄaherung´ (b; a; y0) kann mit Hilfe der
in den vorangehenden Kapiteln vorgestellten Verfahren e±zient und hinreichend genau
bestimmt werden, sofern das Anfangswertproblem gut konditioniert ist.

Im allgemeinen Fall bietet es sich an, das Nullstellenproblem F (y0) = 0 mit Hilfe eines
Newton-Verfahrens zu lÄosen. Dazu benÄotigen wir neben der Auswertung vonF auch eine
MÄoglichkeit, die Jacobi-Matrix F 0 zu berechnen. NatÄurlich m Äussen beide Operationen in
der Praxis durch NÄaherungen ersetzt werden:F kÄonnen wir durch eF ersetzen,F 0 kann
gemÄa¼

@pF (y0) ¼
F (y0 + p) ¡ F (y0)

kpk
oder @pF (y0) ¼

F (y0 + p) ¡ F (y0 ¡ p)
2kpk

durch Di®erenzenquotienten approximiert werden. FÄur jeden Richtungsvektor p erfordert
die Auswertung dieses Quotienten die Berechnung von HilfslÄosungen´ (b; a; y0 + p) (und
gegebenenfalls auch́ (b; a; y0 ¡ p)), und um die vollst Äandige Matrix F 0 anzunÄahern sind
dim V Di®erenzenquotienten zu berechnen. O®enbar kann die DurchfÄuhrung des Newton-
Verfahrens relativ aufwendig werden.

Der Einsatz von Di®erenzenquotienten kann zu numerischen Instabilit Äaten fÄuhren:
Falls kpk gro¼ ist, ist der Di®erenzenquotient im Allgemeinen nur eineschlechte Appro-
ximation der Ableitung. Falls kpk klein ist, kann bei der Berechnung vony0 + p und der
Di®erenz F (y0 + p) ¡ F (y0) AuslÄoschung auftreten, so dass wieder nur eine schlechte
ApproximationsgÄute erzielt wird. In der Praxis kann es deshalb sinnvoll sein, die Qua-
lit Äat der Approximation mit Hilfe von Extrapolationsverfahre n zu verbessern. Der Preis
fÄur die Verbesserung der Genauigkeit ist dann die Notwendigkeit, F fÄur weitere Argu-
mente auswerten zu mÄussen. Da jede Auswertung das LÄosen eines Anfangswertproblems
erfordert, erhÄoht sich der Rechenaufwand wesentlich.

Alternativ l Äasst sich die Matrix F 0 direkt als LÄosung eines matrixwertigen Anfangs-
wertproblems darstellen, auf dessen rechter Seite die Jacobi-Matrix @x f der rechten Sei-
te des Randwertproblems auftritt. Falls diese Jacobi-Matrix exakt zur VerfÄugung steht,
kann F 0 mit den Verfahren aus den vorangehenden Kapiteln direkt berechnet werden,
ansonsten muss@x f wieder durch Di®erenzenquotienten und Extrapolation angenÄahert
werden (

"
internes Di®erenzieren\ im Gegensatz zum

"
externen Di®erenzieren\, bei dem

direkt F 0 durch Di®erenzenquotienten angenÄahert wird).
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8.3 Mehrzielverfahren

Wir sto¼en bei einfachen Schie¼verfahren auf Schwierigkeiten, falls die bei ihrer
DurchfÄuhrung auftretenden Anfangswertprobleme schlecht konditioniert sind.

Beispiel 8.3 (De¯nitionsbereich) Wir untersuchen die Anfangswertprobleme

y»(0) = »; y0
»(t) = y»(t)2 fÄur alle t 2 [0; 1=»)

fÄur Parameter » 2 R> 0. FÄur jedes » 2 R> 0 ist die LÄosung durch

y»(t) =
»

1 ¡ »t
fÄur alle t 2 [0; 1=»)

gegeben, und da sie o®enbar eine SingularitÄat bei 1=» besitzt, kann sie nicht beliebig weit
fortgesetzt werden.

Das bedeutet, dass wir bei einem Schie¼verfahren nicht beliebige Anfangswerte zulassen
dÄurfen, sondern nur solche, bei denen der Endpunktb noch im De¯nitionsbereich [0; 1=»)
liegt, bei denen alsob» < 1 gilt.

Falls die Randbedingungen zu einer LÄosung gehÄoren, fÄur die der Anfangswert » sehr
nahe bei1=bliegt, kann das Berechnen einer NÄaherung vony» sehr schlecht konditioniert
sein und zum Scheitern eines einfachen Schie¼verfahrens fÄuhren.

Das Problem ist der zu gro¼e De¯nitionsbereich: Auch wenn die LÄosung des Rand-
wertproblems im Prinzip gutartig ist, kann durch die Redukt ion auf Anfangswerte ein
schlecht konditioniertes Problem entstehen, weil Fehler in den Anfangswerten entspre-
chend Lemma 2.5 bzw. Lemma 3.1 exponentiell verstÄarkt werden.

Ein naheliegender LÄosungsansatz besteht darin, die De¯nitionsintervall kÄunstlich zu
verkleinern: Statt das Intervall [ a; b] insgesamt zu betrachten, wÄahlen wir Zwischenpunk-
te a = t0 < t 1 < : : : < t m = b und untersuchen LÄosungen vonm Anfangswertproblemen
zu den Startzeitpunkten t0; : : : ; tm¡ 1: FÄur jedes t i geben wir einen Anfangswertyi vor,
der dann eine LÄosung y(t; t i ; yi ) fÄur t 2 [t i ; t i +1 ] de¯niert, sofern das Intervall [ t i ; t i +1 ]
nicht zu gro¼ ist.

Die durch

~y(t; y0; : : : ; ym¡ 1) := y(t; t i ; yi ) fÄur i 2 f 0; : : : ; m ¡ 1g; t 2 [t i ; t i +1 )

de¯nierte zusammengesetzte LÄosung erfÄullt die urspr Äungliche Di®erentialgleichung nur
innerhalb jedes Intervalls, zwischen Intervallen kann es zu SprÄungen kommen, die wir
durch zusÄatzliche Bedingungen

y(t i +1 ; t i ; yi ) = yi +1 fÄur alle i 2 f 0; : : : ; m ¡ 1g

ausschlie¼en mÄussen.
Statt also nur einen Startwert y0 vorzugeben und so wÄahlen zu mÄussen, dass die

Randbedingung erfÄullt wird, stehen uns nun m Startwerte (wir k Äonnen immer ym :=
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y(tm ; tm¡ 1; ym¡ 1) setzen) zur VerfÄugung, die durch m ¡ 1 zusÄatzliche Bedingungen an-
einander gekoppelt sind.

Diese zusÄatzlichen Bedingungen kÄonnen wir in einer entsprechend verallgemeinerten
Randbedingungrm verstecken: Falls wir mit

rm (y0; : : : ; ym¡ 1) :=

0

B
B
B
@

y(t1; t0; y0) ¡ y1
...

y(tm¡ 1; tm¡ 2; ym¡ 2) ¡ ym¡ 1

r (y0; y(tm ; tm¡ 1; ym¡ 1))

1

C
C
C
A

das Nullstellenproblem rm (y0; : : : ; ym¡ 1) = 0 l Äosen, ist die zusammengesetzte Funktion
stetig (und damit auch LÄosung der Di®erentialgleichung) und erfÄullt au¼erdem auch die
Randbedingung.

Dieses erweiterte Nullstellenproblem lÄasst sich mit Äahnlichen Techniken wie im Fal-
le des einfachen Schie¼verfahrens behandeln: Um das Newton-Verfahren durchfÄuhren
zu kÄonnen, ersetzen wir die exakten LÄosungeny(t i +1 ; t i ; yi ) durch NÄaherungslÄosungen
´ (t i +1 ; t i ; yi ) und approximieren die Jacobi-Matrix mit Hilfe geeigneter Di®erenzenquo-
tienten oder Extrapolationstechniken.

Den resultierenden Algorithmus bezeichnet man alsMehrzielverfahren, weil simultan
mehrere LÄosungen zu mehreren Startwerten berechnet werden, die mehrere Endwerte
tre®en sollen.

Durch das HinzufÄugen weiterer Zwischenpunkte kann man die StabilitÄat eines derarti-
gen Verfahrens verbessern (denn damit reduziert sich der Ein°uss von Anfangsfehlern),
aber natÄurlich f Äuhrt diese Ma¼nahme auch zu einer deutlichen ErhÄohung des Rechen-
aufwands fÄur die DurchfÄuhrung des Newton-Verfahrens. Es ist allerdings mÄoglich, die
spezielle Struktur von rm auszunutzen, um die DurchfÄuhrung des Newton-Verfahrens
e±zienter zu gestalten.

8.4 Globale Diskretisierungsverfahren

Die Idee der Mehrzielverfahren lÄasst sich weiter treiben: Statt nur eine kleinen Anzahl
m von Zwischenpunkten zu verwenden, um StabilitÄatsprobleme zu vermeiden, kÄonnen
wir auch gleich die gesamte LÄosung y auf einem Gitter a = t0 < t 1 < : : : < t n = b
approximieren und NÄaherungswerte´ i fÄur y(t i ) simultan zu berechnen versuchen.

Ein einfacher Algorithmus wird beispielsweise von denDi®erenzenverfahren zur
VerfÄugung gestellt: Als Beispiel betrachten wir das Randwertproblem

y(a) = ya; y(b) = yb; ¡ y00(t) + q(t; y(t)) = 0 f Äur alle t 2 [a; b]

mit einer di®erenzierbaren Funktion q. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass
t i ¡ t i ¡ 1 = h fÄur alle i 2 f 1; : : : ; ng mit einer Schrittweite h 2 R> 0 gilt.

Aus der Taylor-Entwicklung von y folgen

y(t + h) = y(t) + hy0(t) +
h2

2
y00(t) +

h3

6
y000(t) +

h4

24
y(4) (t+ );
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y(t ¡ h) = y(t) ¡ hy0(t) +
h2

2
y00(t) ¡

h3

6
y000(t) +

h4

24
y(4) (t ¡ )

mit Zwischenpunkten t+ 2 [t; t + h] und t ¡ 2 [t ¡ h; t ]. Addition dieser Gleichungen und
Division durch h2 fÄuhrt zu

y(t + h) ¡ 2y(t) + y(t ¡ h)
h2 = y00(t) +

h2

24
(y(4) (t+ ) + y(4) (t ¡ )) ;

der Di®erenzenquotient auf der linken Seite wird also wirh2 gegen die zweite Ableitung
von y konvergieren, wenn wir die Schrittweite gegen Null gehen lassen.

Indem wir die exakte zweite Ableitung durch diesen Di®erenzenquotienten ersetzen,
wird aus dem kontinuierlichen Randwertproblem das diskrete Problem

´ 0 = ya; ´ n = yb;
2´ i ¡ ´ i ¡ 1 ¡ ´ i +1

h2 + q(t i ; ´ i ) = 0 f Äur alle i 2 f 1; : : : ; n ¡ 1g:

Unter geeigneten Voraussetzungen lÄasst sich beweisen, dass die NÄaherungswerte´ i gegen
y(t i ) konvergieren und der Fehler sich wieh2 verhÄalt.

Zur Berechnung des Vektors (́ i )n
i =0 kÄonnen, wie schon im Falle der Mehrzielverfahren,

wieder Newton-Verfahren zum Einsatz kommen. Das approximative LÄosen von zwischen-
geschalteten Anfangswertproblemen ist bei diesem Ansatz nicht mehr erforderlich.
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