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1 RECHNEN MIT UNGLEICHUNGEN, RECHNEN IN C

1 Rechnen mit Ungleichungen, Rechnen in C

Definition 1.1 (angeordneter Korper) Sei K ein Koérper, sei < eine totale Ord-
nungsrelation auf K. K heift angeordneter Korper , falls fiir alle z,y, z € K gilt:

(OK1) r<z=>zc+y<z+y
(OK2) (z<yAnz>0)=x-2<y-z
Aufgabe 1.2

Behauptung

(1) VYa,y €R:(z—y)? < 22% 4 2¢° (@{(w,y)GRQ‘(w—y)2§2x2+2y2}:R2)
(2) Vaz,yeRux=—y o (z—1y)* =222+ 2y

Beweis (1) (Idee)

(z—y)? <202 + 2% & 2 — 2z +9? < 2202 + 2% & 0 < 2 + 2zy + o)
S0<(z+y)?

Warum sind Quadrate in R immer positiv?

(Beweis) Seien z,y € R. Dann gilt mit (OK1) und (OK2) (x + y)? > 0. Nach 1. Bino-
mischen Formel gilt somit x2 + 2zy +y? > 0 mit (OK1) folgt 22 — 2zy + 3% < 222 + 2y?
und letztlich mit Binomischer Formel (z — y)? < 222 + 2y%.

(2) Seien x,y € R.

= Sei z = —y. Dann gilt (z — y)? = (22)% = 222 + 2(—y)>.

~— ... O

Satz 1.3 (verallgemeinerte Binomische Formeln) Sei R ein KE-Ring und a,b €
R, dann gilt fiir jedes n € Ny:

n n—1
(a+b)" = Z <Z) a*b"F  und  @" =" = (a —b) Z akpri=h
k=0

Definition 1.4 Seien (M, <) (N, <) geordnete Mengen. Sei f: M — N.

f heiBBt monoton steigend, falls Vax,y e M :x <y = f(z) 2 f(y)
f heiBBt monoton fallend, falls Vx,y e M 1z <y = f(z) = f(y)
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Aufgabe 1.5
Voraussetzung Sei z € Ry; und [ € N.

Behauptung | > 5 < ( streng monoton steigend

)HEN

Beweis (Idee)

ot o (n4+ 12" <n 2" e (n+l)<nze (n+1)—nz <0

(Beweis) = Seil > -1 (z.2.Vn € N5y : - < & n+1 ) Sein € N>;. Dann giltn > [ > —
Dann folgt mit (OK1) n(z —1) > 1 nach (OK1) folgt —1 > n(1l —x) = n—nz, also nach
(OK1) 0 > (n+1)— na und mit (OKl) nz > (n+1). Mit (OK2) folgt nz"*! > (n+1)z"
und mit (OK2) folgt £ n+1 >

<~ ... O

Aufgabe 1.6
Voraussetzung Sei g: Ryg— R,z +— z — %

Behauptung g ist streng monoton steigend mit Bild(g) = R

Aufgabe 1.7
Behauptung (1 +1i)'9 4 (1 —i)19 = 252
(I
z z

Beweis Es gilt

(1402 =(1+i)(1+i)=1+i+i—1=2i also (1+i)*=—4
(1 + i)lOO — (_4)25 — _250
(141)19 = —250.9i(1 41) = —2% .i. 2
und (1 —1)? = —2i, also (1 —1)? = (=2i)> = —4
(1— i>100 _ (_4>25 — _950
(1—i)108 =250 (—2i))(1 —1) =2°-2i(1 —1) =2 -i-%

also gilt 2103 4+ 2103 = 251 i, 1 251 . i.7 = 21 .j(z —27) = —2° .i. 21 Im(2) = 2°%

Bemerkung 1.8 Sei z € C.

z = Re(z) +1lm(z) = /Re(2)2 + Im(2)2 z+Z =2Re(z)
zZ = Re(z) —ilm(z) |z\2:zz:>z ! :W falls z # 0 z—z=2iIm(z)

Satz 1.9 Sei (R,+,) ein Integritdtsbereich, sei d € N, und sei P : R — R eine
Polynom-Funktion vom Grad d. Dann hat P hochstens d Nullstellen.




2 SUPREMUM UND INFIMUM

Aufgabe 1.10 (3. Wurzeln von 1 in C)

Behauptung {zE(C ‘ 2 =1 } = { 1,—%+i§,—% —i§ }

Beweis (1. Versuch) Sei z € C eine 3. Wurzel von 1 in C. Finde z,y in R mit z = z +1iy.
23 = (x +iy)® = 1 = Eigenschaften von z, y.

(2. Versuch) Sei z € C eine 3. Wurzel von 1 in C. Dann gilt 23 = 1. Also 23 — 1% = 0.
Nach 3. Binomischen Formel gilt 0 = (z — 1)(2? + z + 1). Da C nullteilerfrei ist, folgt
z=1oder 22 +2z+1=0.

Aus 22+ 2+ 1+ 2 =0 folgt (2+1)? = —2 (quadratische Ergéinzung). Also erhalten wir
z—|—%:i§ 0derz—|—%:—i§, d.h. z:—%—ki? oderz:—%—ig.

(Beweis) C einsetzen und ausrechnen

D p:C — C, z+— 22 —1 hat hochstens 3 Nullstellen in C. Da wir 3 gefunden haben
sind wir fertig. O

Aufgabe 1.11 (3. Wurzeln von i)
Behauptung {zG(C ‘ z3:i}:....

2 Supremum und Infimum

Definition 2.1 (Supremum) Sei (Y, <) eine geordnete Menge. Sei AC Y, s €Y.
s heifit Supremum von A (in Y'), wenn s kleinste ober Schranke von A ist, d.h.

(1) VacA:wa<s
(2) VsieY:(VacA:a<s)=s<s
bzw. s > s’ =3 a € A:a > s (Kontraposition)

Notation: sup A4 := s. Spezialfall: sup A € A = sup A = max A.

Bemerkung 2.2 sup (4 \ max A) # max A. (zB. A:=[0,1]u{2})

Bemerkung 2.3 R:=RU{ +oo,-x }.Vz € R: —00 < z < +00.
In R gilt also sup®) = —oo und inf ) = +oo0.

Satz 2.4 (Bernoulli-Ungleichung) Sei x € R>_;, n € N. Dann gilt (1 4+ z)” >
1+ nx.

Satz 2.5 (Archimedes-Eigenschaft von R) Sei a € R-g und b € R.
Dann existiert ein n € N mit na > b.
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Aufgabe 2.6
Voraussetzung Sei xz € Ryg und M, :={z" |ne N}

x falls x <1

+00 sonst

0 fallsz <1

Behauptung (1) sup M, =
P g (1) sup { z fallsx >1

und (2) inf M, = {

Beweis (1) ... (2)

1. Fall: Sei z < 1.
1) (z.z.: V' m € My : m > 0.) klar.
2) (z.z.: 0 ist groBte untere Schranke.)
(Idee) Nach Bernoulli gilt (1+a)" > 14+ na mit L = a+1 folgt - = (1+a)" > na
also 2" < % <4
(Beweis) Sei s’ > 0. (Zeige: Dann existiert n € N mit 2" < s'.) Setze a := 1 —1 > 0.
Nach Archimedes kénnen wir ein n € N wéhlen mit na > é Mit Bernoulli folgt
:,%n = (%)n =(1+a)">14na>na> % Wegen z", s’ > 0 folgt 2™ < §'.

2. Fall: Sei > 1. (z.z. inf M, = x.) Es gilt sogar © = min M,, denn:
1)z = zt e M,
2)Vn eN:z" >z (Beweis durch Induktion) O

Aufgabe 2.7
Voraussetzung Sei z € Reg und M, :={z2" |ne N}

+oo falls x < —1

Behauptung sup M, =
PLuRg stib Mo {1:2 falls 2 > —1

Beweis 1. Fall: ...

2. Fall: Sei > —1. (z.z. sup M, = x2.) Zeige 2% = max M,

(1) 2% € M,.

(2) 2% > 2™ fiir alle n € N>o.

Es gilt 2 > 0 > x!. Strategie: Zeige mit Induktion V n € N>g : |z|" < 22. Dann folgt
fiir alle n € N: 2" < |2"| = |z|" < 2% 0

Aufgabe 2.8

Voraussetzung Sei () # A C R+. %::{xeR‘HaeA:x:%}:{%|a€A}.
Behauptung sup % = ﬁ.

Beweis z.z.

(1) — ist obere Schranke, d.h. Vo € & 12 < .
(2)VseR: (Vzed iz <s)=s> 1.

zu (1) Sei z € &. Dann ex. ein a € A mit z = 2. Aus a > inf A folgt z = 1 < .

zu (2) (Zeige: 1 ist untere Schranke von A, d.h. Va € A: 2 <a.) Sei s € R eine weitere
obere Schranke von %, dh.Vze % :x < s.Seia€ A Dann ist % € %, also é <s, also
a > % D.h. % ist untere Schranke von A, also ist % <inf A, also s > ﬁ O
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Bemerkung 2.9 Sei x € Ry, M = {2" |n € N}.supM = L = - .
infﬁ inf{ zn ’ TLGN}

Satz 2.10 Sei () # A C [0, +0oc]. Dann gilt sup (&) = = und inf (§) = ﬁ.

Aufgabe 2.11
Voraussetzung Sei f: Ryo — Ryg mit Vo € Ryg: f(x) € [z, 2+ 1].

Behauptung inf{ @ JJGR>0}:1.

Beweis (Idee) z < f(z) < x + 1 genau dann, wenn 1 < @ <1+2<1+e 1ist
untere Schranke von { % x>0 }

(Beweis) Sei € > 0. (z.z. 3z € Ryp : @ <1l+4¢)

1ginf{@ x>0}§inf{1+%‘:E>O}:1+inf{%}x>0}:1+5up}1{>0:1.5

Satz 2.12 Sei (Y, <) eine geordnete Menge. Seien A, B Teilmengen von Y, die ein
Supremum (bzw. Infimum) besitzen. Dann gilt

Vae Adbe B:a<b=supA <supB
(bzw. Va€ AIbe B:a>b= inf A>inf B)

Bemerkung 2.13
RR ist eine geordnete Menge mit V f,g € RR : f < g:aVz e R: f(z) < g(x).

Aufgabe 2.14
Voraussetzung Sei M CR, 15, := M x {1}. A:={1g,idg, —2idgr }

Behauptung sup A = —2idg | U 1] 1 1[ Uidg., und inf A = idg_, U (—2idr_,) =: h.
<-3 2 - -
Beweis
(z.z. h < 1g, h <idg, h < —2idg.) \ /
1dg
1= 1R($) I
reR:2<0:h(z) =2 << z=idg(x) O ; ;
—2z = (—2idg) () 1 t
-1 + \ —2idg

3 Top. Raume, Stetigkeit, Grenzwert

3.1 Topologische Raume
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Definition 3.1 (Topologischer Raum) Ein Topologischer Raum ist eine Menge M
versehen mit einer Teilmenge Oy C P(M) so, dass gilt:

(TOP1) 0,M € Oum
(TOP2) VU VEO:UNV eDy
(TOP3) VUC Oy JUe Oy

Definition 3.2 Sei p € M. Eine offene Umgebung von p ist eine offene Menge U (d.h.
U € Oy) mit p € U. Eine Menge V' C M heifit Umgebung von p, falls eine offene
Umgebung U von p existiert mit U C V.

Aufgabe 3.3
Voraussetzung Sei M eine Menge, (N, Oy) toplogischer Raum und h : M — N eine
Abbildung. Definiere Oy :={ k™1 (V) |V € Oy }. (W1 (V) ={az e M |h(z) eV })

Behauptung O, ist eine Topologie auf M.

Beweis (TOP1) Esist ) € Oy, also ist ) = h=1(0) € Opr. M = h™H(N) € Oy

(TOP2) Seien U,W € Opy. (zz. UNW € Opy.) h
Wiihle also V, V' € Oy mit U = h=5V) und W = h=1(V").
(zz. UNW = =YV N V’').) Dann gilt VNV’ € Oy und Bil
UNW =h Y (V)N h~ Y (V') = "L (V N V') € Oar. o

Bemerkung 3.4 f~Y(ANB)=f~Y(A)Nf1(B)und f1(AUB) = f~Y(A) U f~YB).

Aufgabe 3.5
Voraussetzung Sei (M, O)y) ein topologischer Raum und L C M.

Behauptung L wird ein topologischer Raum mit der von M induzierten Topologie.
DL::{UQL‘UEDM}.

Beweis (Idee) h: L — M,z + z und h~(U) =U. 0

Aufgabe 3.6
Voraussetzung A, P,QQ C M mit AC PNQ.

Behauptung A offen beziiglich P und @@ = A offen beziiglich P U Q.

Beweis Sei A offen bzgl. P und Q). Dann gibt es nach Definition der induzierten Topo-
logie in M offene Teilmengen U,V C M mit A=UNPund A=V NQE. DaU und V
in M offen sind, ist auch W := U NV offen in M und damit ist W N (P U Q) eine offene
Menge in PUQ. WN(PUQR)=WNP)UWNQ)=(UNnP)NV)u((VNR)NU) =
(ANVYU(ANU)=AUA=A. o
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Definition 3.7 (Standardtopologien)

UCR offen :&VzxeUIJeceRyg: |z —c,x+e[CU
UCCoften :&VzxeU3JeeRyg: K(z,e) CU

Definition 3.8 Sei AC M und p € M.

Dann heifit p Berihrpunkt von A, falls gilt: VU € U(p) : U N A # ().

A :={pe M |p Berithrupunkt von A } heifit Abschlufi von A.

p € M heifit Haufungspunkt von A, falls p Berithrpunkt von A\ {p } ist.

Bemerkung 3.9 p beriihrt A nicht <3 U e, : UN A ={.

Beispiel 3.10

0 ist Berithrpunkt und Haufungspunkt von

E-
Aufgabe 3.11
Voraussetzung Sei (M, D)) topologischer Raum und A, B C M.

Behauptung Es gilt AN B C AN B, die Inklusion D gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis C Sei p € ANDB, also gilt VU € U(p) : UN(ANB) # 0. (zz. p € A und
p € B.) Sei U € U(p). (zz. UN A # (.) Nach Voraussetzung ist sogar U N AN B # ()
also insbesondere U N A # ).

Die Inklusion O gilt im allgemeinen nicht. (Beweis durch konkrete Gegenbeispiel.)
Setze M := R, A:=10,1[,B :=]1,2[. ANB =0, also ANB =0 =@ und ANB ={1}.g

N

Satz 3.12 AUB = AU B, =A, ACB=ACB.

Definition 3.13 A heifit abgeschlossen <= A = A.

Aufgabe 3.14
Voraussetzung Sei H :=={2€ C|Rez>0}.

Behauptung H ist abgeschlossen, aber nicht offen.

Beweis (Nur leere und ganze Mengen sind in diesem Fall abgeschlossen und offen. Da
C zusammenhéngend ist kann H nur offen oder abgeschlossen sein.)
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(H ist abgeschlossen:) (z.z. H C H.) Sei 2 € C\ H. (Zeige: 2 ¢ H, C Im /

also z.z. es existiert eine Umgebung U von z mit U N H = {.
JdeeRyo: K(2,6) CC\ H))
Setze ¢ := —B22 > 0. Sei w € K(z,¢) also |w—z| < e. (z.2.

Re(w) < 0.) Esgilt |w — 2| < —B¢% also Rew—Rez = Re(w—z) < Re(z) 0 %
/.

lw— 2| < =822 Also Rew < Rez — Bez = Bez

(H ist nicht offen:) Es ist 0 € H. Sei ¢ > 0. (zz K(0,e) ¢ H.)

Sei zp := —5. Dann ist Rezg = —§ < 0 und |2| = % < €, also [Re 2|

z0 € K(0,¢). i

Definition 3.15

Ein topologischer Raum (M, O ) heifit separiert oder hausdorffsch,
falls gilt

(T2) Va,yeM:x#y= BUel(z)IV ei(y): UNV =0) (Trennungsaxiom )

Beispiel 3.16
Sei M eine Menge mit |[M| > 2,0, = {0, M }.

Aufgabe 3.17
Voraussetzung Sei (M, O)y) separiert und A C M endlich.

Behauptung A ist abgeschlossen.
Beweis A = |J {a}. (Zeige {a} ist abgeschlossen.) Sei x € M \ {a }. Da (M,Or)

acA
separiert ist, finden wir U € (z), V € U(a) mit UNV = ), insbesondere UN{a } = (.
(Fir jedes « # a ist « kein Bertihrpunkt von a.) 0

3.2 Stetigkeit

Definition 3.18 Seien (M, Oy), (N,Oy) topologische Raume, f: M — N,m € M.

f stetiginm: &V ACM:me A= f(m) € f(A) (f ist Beriihrungs-erhaltend)
SYV e U(f(m)): fH(V) € Um)

YV eU(f(m)IU eYim): fU)CV

f heifit stetig: < f ist stetig in jedem Punkt m € M
SV ACM: f(A) C f(A)
VYV eOy: f1(V) e Oy (Urbilder offener Mengen sind offen)
&V B C N : B abgeschlossen = f~!(B) abgeschlossen
(Urbilder abgschlossener Mengen sind abgeschlossen)

10
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(Spezialfille)
M =R = N. (IntUmg. = Intervallumgebung)
V (¢ IntUmg. von f(z)) 3 (6 IntUmg. von z): f(Jz — 6,2 + d]) C|f(z) —e, f(z) + ¢]

fstetiginz s VeeR0IIeRgyVyeR:jz—y|<d=|f(y) — fla)|<e
f nicht stetiginz & e €R(VIERgIyeRJz —y| <IN |f(y) — f(z)] > €

(M,9p),C
VeeRsoIU el(z)VyeU:|f(y) — flz)] <e

Beispiel 3.19

Seien (M, O ), (N,On) topologische Rédume. Sei n € N.

idy : M — M,z — xist (Oy — Ony) stetig und f: M — N,z — n ist stetig.
(Urbilder offener Mengen sind offen.)

Aufgabe 3.20
Voraussetzung Sei (M, O/) ein topologischer Raum, L eine Menge.

h:L— MOp:{h (V) |V ey} (histstetig. K%LLn M.)
Behauptung g ist stetig < h o g ist stetig.

Beweis = Sei g stetig. Sei V € Op. (hog) ' (V) =g Y 1(V)) € Ok.
(I
eOr,
(Hintereinanderausfiihrungen stetiger Abbildungen sind stetig.)

< ho g sei stetig. Sei U € Oy. Withle V € Oy mit U = h=1(V).
g (U) =g~ (h7H(V)) = (hog)" (V) € Ok. D

Aufgabe 3.21
Voraussetzung Sei f : C — C, 2 — 2°.

Behauptung f ist stetig.

Beweis Sei x € C. Sei € > 0. Setze § := min{ 1, ﬁZImI } Sei y € C mit |z —y| < 6.

(@) = fy)| = |2* —¢?| = |z —yllz + y| = |z — y|ly — = + 22|
<lz—yl(ly — x| + 2|x|) < §(d + 2|z|) = 52 +20|x| <5+ 20|x] <e. O

Aufgabe 3.22
Voraussetzung Sei f: C — R,z — Re(z).

Behauptung f ist stetig.

Beweis Sei z € C. Sei € € Rq. Setze § :=¢. Sei w € C mit |z — w| < 0.
[f(2) = f(w)] = [Re(z) — Re(w)| = |Re(z —w)| < |z —w[ < 4§ =e. D

11
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Aufgabe 3.23
Voraussetzung Sei f: R — Ryo mit f(0) =1und Vz,y € R: f(z +y) < f(2)f(y).
(z.B. exp(x + y) = exp(x) exp(y).)

Behauptung Ist f stetig in 0, dann ist f stetig.

Beweis ... O

Satz 3.24 (1) Komposition stetiger Funktionen sind stetig f o g.

2) f,g: M — C stetig, dann sind f + g, f - 95 (sofern g nullstellenfrei) stetig.

4

(2)

(3) Polynomfunktionen sind stetig.

(4) Re(.),Im(.),[.| : C — R sind stetig.
(5)

5) exp, sinh, cosh, sin, cos sind stetig.

T falls x € Q

l—z falszd¢Q

Aufgabe 3.25
Voraussetzung Definiere f: [0,1] - R,z — {

Behauptung f ist im Punkt % stetig, in allen anderen Punkten nicht stetig. 1

Beweis Seix—%, ela>0 Setze5 :=e. Sei y € [0,1] mlt‘i—y}<5
Falll:yEQ} f(5) - )‘ t-yl<di=e

Fall 2: y ¢ Q f%) ):%—(l—y)|:‘y—%|<5:€.

Sei z € [0,1] \ 1.

Fall z < 1. Setze e := 3 — 2 > 0. Sei § € Rso. Wiihle y € [0, 5[\ Q mit |z — y| < 6.
[f@) = fl=lz-Q-y)l=lz+y—1=1-2-y=(3-2)+(5 —y) > (5-2) =eq

— 1
>0

Aufgabe 3.26
1 falls x > 0

Voraussetzung Sei f: R\ {0} - R,z — i . 1 +—
—1 fallsx <0

. i —+—Ft
Behauptung f ist stetig. 1 1z
_t
Beweis f ist stetig, weil der Definitionsbereich von f offen ist. (konstante Funktionen
sind stetig.) 0

Satz 3.27 Ist f : M — N stetig, so gilt fiir alle L C M : f]|, ist stetig. Die Umkehrung
ist im allgemeinen falsch. D.h. falls f|; in jedem Punkt von L stetig ist, so muss f nicht
in jedem Punkt von L stetig sein.

12
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Beispiel 3.28

FR—R 1 falls > 0
R—-R,z—

—1 fallsz <0
L = R>y, f|L ist stetig.

Aufgabe 3.29
Voraussetzung Sei f : M — R stetig. Sei 9 € M mit f(zg) > 0.
fU)>0:=VuecU: f(u) > 0. Nullstellenmenge := {x € M | f(x) =0} = f~1(0).

Behauptung (1) Es gibt eine Umgebung U von xg so, dass f(U) > 0.
(2) Die Nullstellenmenge von f ist abgeschlossen.

Beweis (2) Setze B := {0 }. B ist abgeschlossen, weil R separiert ist. Da f stetig ist,
ist f71(0) abgeschlossen.

(1) Rsp = ]0,00[ ist offen. Setze V := Rsg. Dann ist V offen und U := f~}(Rs) ist
ebenso offen, da f stetig ist. Ferner ist 2o € U, da f(z9) > 0, d.h. U ist Umgebung von
ZQ- O
Aufgabe 3.30

Voraussetzung Seien f,g: M — N stetig, N sei separiert, A C M.

Behauptung f|4 =gla = flz =93

Beweis (Kontraposition)

(22 flg # glg = fla # gla, db. 22 (Ga € A: f(a) £ g(a) = Bz € A: f(x) £ g(x))]
Wihle a € A mit f(a) # g(a). Wegen der Separiertheit von N finden wir U € U(f(a))
und V € U(g(a)) mit UNV = 0. Esist f~1(U) € U(a) und g~ (V) € U(a), da f, g stetig
sind.

Betrachte f~1(U)Ng~1(V) =: C. C ist eine Umgebung von a. Da a € A ist, ist CNA # 0.
Wihle x € CNA. Esist f(z) € U,g(z) € V, d.h. f(z) #g(z) daUNV = 0. O

Aufgabe 3.31
Voraussetzung Sei f :=a-idg_, UR>1 x {b}

Behauptung f ist steig < a = b.

Beweis 1
= Sei f stetig. Setze A := R5;. Betrachte g : R — R, x — b. g ist stetig. Es gilt f|a4 =
gla. Da R separiert ist, folgt f|5 = gl (s.0.). Insbesondere folgt a = f(1) = g(1) = b.

< ... (Satz 2.55) m

Definition 3.32 (Zusammenhang) Sei M ein topologischer Raum.

M heifit zusammenhdngend, falls eine (und damit jede) der 3 Aquivalenzen gilt:

a) M ist nicht die disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer offener Teilmengen.

b) M ist nicht die disjunkte Vereinigung zweier nichtleerer abgeschlossener Teilmengen.
¢) Die einzigen offenen und abgeschlossenen Teilmengen von M sind M, (.
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3.3 Grenzwert 3 TOP. RAUME, STETIGKEIT, GRENZWERT

Satz 3.33 (1) In R sind genau die Intervalle zusammenhéngend.
(2) In C die Kreisscheiben, S! (Einheitskreis)

(3) Sei Z eine nicht-leere Menge zusammenhéngender Teilmengen von M.

Falls |J Z # 0, so ist |J Z zusammenhéngend.

(4) Ist Z zusammenhiingend, N C M so, dass Z C N C Z.

Dann ist N zusammenhangend.

(5) Stetige Bilder zusammenhéngender Mengen sind zusammenhéngend,

d.h. ist M zusammenhéngend f : M — N stetig, so ist f(M) zusammenhéngend.

Satz 3.34 (Zwischenwertsatz) Sei M zusammenhéngender topologischer Raum,
f: M — R stetig. Dann ist f(M) ein Intervall.

Definition 3.35 z € R heifit Fizpunkt von p falls p(x) = z.

Aufgabe 3.36
Voraussetzung Sei p: R — R,z — 2% — 723 + 822 — 8z + 5.

Behauptung p hat einen Fixpunkt im Intervall [—1,1].

Beweis ¢g:[—1,1] = R,z +— p(z)—z. g ist stetig und es gilt g(—1) = 28 und ¢g(1) = —2.
Nach Zwischenwertsatz folgt: Es gibt « € [—1, 1] mit g(x) = 0, d.h. p(z) = x. 0

3.3 Grenzwert

Definition 3.37 (Grenzwert)

fungspunkt von Ain M (a € A\{a}) und sei f: A — N und
sei y € N. y heifit Grenzwert von f in A, falls

f= (f|A\{a})U{(a,y,)}stetiginaist. L
f(z) fallsz #a | taad @
y falls = a

Notation: f(z) — y fir x — a. y = :PL% f(=).

Seien M, N topologische Réume, sei A C M und sei a ein Hau- FiASR
y \

f:AU{a},z—

14



3.3 Grenzwert 3 TOP. RAUME, STETIGKEIT, GRENZWERT

Beispiel 3.38
Ist a € A und f stetig in a, so gilt lim f(x) = f(a).
r—a

Bemerkung 3.39 Ist NV separiert, so existiert hochstens ein Grenzwert.

Beispiel 3.40
N=R,Oy={0,R}, f: M — N ist stetig. f:]0,1][ > R,z — x.

Satz 3.41

y ist Grenzwert von fina <V BC A\{a}:a€ B=yc f(B)
SVU eln(y) IW elpy(a): fWN(A\{a}) CU

Bemerkung 3.42 (Rechenregeln fiir Grenzwerte) A LN K

(1) g: N — K stetig in y.
Gilt f(z) — y fir £ — a, dann folgt (g o f)(z) — g(y) fir x — a.
(z.B. fiir z — 1 gilt V2 — V1=1)

(2) f,9: A= C. f-g, f+g, L falls 0 ¢ g(A).

flx) —y firz—a

g(x) =z firz—a }j(f’g)(w)ﬁy'zfurxﬂa.usw.

Satz 3.43 (Einschniirung, Sandwichprinzip)

fig,h:A— N mit g < f < h. ,
g(z) —y firz—a .
hgﬂc%—w fﬁrxﬁa}if(m)_’yf“”_’“' yi
g
{ (\)
i

Aufgabe 3.44
Behauptung % — 0 fiir x — +o0.

Aufgabe 3.45

Behauptung % — =2 fiir z — +o0.

2x2+23x71 - 1’712 Es gilt -5 — 0 fiir # — +oco also
— 4T By 27

auch (—1+ 1,—72) — —1 # 0 fiir x — +o0. Weiter gilt :%2 — 0 und 2 — 0 fir z — +o0

also auch (2+2 — %) —240-0=2 fiir 2 — +o0.
2

3_
x

Beweis Fiir alle x € Ry gilt

2 1
2-}—5—’?
71+Ifg

Damit folgt: 204301

2 .
— = = =2 fiir x — +o0. O
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3.4 Konvergenz von Folgen 3 TOP. RAUME, STETIGKEIT, GRENZWERT

Aufgabe 3.46
Behauptung vz?2 —2rx+9 -2 — —1 fir z — +0

Beweis (Idee) (a + b)(a —b) = a® — b2 Also (va + Vb)(va — vVb) = a —b. Also

_ — _a=b
va-vb Va+vb' .
2_ _ 2 A
. 2 om0 g — (@—2049)—a? —2249 _ x -2 _ _
(Bewels) . 2x+9 -z Va2 -2x+9+x Va2 2249+ \/1_%+%+1 — 3 1
fiir # — 400 (/- ist stetig.) 0

Aufgabe 3.47

Behauptung V23 + 422 — 7 — v/223 4+ 922 — 5z — 3‘—{5/51 fir z — +o00

n—1

Beweis (Idee) Es gilt a” —b" = (a—b) Y. a*b" %=1 Also a® — b3 = (a—b)(a® +ab+1b?).

n=0
3/ 31 _ a—b
Also Vo= Vb= g v

%/2x3+4332 -7 - %/21‘3+9$2*5CL‘
_ —5a% 4527
Y/ (223 4+422—7)2+ /(203 +422—7) (2234922 —5z) + ¥/ (223 +922 —5x)?2

5 7
_ SHpogr z—too 5
= T 75.3/ .8 7., 0 5. 3/,0 5 3
Y+ -+ )@ s - o)+ Y e - 22 Vi
(x + 2 und x — ¥z sind stetig.) 0

3.4 Konvergenz von Folgen

Satz 3.48 Seien M, N topologische Réume, sei A C M und sei a ein Haufungspunkt
von A in M. Setze M := R, A:=N,a := +00. Sei (2,),,cy eine Folge in M. z € N.

z=lim z, VU € Uy(z) Ik eNVn eNsp 1z, €U

n—oo

(N=C) z=lim z, Ve e€Ry oIk eNVRENs, |z, — 2| <e

n—oo

Ty — T

Satz 3.49 Seien (,),cn > (Yn)pen € CN. } = TntYn 2T +Y
Yn — Y

Aufgabe 3.50
Voraussetzung Setze z, := % fiir alle n € N.

Behauptung lim z, = 2.
n—oo
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3.4 Konvergenz von Folgen 3 TOP. RAUME, STETIGKEIT, GRENZWERT

(="

Beweis Fiir alle n € N gilt z,, = 2+1 2— und es gilt (1 + %) —14+0=14#0 fur
tn

n — oo.
(Noch z.z. # — 0 fiir n — 00.) Sei ¢ > 0. Wihle k € N mit 1 < e. Sei n € N>;. Dann
gilt)#—0‘2%§%<e. O

Satz 3.51 Seien (an),en > (On)nen s (Cn)pey € RN und z € R.Vn € N:a, < b, < ¢,
und a,, — x und ¢, — x fiir n — oo dann folgt b, — x fiir n — oco.

Aufgabe 3.52
Voraussetzung Seien z,y € R>g und b,, = {/2™ + y" fiir alle n € N.

Behauptung b, — max{ x,y } fir n — co.

Beweis Es gilt

max {2,y } = {/(max {2,y )" < YT F 5" < {/2(max{a,y})" = VZmax{z,y}

und es gilt /2 — 1 fiir n — oo. O

Satz 3.53 Sei (2,),,cy eine Folge in R
Wenn (), monoton wachsend ist, dann gilt ;,, — sup{ &, | m € N} fiir n — oo.
Wenn (zy,),,cy monoton fallend ist, dann gilt z,, — inf { 2, | m € N } fiir n — oo.

Satz 3.54 (Cauchy-Kriterium)
(Tn)pen € CN heift Cauchy-Folge :=¥ ¢ € Rsg Ik €NV n,m € Ny ¢ |2 — 2| < &

(#n) ey ist konvergent < (), ist Cauchy Folge.

Aufgabe 3.55

Voraussetzung Sei (z;,),,cy € CV eine konvergente Folge mit z := lim ;.
n—oo

n
Behauptung % 3 2; — z fiir n — oc.
j=1

Aufgabe 3.56
Voraussetzung Die Folge (7,),,cy € RN sei rekursiv definiert durch z; = % und 2,11 =
1+ /x, fiir alle n € N.

Behauptung (z,),y konvergiert in R
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4 SUMMIERBARKEIT

4 Summierbarkeit

Definition 4.1 (1) Sei (2,),cy € ]RI;O.

k
Definiere fiir alle k € N : 53, := ) x,, (k-te Partialsumme von (z,),,cy)-
n=1

(k) ey besitzt einen Grenzwert in R. Dieser Grenzwert heifit Summe von z,, und wird

[e.9] o0
mit Y x, bezeichnet. (), oy heiBt summierbar, falls ) x, < occ.
n=1 n=1

k
(2) Sei (2n),ey € CV. Definiere s := Y 2. (2n),cy heiBt summierbar, falls (sg)en
n=1

o0
konvergiert in C, der Grenzwert wird mit » z, bezeichnet.
n=1

Bemerkung 4.2 Fiir monoton steigende Folgen gilt: Grenzwert = Supremum.
Summierbare Folgen sind Nullfolgen. Nicht jede Nullfolge ist summierbar

Beispiel 4.3

5 JUE R TS U S S IS O S e R
I | | | | | |

>

N[

> 2 > 2

[N
NI
o=
NI

Satz 4.4 Seien (an),cy > (bn),cn Summierbare Folge in C, z € C.

o0 o o0
Dann gilt > (zan +by) =2 > an + > by.
n=1 n=1

n=1

Satz 4.5 (Majorantenkriterium) a,b Folgen in R+ . Fiir alle n € N gelte: a,, < by,.
(o0} o0
(a) Ist b summierbar, so auch a und es gilt > a, < > by,.

n=1 n=1
(b) Ist a nicht summierbar, so ist es auch b nicht.

Beispiel 4.6 1 9 3

((_1)n)n€N. S1 = ngl(—l)n =—1, s9 = n§1(—1)n =0, s3 = ngl(_l)n - 1.

Beispiel 4.7 (geometrische Reihe) o

Sei z € C. Falls |z| < 1, so ist (2p),,cy Summierbar und es gilt ) z, =
n=0

1
11—z

k
Beweis Sei b € Ny Dann gilt nach 3. Binomischer Formel: s, = ) 2" = % Also
n=0

0
folgt: klggo S = i, d.h. 20 2" = 1;. O
n=
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4 SUMMIERBARKEIT

Aufgabe 4.8
lo—n—1y _ 4
Behauptung n21(2n+ 37 =3
Beweis Sei n € N. Dann gilt 27+13—7~1 = gnt13—(n+1) — (%) ) Wegen der geometri-
oo oo
schen Reihe folgt Z( )t = 3 3 (%)”—1 = % S (%)” % 1_% = %.
n=1 n=0 3
S (2\nH] _ S 2y S (2yn 2 1 2 _ 4

oder - (3) =2 E)"=2X0E)"- 3T 27 T3 3w o

Aufgabe 4.9
11
Behauptung nz—:1 I = %
Beweis Sei n € N. Dann gilt 1 — = in_l 2n1+1.
(Nebenrechnung) (Partialbruchzerlegung, Teleskopsumme) (2n_1)1(2n+1) = 2nA_1 + 2nt11
1 _ A(2n+1)+B(2n—1) _ _
= G @) = (;"‘n_l)(%fl) = A2n+1)+B2n—1)=1=n(2A+2B)+A—-B =
1=24+2B=0=>A-B=1=A=3}B=-3.
1 L k
(Beweis) Es gilt 4n21_1 = g7 — 2n+1 Sei £k € N. Dann gilt: s = 21 4n21_1 =
n—=
k 1 1
Pl ) 11,1 _1 .1 _ 1,1 _ 1 ,.1_1 1 1
21<2”2‘1_2”2“> (Fs-6+s wtm mtu-BmITEoa) = 3 B
n—=
oo
1 _ 1 T 1 1) _1

Jetzt folgt ngl e i kh_}n(f)lo S = klingo (5 — m) = 3. o
Aufgabe 4.10
Behauptung (#)neN ist summierbar.

Beweis ( 4n2 1> ist summierbar (s.0.). Fiir alle n € N gilt 4n%? — 1 < 4n?, d.h. nach

(OK2) gilt el

Tn 2 summierbar. Damit
ist auch 4 - ( le ) ( )n N summierbar. 0

< gz—7- Nach Majoranten Kriterium ist (ﬁ)

Definition 4.11 (Cauchy-Folge) Sei (), eine Folge in C. (2,),cy heiBt Cauchy
Folge, falls

VeeRy03IkeNVnmeNs, |z, —zn| <e
(Verneinung) deeRs0VkeNIn,meNs; |z, —xm| > €

Beispiel 4.12
Voraussetzung Sei (), eine Folge mit z,, := (—1)" fiir alle n € N.

Behauptung (z,),y ist keine Cauchy Folge.
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5 METRISCHE UND NORMIERTE RAUME

Beweis Setze ¢ := 1. Sei k € N. Setze n := k,m := k + 1 Dann gilt |2, — 2| =

2>¢

| | |—2| falls k ungerade
L — X — =
B |2|  falls k gerade

O

Definition 4.13 (z,),,cy € CY heift

konvergent, falls Jax € CVeeRyoIkeNVnmeNs, |z, —x|<e
nicht konvergent, falls VzeC3eeR50VkeNIn,me N>, |z, —x|>¢

5 Metrische und normierte Raume

Bemerkung 5.1 Idee: Abstdnde messen auf Mengen.

Definition 5.2 (Metrik) Sei M eine Menge, d: M x M — Rx. Gelten

(M1) VeeM:dz,x)=0
(M2) Va,ye M :d(z,y) =d(y,z) (Symmetrie)
(M3) Vaz,y,2 € M :d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2) (A Ungleichung)

so heift d eine Halbmetrik und (M, d) halbmetrischer Raum. Gilt zusatzlich

(M1’) Vae,ye M:x#y=d(z,y) >0

so heiit d eine Metrik auf M und (M, d) metrischer Raum.

0 fallsz=
Sei M eine Menge, d : M x M — Rxq, (z,y) — alsr=y

Beispiel 5.3
{1 sonst

ist eine Metrik auf M (diskrete Metrik).

Beispiel 5.4
Seien (M, dy), (Ms,ds) (halb)metrische Rdume.

d: (My x M) x (My x Ma) — Rxq, ((z1,91), (22, y2)) > sup { d1(x1,22),da(y1, y2) } ist

eine (Halb-)Metrik auf M; x M.

Beispiel 5.5
Sei X eine Menge, (M, d) (halb)metrischer Raum.

Dann definiert doo : MX x MX — Rxq, (f,g) — min{ 1,sup d(f(x),g(x)) } eine Halb-

reX
metrik auf M.
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5 METRISCHE UND NORMIERTE RAUME

Definition 5.6 (Norm) Sei V ein K-Vektorraum, ||.|| : V' — R>¢. Gelten
(N1) VAeK,ve V.|| =N
(N2) Vo,weV:lvt+w| <ol +||lwl

so heift ||.|| Halbnorm auf V und (V/ ||.||) halbnormierter Raum. Gilt zusétzlich
(N3) VoeV\{0}:|v]|>0

so heift ||.|| Norm auf V.

. . n P>
Be':lsplel 5.7 . S Josl? P s pell, o0l
Sein € N, p € [1, 0c]. Definiere ||.||,, : K" — Rxq,v — i=1 .

max |v;| falls p= o0
e{1,..,n}
Dann ist (K", ||.||,,) ein normierter Raum.

Beispiel 5.8
Seien V, W (halb)normierte Raume. (L(V, W), ||.||5,) ist dann ein halbnormierter Raum.

Beispiel 5.9
Sei X eine Menge, V' (halb)normierter Raum.

LX,V)=B(X,V):={feV¥|IceRVzeX:|f(z)|<c}
:{feVX

Fir f € B(X, V) definiere || || ,; := sup || f(x)|]. Dann (B(X, V), ||.[| ;) (halb)normiert.
rzeX

sup | f(@)]] < oo }
xeX

Beispiel 5.10

Sei I = [a,b], CY(I,R) :={ f: 1 — R | f ist einmal stetig differenzierbar }

(CY ]|l ) ist normierter Raum. ||.||o1 : Ct — R0, f — || fllyw + | F/ ]y ist eine Norm
auf CL.

uni)

Satz 5.11 Jede (Halb)Norm induziert eine (Halb)Metrik durch (v, w) — |lv — w]|.

Definition 5.12

U C C heifit offen =V ze U Je € Ryg :Ke(z,e) CU
UCR heiit offen :&VzeUJeeRyp:]z—g,24+¢[CU
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5 METRISCHE UND NORMIERTE RAUME

Definition 5.13 Sei (M, d) (halb)metrischer Raum, z € M, r € Ry.
Definiere Kprq)(2,7) :={z € M | d(z,2) <r}.

U C M heifit offen =V zeU Je €Rso: Kpy(z,6) CU

Dadurch erhalten wir eine Topologie auf M.

Beispiel 5.14

?(R27||.||1)(0, 1) (Salml) /

K(ga,).,)(0,1) (Kreis)
K g2, ., (0,1) (Quadrat)

Aufgabe 5.15
Voraussetzung Sei AC M, x € M.

Behauptung r € A < d(x, A) :=inf {d(z,a) |[a€ A} =0.

Beweis = Sei z € A. Dann gilt fiir alle ¢ € Ryq : Kps(x,6) N A # 0, d.h. es existiert
a€ ANKy(x,e), dh. d(z,A) < d(z,a) <e=d(zx,A) =0

~ ... O

Satz 5.16 Seien M, N (halb)metrische Raume, f: M — N, m € M.

f stetigin m <V U € U(f(m)) IV eid(m): f(V)CU
eVeeRsIIERS: f(Km(m,d)) C Kn(f(m),e)
sVeeRsgIIER gV EM:dy(m,z) <d=dn(f(m), f(z)) <e

Satz 5.17 Sei (zy,),cny € MY,z € M.

x ist Grenzwert von (z,),.y VU € U(z) Ing e NVn € N5y 12, €U
eVeeRsgIng eNVneNs, d(z,z,) <e
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5 METRISCHE UND NORMIERTE RAUME

Satz 5.18 Seien M, N (halb)metrische Rdume f: M — N,m € M.

n—o0

f ist stetig in m < (V (Tn)pen € MYz, 222 m = f(rn) 2 f(m )) .

Beweis => Sei f stetig in m. Sei (z,),cny € MY, es gelte z, ——— m.

(22.¥ & € RogIng €NV n € Napg : d(f(m), f(zn)) < £.) Sei & € Rug. Wihle § € Rg
so, dass fiir alle x € M mit dp;(m,x) < § gilt dy(f(m), f(x)) < e.

Wiéhle geméB Konvergenz ko € N, so dass fiir alle k£ > kg : d(m, a:k) < 4. Setze ng := ko.
Sei n € N>,,. Da also d(m, z,) < ¢ ist, folgt dn(f(m), f(zn)) <

< ... .
Aufgabe 5.19 -

22402 ) 0,0
Voraussetzung Sei f : R? —» R, (z,y) — {x2+y2 alls (z,y) # (0,0)

0 sonst

Behauptung f ist nicht stetig.

Beweis Definiere (z, y,) := (2, 1) fiir alle n € N. Dann gilt (2, y,) —— (0,0), aber

Definition 5.20 Sei (M,d) (halb)metrischer Raum (zy),cy € MY heift Cauchy-
Folge, falls Ve € Rygdng € NVn,m > ng: d(xp, xm) < €.

Bemerkung 5.21 Im Allgemeinen konvergiert in einem metrischen Raum nicht jede
Cauchy Folge. z.B. (%)n N Jede konvergente Folge ist eine Cauchy Folge.

Definition 5.22

(1) Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchy Folge konvergiert heiit vollstindig.

(2) Ein normierter Raum, welcher als metrischer Raum vollsténdig ist, heifit Banach-
raum.

Definition 5.23 M, N (halb)metrische Raume, f: M — N. f heifit

(a) stetig, falls Vm e MVe €RsogIdERsoVz €M : du(z,m) <= dn(f(z), f(m))
(b) gleichmadssig stetig, falls Ve € Rug3d € RuogVz,m € M : dy(z,m) <6 = dn(f(z), f(m))
(c) Lipschitz stetig, falls 3L € Ryo Vx,y € M : d(f(z), f(y)) < L-du(z,y)

L hei3t Lipschitz-Konstante.
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5 METRISCHE UND NORMIERTE RAUME

Bemerkung 5.24 Es gilt (¢) = (b) = (a).
(a) = (b) i.A. nicht Bsp.: R — R,z + 22 und (b) = (c) i.A. nicht Bsp.: Rvg — R,z
V.

Definition 5.25 Sei f € NM. Dann heiBt f Cauchy-Folgen-treu, wenn fiir jede
Cauchy-Folge (zp),cy € MY gilt: (f(zn)),,cy ist eine Cauchy-Folge in N.

Beispiel 5.26
f:Rsg— Ryg,z — % ist stetig, aber nicht Cauchy-Folgen-treu.

(%)%N ist eine Cauchy-Folge, aber (n), . nicht.

Satz 5.27 V,W (halb)normierte Radume, T': V' — W linear. Dann sind dquivalent
(1) T ist stetig

(2) T ist stetig in 0

(3)3ceReo Vv eV : [Ty < - lvlly

Definition 5.28 L(V, W) :={T:V — W | T linear und stetig }.

Dann definiert ||.[[g, : L(V,W) — Rxo, T  inf{c€Rxo |Vv €V :||T0] < clv] }
eine (Halb)Norm auf L(V, W), welche genau dann eine Norm ist, wenn ||.||};, eine Norm
ist. Ferner gilt fiir alle T € L(V, W): [|T[|o, = sup { || Tv|| | v € K,(0,1) }

Aufgabe 5.29

Voraussetzung Sei A € L(R? R?) mit M(A) = (; i), wobei R? jeweils mit |||,

ausgestattet sei.

Behauptung |[A|q, =7

Beweis Sei (v1,v2) € R?. Dann gilt

[A(V) o = [ A(vier +v2e2)] o, = [[v1der +vaAea||, < |

L =lGLL

= 3[v1] + 4lvg| < 3max { |v1], [v2] } +dmax { |, [v2] } = T|[v]l e = [|All <7

pa (1) € Fvo.1). flet wegen 4 (1)| = |(3)] = 7. dss 1o, = 7. 4o
folgt || 4]0, = 7 .

24



5.1 Konvergenz von Funktionsfolgen 5 METRISCHE UND NORMIERTE RAUME

Satz 5.30 Ist V normiert und end. dimensional, so ist jede lineare Abb. V' — W stetig.

Satz 5.31 Seien U, V, W (halb)normierte Rédume, b: U x V' — W bilinear. Dann sind
dquivalent:

(1) b ist stetig

(2) b ist stetig in 0

(3) 3> 0V (u,0) € U XV b, o)y < ellully o]y

Aufgabe 5.32
Behauptung ev: L(V,W) xV — W,(T,v) — T ist stetig.

Beweis Sei T' € L(V,W),v € V. Dann gilt [lev(T,v)lly, = [|Tv[ly < [[Tllopllvlly-
(= llevll =1.) O

5.1 Konvergenz von Funktionsfolgen

Definition 5.33 Sei (M, d) metrischer Raum, X Menge, (fy),cn € (MX)N, feMX.
(fn)nen heiBt punktweise konvergent gegen f, falls Vo € X : fu(x) — f(x), d.h

VeeXVeeRs03Ing e NVn e Nsp, s dy(fn(x), f(x)) <e

(fn)nen heiBt gleichmdssig konvergent gegen f, falls (fy), ey in (M*, ds) gegen f kon-
vergiert, doo(f, g) := min{ 1, sup d(f(x), g(z)) }, d.h.
zeX

VeeRspIng € NVn € Nspy idoo(fn, f) <e
& VeeRspIng e NVneNso Ve X dfn(z), f(z)) <
(Verneinung) JdeeRso0VnoeNIneNsgIz e X d(fn(z), f(x)) >¢€

Bemerkung 5.34 Sei V' ein normierter Raum und X ein topologischer Raum. Dann

gilt (X, V1l
ist selbst stetig.

= C(X,V), d.h. der gleichméssige Limes einer Folge stetiger Funktionen

0 fallsz#1

1 fallsz=1

Beispiel 5.35
fn :]0,1] — R, +— 2™ konvergiert punktweise gegen f : [0,1] — R,z — {

aber nicht gleichméssig.

Beweis (fn( ))nEN (O)nEN’ (fn( ))neN neN’ (%) neN :( )nGN
fn 10,1 = R,z +— 2™ konvergiert punktwelse f:1]0,1] = R,z — 0 aber nicht gleich-

massig. O
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6 SUMMIERBARKEIT

Aufgabe 5.36 T falls 0 < x <
Voraussetzung Sei ® : R - R,z — <1 -z falls % <z<

0 sonst
fn:R—= R,z +— &(nx).

Behauptung (fy),cy konvergiert punktweise gegen f : R — R,z ~— 0 aber nicht
gleichméssig.

Beweis

Setze ¢ := i. Sei ng € N. Setze n := ng. Setze x := % Dann gilt .

fu(z) = ®(na) =0(3) =3 > =« o £ fi

6 Summierbarkeit | 1

Definition 6.1 Sei V ein normierter Raum, (ay)ycy € V.

Definiere s,,(a) := }_ a fiir alle n € N. Betrachte (s,(a)),,cx-
k=1

(ak)pen heilit summierbar, falls (s,(a)), oy konvergiert in V. Ist dies der Fall, so heifit
o0
der Grenzwert Summe von (a,),cy und wird mit ) a, bezeichnet.

n=1
(an)pen heiflt absolut summierbar , falls (||ax||);cy summierbar ist.

Satz 6.2 V vollstiandig < (jede absolut summierbare Folge in V' ist summierbar)

Satz 6.3 (geometrische Reihe) Sei z € C.

o0

Dann gilt [z| <1 = (2"),,oy ist summierbar und es gilt Y 2" = L.
n=0

Aufgabe 6.4 "
Behauptung 3} 3 (1+1> = —3i.

n=1
Beweis Wegen ‘%ﬂ = \171+1| = 1 , ist <<i+> >n€N0 summierbar und es gilt
(1 \"_ 1 _1+i_111 L " 1-1__iE
> 1= —1i—1+i—1—1’aso TH T =i= 1 B8
n=0 1+i

n
folgt 23( ) zsz(m) — _3i. .
n=1
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7 HAUFUNGSKOMPAKTHEIT

Satz 6.5 (Wurzelkriterium) Sei a = (ay),,cy eine Folge in V. Dann ist a

1
absolut summierbar, falls limsup ||a,|» <1
n—oo

1
nicht summierbar, falls limsup ||a,|» > 1
n—oo

Satz 6.6 (Quotientenkriterium) Seien a = (an),y eine Folge in V und k£ € N
derart, dass a, # 0 fiir alle n € N>j. Dann ist a

absolut summierbar, falls limsup “2 < 1
n—oo

nicht summierbar, falls Vn € Ny : aZII >1

Satz 6.7 (Leibnizkriterium) Sei (), eine monoton fallende Nullfolge in Rs.
Dann ist die Folge ((—1)"ry),,cy Summierbar.

Satz 6.8 (Cauchy-Verdichtung) Sei a € Ry monoton fallend.

. . k .
Dann gilt ¢ summierbar < (2 an) pen Summierbar

Satz 6.9 f:R.; — R monoton fallend.

(e.9]

Dann gilt (f(n)),, oy summierbar < [ f(t) dt existiert.
1

Aufgabe 6.10

2 . .
Behauptung (n?"e™" > ist summierbar.
neN
. , _ 2 2 2 .
Beweis 0 < Vn2re—n* = pZe " = o= 00"1 < % = 6% — 0 fiir n — oo. Nach
> ognt 3T
k=o :
FEinschniirungssatz gilt also Grenzwert = 0. O

7 Haufungskompaktheit
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7 HAUFUNGSKOMPAKTHEIT

Definition 7.1 Sei M ein separierter topologischer Raum. M heif3t, haufungskompakt
wenn jede unendliche Teilmenge von M einen Haufungspunkt besitzt.
(x Haufungspunkt von L C M <z € L\ {z }.

Satz 7.2 M sei héufungslg)mpakt und g : M — R stetig. Dann ist g(M) eine abge-
schlossene Teilmenge von R, hat also insbesondere ein Maximum und ein Minimum,

sofern M # ().

Satz 7.3 (1) Kompakte Teilmengen metrischer Rdume sind abgeschlossen.

(2) Kompakte Teilmengen normierter Rdume sind beschrankt.

Satz 7.4 (Heine Borel) V endlich dimensional normierter Raum.
K C V haufungskompakt < K beschrankt und abgeschlossen.

Beispiel 7.5
FV(Ov 1)

Satz 7.6 M haufungskompakter metrischer Raum, N halbmetrischer Raum.
f: M — N stetig = f gleichméssig stetig.

Beispiel 7.7
[ R — R stetig = f[[, gleichméssig stetig.

Satz 7.8 Seien K, L separierte topologsiche Raume, K sei haufungskompakt und
f: K — L stetig. Dann ist auch f(K) hdufungskompakt.

Beweis fiir f injektiv. Sei Y C f(K) eine unendliche Teilmenge.
Setze X = f~1(Y) C K. Dann ist X unendlich, besitzt also einen Haufungspunkt z € K

(d.h. z € X\ {z}). Da f stetig ist, folgt f(z) € f(X \{z}). (zz. f(z) e Y \{ f(z)}.)
flx) e FIX\{z}) = FXO\{ f(z) } =Y \{f(x) }.
Denn es gilt f(A\ B) C f(A)\ f(B) fir f injektiv (und f(A\ B) 2 f(A)\ f(B) f.a. f).o
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8 DIFFERENZIERBARKEIT

8 Differenzierbarkeit

Bemerkung 8.1 Motivation: (Newton) physikalisch (abstarkt arithmetisch)

s: I — R,t — s(t). Druchschnittsgeschwindigkeit im Zeitintervall [t1, ¢2]

_ kgelegter We s(t2)—s(t1) t2—t1 T o

= Zzulf:ucckggeefegg:er Tl = —— L Geschwindigkeit in t;

(anschaulich geometrisch) x +— m(x — p) + f(p)

(Frechet) lineare Approximation. Durch studieren der Ableitung in einem Punkt (affi-
ne lineare Ableitung = einfach) méchte man Informationen iiber die Funktion f (im

Allgemeinen kompliziert) gewinnen.

Generalvoraussetzung 8.2 FE, F' Banachraume. U C F offen, pe U, f: U — F.

Definition 8.3 f diffbar in p < lim {00 — Jiy JEEIW) — f/(¢) existiert.

z—p T £—0

Definition 8.4 f heifit in p total (oder Frechet) differenzierbar, wenn
ein T € L(E, F) existiert so, dass gilt %irr(l) W =0 (%) (T-£:=T())

Il e
—

R(p.€)
Notation: Df(p) :=T.

Satz 8.5 Wenn f in p differenzierbar ist, ist die stetige lineare Abbildung 7" eindeutig.

Beweis Seien T',T> € L(E, F), die (*) erfiillen. (Zeige S := T} — Ty = 0.) Da U offen
ist, finden wir ein r > 0 so, dass K(p,r) C U, d.h. fiir alle £ € E mit ||¢|| < r gilt

fore)—f(p)-Ti&  f(p+€&)—f(p)—To€ _ (Ta—-T1)¢ _ S¢ §—0
p+&eU, also e el =T = T 0.

Denn: Sei x € E\ {0 }. Setze &, = & Tay» dann ist &, € K(0,7) und &, 229,70, also

folgt =

Iz H e 27729 0 also ist H%' und damit auch Sz = 0.

Satz 8.6 Sei f differenzierbar in p. Dann ist f stetig in p.
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8 DIFFERENZIERBARKEIT

Beweis Sei ¢ > 0. Wihle § > 0 mit ||£|| < 6. Dann folgt Hﬁf(p, £)H <e.
Setze 6 := min{ 6,1 }. Sei ||| < .

e > [lElle > [If(p+ &) — f(p) = T¢]

=lfp+&) —f)+Tp— Tp+TOI=(f=T)p+& - (f =D

= (f —T)|y ist stetig, da T'|y stetig ist, ist damit auch f = (f —T)|y + T stetig. o
Aufgabe 8.7
Voraussetzung E := F = (C([0,1],C),||.|l.).- @ : E — E, f — f%
Behauptung DQ(f): E — E,h+— 2fh.
Beweis (Rezept) Sei f € C([0,1],C).

QU +h) —QUf)=(f+h)?=fP=(f+h(f+h)—fP=f+hf+fh+h*—f
= 2fh + |h_2|

| I—
=Th (linear in h) (nicht linear in h)

Kandidat fir DQ(f) ist. T : E — E,h+— 2fh

o 1QUH) QN -Thl _ Pl IRI% h—0
(Beweis) Tl = T = s = e — 0.

Aufgabe 8.8
Voraussetzung Sei F = Fq X FEy. Fq, Fs Banachraume. b : Fq X Es — F sei bilinear
und stetig. Sei (p1,p2) € Ey x Es.

Behauptung ...
Beweis (Rezept)

b((p1,p2) + (§1,82)) — b(p1,p2) = b((p1 + &), (P2 + &2)) — b(p1, p2)
= b(p1,p2) + 0(&1, p2) + b(p1,&2) + b(&1, &) — b(p1, p2)
Ib(ﬁljpz) +b(p1,&2) +b(&1,62)

I
=T¢ (stetig und linear in &)

8)lley xm, = max{ Ix1llg, €2l g, }

Satz 8.9 (Summenregel, Linearitit des Differenzierens)
Sind f,g: X — F diffbar in p, so ist f + Ag fur jedes A € K in p diffbar, und es gilt

D(f +Ag)(p) = Df(p) + ADg(p)
(E =K) (f+29) (p) = f'(p) + A\d'(p)
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8.1 Richtungsableitungen 8 DIFFERENZIERBARKEIT

Satz 8.10 (Kettenregel) D(go f)(p) = Dg(f(p)) o Df(p)

Satz 8.11 (% Regel) Sei f: X — K in p diffbar.

/ /
Dann ist 4 in p diffbar mit Ableitung —2/®) m Fall E = K gilt (;) (p) = — L@

Satz 8.12 Seien f und g in z differenzierbar, dann gilt

(f +9)(z) = f'(z) + g'(2)
(Produktregel) (19)'(p) = f'(p)9(p) + f(p)d'(P)
(Quotientenregel) <£)/ (z) = f’(x)g(zéz;‘)(x)g’(x)

Satz 8.13 (Zusammenhang zwischen Newton und Frechet Ableitung)
Sei £ =K. f ist Frechet-differenzierbar in p < f ist Newton differenzierbar in p.

Dann gilt f'(p) = Df(p) - 1x und D f(p)& = &f'(p).

Aufgabe 8.14
Behauptung Die Newton Version der Kettenregel lautet im

Fall E =K: Dg(f(p))f'(p)
Fall £ = K und zusitzlich F = K: f'(p)d'(f(p))

Beweis (go f)'(p) = D(go f)(p)-1= Dg(f(p))(Df(p))-1 = Dg(f(p))f'(p)
= f'(p)g'(f(p)) O

8.1 Richtungsableitungen

Bemerkung 8.15 (Idee)

Zuriickfiihrung des Falles E ist Vektorraum auf die 1-dimensionale Situation (Newton-
differenzierbar), indem nur in eine bestimmte Richtung £ € E differenziert wird, d.h. wir
betrachten nur die Funktion f|xke.

Definition 8.16 ¢ € E: (0:f)(p) := }iH(l) M (sofern der Limes existiert)

bzw. mit ¢(t) := F(p+t-&) (fiir t € ]—¢, e[, > 0 hinreichend klein) ist (9¢ f)(p) = £'(0)
(sofern ¢ differenzierbar).
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8.1 Richtungsableitungen 8 DIFFERENZIERBARKEIT

Satz 8.17 f Frechet-diffbar in p = f ist in jede Richtung £ richtungsdifferenzierbar,
und es gilt: Df(p)-§ = (0¢f)(p). (Achtung: Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.)

Beispiel 8.18

Sei f : B — F diffbar, definiere g : K x E — F, (t,z) — f(t - x).

Fiir festes © € E sei g := g(-,x) : K — F,t — g(t,x)

p: K- Et—tr, g, =fop

 ist linear und stetig (weil lineare Abbildung auf endlich dimensionalen Raum)
liellop = llz]

(Bews sup { [(0)l | ¢ € Kue(0,1) } = sup { [l | + € K0, 1) }
= sup{ |t] ’ t e Kg(0,1) } |zl =1z )

¢ K—Et—zx

9:(t) = (o) (t) = Df(e(t)) - ¢'(t) = Df(tz) - =
Dy(t) : K— E,s— sDf(tx)x

Bemerkung 8.19 ¢ : K x E — F,(t,z) — tz, ||p(t,x)| = |[tz|| = 1|t|||z] 5

Definition 8.20 (partielle Ableitung) E =K". 5L (p) := (9;f)(p) := (0c; f)(p)

Satz 8.21 Wenn f in alle Richtungen partiell differenzierbar ist und die partiellen
Ableitungen in p stetig sind, dann ist f in p auch total differenzierbar.

Satz 8.22 Zusitzlich F' = K™. J¢(p) := (g;f;)i:l .

Satz 8.23 Wenn f in p total differenzierbar ist, so ist J¢(p) = M (D f(p)).
Zusétzlich m = 1, also F = K, dann (grad f)(p) := (01 f(p),...,0nf(p)) € K™
[ total diffbar = D f(p) - £ = ((grad f)(p) | £).

Aufgabe 8.24 212 4 62
CrLR3 2 173
Voraussetzung Sei f: R®> — R?, (21,22, 23) — <$3 log(1 + 252) — 7 sin(m12)>

Behauptung f ist total differenzierbar.
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9 ZENTRALE SATZE UND ANWENDUNGEN DER DIFFERENZIALRECHNUNG

Beweis Es gilt
5= (50 5
gt(r) §2(a)

_ T3 eT2xq
~ \—wycos(x1?)2x1 — sin(x12) log((1 + z3%)) + 3 1142;332 :

Df(x): R® = R* & Jp(p) - €. O

Aufgabe 8.25 (Gege;lbeispiel) 2 falls (z,y) # (0,0)
Voraussetzung f:R* — R, (z,y) — { & 1Y
0 falls (x,y) = (0,0)

Behauptung f ist in (0,0) partiell differenzierbar.
f ist in (0, 0) nicht total differenzierbar.

Beweis 0;f(0,0)

o(t) := f((0,0) +(1,0))
(alf)(oa 0) = (ae1f)(07 0) =
02f(0,0) =0

Kandidat fiir die Ableitung in 0: Df(0,0)e; = (81 f)(0,0) = 2, J;(0,0) = (1 0)

T:R2— R, ¢ — J;(0,0)¢ = (10) (Z) =&

&%
£124622 &1

3

O)th-‘rO:t
)

I
()0/

|Rs(0.0)] _ |£(0,6)—f(0)-T-¢| _ _ at-a’-68®| | g

— — — - _ _lalle)®
[GEAP 1€l €l @+l e 21e,2

3
(&12462)2

9 Zentrale Satze und Anwendungen der Differenzialrechnung

Generalvoraussetzung 9.1 E, F Banachrdaume. U C E offen, p e U, f: U — F.

Satz 9.2 (Mittelwert-Ungleichung) Seien p,x € U so, dass [p,z] C U und f ist
in jedem Punkt aus |p, z| differenzierbar und f ist in jedem Punkt aus { p,z } stetig.

Dann folgt |1£(z) = /)l < sup [1DF(W)loplle =
ue|p,r

Aufgabe 9.3
Voraussetzung Sei U # () offen und zusammenhéngend und es gelte D f = 0.

Behauptung f ist konstant.
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9 ZENTRALE SATZE UND ANWENDUNGEN DER DIFFERENZIALRECHNUNG

Beweis (ZusammenhangschluB) (Ansatz) Wihle y € f(U), setze U := f~*({y }) # 0.

U ist abgeschlossen: klar da f stetig.

U ist offen: Sei # € U (d.h. f(z) = y) Wihle & > 0 mit K(z,¢) C U. Zeige V C U.
Sei #’ € V. Da V konvex ist, ist [z,2] € V C U. Mit Mittelwert-Ungleichung folgt:
If(z) = f@)l < Oflz — 2’| = 0 also ist f(a') = f(z) =y, alsoa’ € T ({y})=U. 0o
Aufgabe 9.4

Voraussetzung Fiir a,b € R definiere g : R — R,z +— 2e+a, h: R — R,z s (bz+3)2.
f = (glr<o U hlrs,)-

Behauptung f ist differenzierbar < (a,b) = (7, 3).

Beweis Aus g(0) = (0) und ¢’(0) = '(0) folgt f stetig in 0 und differenzierbar.
9(0) =h(0) < 24+ a =32« a=7und dann ¢'(0) = K/(0) < 2 =6b < b= 1. 0

Satz 9.5 (Monotoniekriterien) Seien a,b € R mit a < b. Sei h : [a,b] — R eine
stetige Funktion, die in jedem Punkt von |a, b] rechtsseitig differenzierbar ist. Dann gilt

(1) h konstant <V x € ]a,b[ : A/, (z) = 0.
(2) h monoton steigend (fallend) &V x € Ja, b : b/ (z) > 0 (A (x) < 0)

(3) h streng monoton steigend (fallend) <V z € Ja,b] : 1/, (z) > 0 (B, () < 0) und
{z €a,b[ | W, (z) =0} kein Intervall positiver Léinge enthlt.

Aufgabe 9.6
Voraussetzung Sei y € Ry und n € N>,
definiere f : Rug — Rsg, 2z — = (yz' ™" + (n — 1))

n

Behauptung (Monotonieintervalle bestimmen)
f‘]o vl ist streng monoton fallend. f\[w oo ist streng monoton steigend.

f besitzt genau ein Extremum, nédmlich ein globales Minimum in {/y.

Beweis f ist differenzierbar und fiir alle x € Ry gilt f/(z) = 2((1 —n)yz "+ (n—1))
also gilt fiir alle x € Ryq:

f2) <0 —(n—1yz "+ (n—-1)<0& —yz " +1<0
sr"<ysr< Yy

Die gleiche Rechnung zeigt f'(z) =0 <z = {/y. O

Satz 9.7 (Umkehrsatz) f~! in p diffbar und q := f(p), so ist Df~1(q) = Df(p)~*.
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9 ZENTRALE SATZE UND ANWENDUNGEN DER DIFFERENZIALRECHNUNG

Satz 9.8 (Umkehrsatz) Sei E = K = F. Sei f injektiv und in p differenzierbar, und
q = f(p) sei Haufungspunkt von f(X). Dann gilt

(1) f~!ist in ¢ differenzierbar< f~! ist in ¢ stetig und f’(p) # 0.

(2) Ist £~ in ¢ differenzierbar, so ist (f =) (f(p)) = %.

Aufgabe 9.9
Voraussetzung Sei f : ]—g, 5 [ — R,z — tanz.

Behauptung f ist injektiv und f~! ist differenzierbar mit (f=!)(¢) = ﬁ.

sinly 7«
|-33]

cos |] T T

22
2

f(x) = W =1+ iéfzf; = 1+ tan?z > 0. Also ist f streng monoton steigend,

insbesondere injektiv, weiter ist f’ stetig. Nach Umkehrsatz ist f’ differenzierbar. Sei
p €l und ¢:= f(p) dann gilt (f~1)'(q) = f/%p) = 1+(tinp)2 = 1+1q2- O

Beweis Es gilt f = , also ist f differenzierbar und fir alle x € I gilt:

Aufgabe 9.10 22
Voraussetzung f:R? — R? (z,y) — € oSy,
sinh(zy)
Behauptung f ist in einer Umgebung von p := (1,0) invertierbar und die Umkehrab-
bildung ist differenzierbar in (e, 0) = f(p).

Beweis (sinh(z) = €=¢—, cosh(z) = “%f— und sinh’ = cosh, cosh’ = sinh.)

2xe®” cos Y —e siny . . . .
= . t stet 1 t Df stetig.
Ji(z,y) (ycosh(:ry) 2 cosh(zy) (x,y) — Jp(z,y) ist stetig, also ist Df stetig
1
Jp(1,0) = <2egé 0 ?) J£(1,0) ist invertierbar mit (J¢(1,0))"! = (206 (1)>
Umkehrsatz = Behauptung, und Jy-1(e,0) = J;-1(f(1,0) = (J¢(1,0)) " 0

Satz 9.11 (Differenzierbarkeit von Grenzfunktionen) ...

In—f _ g
Il — g gleichméaBig =g=1

Aufgabe 9.12

Voraussetzung I C R sei kompaktes Intervall,

fiir alle f € CY(I, f) = { f € C(I, f) | f ist stetig differenzierbar }.
ller = 1 llni + 1 N Sei X == (CHL F), [|-llcn)-

Behauptung X ist ein Banachraum.
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9 ZENTRALE SATZE UND ANWENDUNGEN DER DIFFERENZIALRECHNUNG

Beweis Sei (fy),en € X eine Cauchy Folge. € > || fllcr = ([ flluw wnd [|fllcr = (1 i

1 = fmlluni < W fn = fnllen <€

Dann sind (fy),cy und (f'), ey Cauchy Folgen beziiglich ||.||,.;, also existieren f,g €

C(I, F) mit f, i, ¢y pr Laniy g 1st differenzierbar und f' = g.
||f - anCl = ||f - anunl + H(f fn) ||un1 . O

Satz 9.13 (Regel von ’Hopital) Sei I ein nicht-leeres offenes Teilintervall von R,
und sei b einer der Randpunkte von I in R. Ferner seien f : I — Fund g : I — R
differenzierbare Funktionen mit
(H)Vzel:g(x)#£0.

(2) a) lim f( ) =0 und lim g(ac) = 0 oder b) lim g(x

Falls dann hrr}) g Er)) existiert, so existiert auch hm f é

—p 9\T

€ {—o0,+ }.

f(z) _ lim f'(z)
p9(@) — o9 (@)

)
z)
)

und es gilt 11m

Aufgabe 9.14
Behauptung hm

ilogcost __ i
0 log(1+t2) —  2°

Beweis Definiere

f:]0,2[— C,x — 1log cos(z)

9:10,2[ = R,z — log(1 + z?)

Dann sind f:9 diﬁ'erenzierbar und es gilt nach Kettenregel fiir alle x € }O, 1 [:

f'(x) =172 und ¢'(2) = 243, d.h. ¢'(2) > 0 und es gilt lir%f(x) = lirr(l)g(x) =0.
xr— xr—

Cosx

Fiir allexE]O [gilt 50 = jonm et _ _; (4o8)  sing 220, 4
1

x—0

1 ),
2 (I'Hopital)

Nach Hopital folgt: Es ex. der Grenzwert x — 5 (( ; flir x — 0 und lim g 83 lim Ly Ew? =

=

- O
Aufgabe 9.15
Behauptung Y~ — 1 fir ¢t — +oo.
Beweis (1. Versuch I'Hopital) Definiere
f:R>O—>R,tF—) \/1+t2
g:Rog—-Rt—t
() = 2t ¢ (1) — @)t
VtER>: f()—Qm—mundf’(t)—l;‘g'(t) = Vit
(2. Versuch) Es gilt Y- Ht Y 1+t2 % . Wurzel ist stetig, also kann man den
Limes reinziehen, also hm % thm =+ 1) LNy O
—00

Aufgabe 9.16
Behauptung hH(l) x* =1.
€Tr—



10 INTEGRATION

Beweis (Idee) Yo - R>0 B r— exp(x log I) = exp (l0935> .

1 O

10 Integration
Definition 10.1
Sei I C R ein kompaktes Intervall (d.h. I = [a,b] (a,b € =
R) und F ein K-Banachraum. Sei f : I — F. f heifit
Treppenfunktion, falls es k € N und to,...,tx € I so gibt,
dass f|j,_, +, konstant ist fiir allet € { 1,...,k }.
S(I,F):={g:1— F| g ist Treppenfunktion } =t0 751 ta 13 ta
Bs gilt S(I, F) C B(I, F). a b

k
Sei f € S(I, F). Dann definiere [ f:= > (t; —ti—1)f(i),

i=1
wobel T; € ]ti_l,ti[
10.1 Eigenschaften des Integrals auf S(I, F)
Satz 10.2 (1) (S(I,F),|.|lo) ist normierter Raum (nicht vollstédndig).
(2) [:S(I,F)— F,g+~ [ gist stetig und linear mit HfHOp <|If9llp < (—0a)-llgll

fir alle g € S(I, F).

(3) Monotonie des Integrals:
J(-) ist monoton steigend, d.h. V f,ge S(I,F): f<g= [f<[g

(4) Vertauschen mit linearen Abbildungen:
Sei T: F — G linear und f € S(I,F) dann gilt [To f =T ([ f)

Satz 10.3 R([,F) = S(I, F)”'”"O, d.h. fir jedes g € R(I,F) existiert eine Folge
(9n)pen € S, F) mit (gn),,cy konvergiert gleichmissig gegen g (9, —— ).

oo

Satz 10.4 Sei (fy),cy eine Folge in R(I, F) und sei f € F!. Konvergiert (f,)

gleichmaissig gegen f, so ist f aus R(I, F) und es gilt lim [ f, = [ f.
(Das Integral hangt nicht von der Wahl von (fy,),,cy ab.)

neN
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10.2  Eigenschaften des Integrals auf R(I, F') 10 INTEGRATION

10.2 Eigenschaften des Integrals auf R(/, F')

Satz 10.5 (1) Invarianz auf endlichen Mengen.
2) f,seR(LR): f<g= [f<[g (Monotonie)

4

(2)
B) VfeRUFE):||[fllp= [z < (—a)—]|fllo (Kontraposition A Ungleichung)
(4) Vertauschbarkeit mit stetigen linearen Abbildungen.

(5)

5) Integral ist stetig und linear ([ : R(I, F) — F))
Falls F = Fy x Fa, f = (f1,f2) = [ [ = ([ f1. [ f2)
(6) Fiir F=Cgilt f=Ref+ilmf= [f= [Ref+i[Imf

10.3 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition 10.6 Sei f € R(I, F). F : I — F heifit Stammfunktion von f falls F' = f.

Satz 10.7 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Satz 10.8 (fg)' = f'g+ f¢’ und (f o g)'(z) = f'(g(x))g (z)

Satz 10.9 (partielle Integration) Seien f,g € C(I,C) und a,b € R dann gilt

b b
/ fgdt = folb — / fq di
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10.4 Beispiele 10 INTEGRATION

Satz 10.10 (Substitutions-Regel) Seien ¢,d € R und sei ® : [¢,d] — I eine stetig-
differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir jede stetige Abbildung g : I — F*:

o(d) d
/ o(t) dt = / & (5)g(®(s)) ds
D(c) c

10.4 Beispiele

Beispiel 10.11

it gy 1 it|?™ _ 11 _
bfedt—ie‘o_i L =0.

27 2 27 27
oder [eltdt= [(cost+isint)dt= [(cos(t))+ [isintdt= sint|2" + i(—cost)[Z" = 0.
0 0 0 0
Beispiel 10.12 T
[t et dt=tletPT 1 /elt dt = —2mi
o Y A
g(t) f'(t) 0
=0

Beispiel 10.13
Voraussetzung Sei f: R — R,z — xcosz.

Behauptung ¢g: R — R,z — xsinz 4 cosx ist eine Stammfunktion von f.

Beweis (Idee) Wegen dem Hauptsatz gilt F(z) := [ f(t)dt =

0 —g

t cost dt = tsint|, —
u

1
g9(z) f'(x)

T

[sintdt = zsinx — csinc — [— cost]; = zsinx + cosz — csine — cos ¢

C

(Beweis) Ableiten. 0

Aufgabe 10.14 JT

Behauptung Es gilt [ 23 cos(z?)dz = —1.
0

Beweis (Physikermethode) u = 22, also du = 2xdx
J7

[ a3 cos(z?)dz = [ a3 cos(u)x du= 3 [ucosudu = ...
0 0 0
(Beweis)

® : [0,/7] — [0,7],x — 22 ist stetig differenzierbar.
g:[0,7] = Ruw %u cosu ist stetig.

v VT d o(d) m
/33 cos(s%) ds = /28%82 cos(s%) ds = /@’(s)g(@(s))ds B / g(t)dt = %/tcostdt
0 0 c a(c) 0
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10.5 uneigentliche Integrierbarkeit 10 INTEGRATION

Aufgabe 10.15 %

5]
Behauptung Es gilt [ L= dv=...
0

1—v

Aufgabe 10.16 2 b
Behauptung Es gilt [ mdm =... und fmdm =...
7 a

Beweis (Partialbruchzerlegung) ... 0

10.5 uneigentliche Integrierbarkeit
Bemerkung 10.17

4 . 1
lo%x/
T T = T T
| o o 1 2 7 1 2 k7"

-1 4 14+

Fr@ydt A(LF) = ST w1 F)CBUF) [logtdi= ...
a 0

Motivation
k e

(1) unbeschrénkte Integranten x +— -5, [ 13 do bzw. [ 5 da
1 1

(2) unbestimmte Integrationsintervalle
Sei J C R Intervall f : J — F. f heifit lokal integrierbar, falls fiir alle kompakten
Teilintervalle L von J, f|; integrierbar ist.

<e lim [f)dt=....
:E*)OOO

a
[ de—y
1

Aufgabe 10.18 oo
Behauptung Das uneigentliche Integral [ 1—1—% existiert nicht.
0

Beweis Sei f : [0,00] — R,z — 1352+ Dann ist f lokal integrierbar, weil f stetig ist
und somit insbesondere auf Kompakte beschrankt (und regelintegrierbar). Sei & > 0.
k

k k k
Dann gilt [ f(z)dz = [ s de = 5/ 133;2 dr = §log(1+2%)|; = 3log(1 + k?). Da
0 0 0

k !/
lim [ f(x)dx = +o0, ist f nicht uneigentlich integrierbar. Bemerkung: (logof) = fT-D

k—o0 0

Aufgabe 10.19 1
. 29 _ 4
Behauptung Es gilt of A = 15
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11 POTENZREIHEN

Beweis Definiere f : [0,1] — R,z — \/% f ist lokal integrierbar, weil stetig. Sei

4

1
k€10,1[. Setze u = V1 — 125 = (1 —2%)2 & 25 =1 — v? und du = £ Z_-dz dann gilt

1—x5
k V1—Ek> 1—Ek5 V1—Ek>
z9 2/1—ab 2 5 _ 2 2
/\/75 / TR du = —¢ / r’du=—% / 1—u”du
0 1 1 1

1—k5 S——
g 2 2 4 ; 4
Es folgt 1 bf —de=—-%—(-3) =15, dh. b[f(x)dx =4 .

Aufgabe 10.20 oo
Behauptung Es gilt f WeI(Em) 1+x) dx = .

Beweis ... 0
oo k

Bemerkung 10.21 [ —2ze~®" dx # klim / —2ze¢~*" dz (im Allgemeinen)
% —00

o0 2 0 2 o0 2

[ —2ze ™ dr= [ —2ze * dx+ [ —2xe ™ dx (falls diese existieren)

—00 —00 0

11 Potenzreihen

Bemerkung 11.1 Man méchte Funktionen betrachten von der Form
o0

z= > 2"a, mit (ay),ey € FN.
n=0

Satz 11.2 Sei a = (ap),cy € F". Dann heifit

R = % Konvergenzradius von a und es gilt C |z| > R
lim sup ||an|| ™ %
VzeK:|z| <R= (2"an),cy ist absolut summierbar
VzeK:|z| >R= (2"an),cy ist nicht summierbar. /

Satz 11.3 Ist a, # 0 fiir alle n € N und existiert [ := lim ”T‘Z*ﬁ”, dann existiert auch
n—oo
1
: = : _ 1 llan]]
nlg]go |an||» und es gilt R = T nh_m Tl

lim_ [l
n—o0
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11 POTENZREIHEN

Beispiel 11.4

oo
(1) Z Z 12" mit |z| > 1 nicht summierbar (R = 1)
n=1
oo
(2) z— Z 12" mit z = 1 nicht summierbar (harmonische Reihe) (R = 1)
n=1

konvergiert mit z = —1 nach Leibniz

o0
(3) Z Z 12" konvergiert mit |z| = 1 nach Majorantenkriterium (R = 1)
n=1
Aufgabe 11.5 o
Behauptung (1) Y 52" = exp(z) — 1 hat Konvergenzradius R = co.
n=1

o0
(2) n;l(l + %)"2 - 2™ hat Konvergenzradius R = ﬁ

Beweis (1) —2— = (ntlll)n! "%, +00 (Quotientenkriterium)
(n+1)!

o0

2) P(2) = 3 (14 1) (22") mit

n=1, I |

n
sonst

{(1 + 5" falls k=20

ag zk

Es gilt {/ (1 + %)n2 = (1+1)" === ¢ also hat w — i (1+ %)nz w™ Konvergenzra-
n=1

dius % Also gilt

P(z) konvergiert fiir |2%| < 1 (d.h. |2 < ﬁ)
P(z) konvergiert nicht fiir |22| > 1 (dh |2] > ﬁ)

0 falls k ungerade . 2 7 oo
Vi = { J(1+1)? falsk=2n 2\/@:\/(”%) — Ve o

Satz 11.6

Sei F' ein Banachraum, a € FY mit Konvergenzradius R > 0. C
o0

Dann definiert f : Kg(0,R) — F, z — > 2"a, eine ste- %
n=0

tige Funktion und fiir alle r € ]0,R[ gilt Fy : Kg(0,7) —

N ¥
F,z — ) 2"a, fir alle N € Ny, definiert eine Funktionenfol- \/é

n=0
ge (FIV) yen,, die gleichméssig gegen f ‘KK(O ») konvergiert.
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12 TAYLOR POLYNOME

Beispiel 11.7

(W exp:K— Kz > 25 (2)cos(z) = 3 GRE2 (3) sin(z) = go

n=0 k=0

Beispiel 11.8
243z _ z+3 z—0 3
b5x 5

[S3

1
cos(x)—1 _ —3x*+> ... 0

cos(zx) =

D=

)k S2k+1

2k+1

Satz 11.9 Potenzreihen sind unendlich oft differenzierbar.

fall >0
Voraussetzung f:R — R,z — ! 9 ot

Aufgabe 11.10 9
{—x falls z < 0

Behauptung f ist unedenlich oft differenzierbar.

. 2x falls z > 0
Beweis f'(z) = Cor fallsa <0 2|z =2/

Ableitung in 0 ist 0, da rechts- und linksseitige Ableitung Null ist.

12 Taylor Polynome

k . .
Definition 12.1 P(z) = > (z —p)laj = a; = %P(J)(p)
Jj=0

i=0

2 o
Satz 12.2 f sei k-mal differenzierbar. (T, f)(z) :== > (x — p)ﬂw

7!

Satz 12.3 (Taylor-Ungleichung)
1f (@) = Tpp-1f @) < |z = pl*sup { [ fE@)] | v €p, [ }

Beispiel 12.4

fiRoy — R o log(l+z). (f(x >=1+%’ f(x) = — e (@) = 2k )

Es gilt fU)(z) = (=1)771(j — 1)! (1+CE) (Beweis durch Induktion)

£90) _ =it

ag = log(1) =0, fiir j > 0 setze a; := i

1
J
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13 LOKALE EXTREMSTELLEN

IR Ve
= To’kf(w) = Z

J=0_ "~
a;

v =z — 51’24- izl F.

9\ ~
log' (E) —_ 1 1 1 1 1 316
Seip=0,k=42=—q Tosf(—*o)z—(m+m+m)_—m*—ovl

[log 15 = (Toaf) (—16) || < 53707 Sup{ ’_ﬁ} ‘ u€ |- 11070[} = 51107 6 = 600

Beispiel 12.5

(aj)jen auf eine Potenzreihen Funktion Fi]-1,1] - Rz — ]Z (= 1]) 27, Dann gilt
f(.?U) = f(z) = log(l + z) fir alle z € |1, 1]

f'<w>=j§ Sy =2 () = = e

—_

13 Lokale Extremstellen

Satz 13.1 Sei f: E — R. f besitze in p € E eine lokale Extremstelle, dann gilt:
f differenzierbar = D f(p) =

Bemerkung 13.2 E=K". f: K" D U — R partiell differenzierbar.
O1f:U—-R, 00, f :U—R,
NOaf = 0201 f.

Aufgabe 13.3
Voraussetzung Sei f: R? = R, (z,y) — 3?(1 — 2) — 2%(x + 1).

Behauptung (— ,O) ist ein lokales Minimum.

Beweis 1. Schritt: Sei (z,y) € R?: 01 f(z,y) = —y* — 32> —2z und O f (z,y) = 2y(1 —x)
Zwei Kandidaten fiir Extremstellen (0,0), (—%,0). Ferner gilt fiir alle (z,y) € R%:

o f(x,y) = —6x — 2 o f(z,y) = -2y
D201 f(,y) = =2y 0202 f (2, y) = 2(1 — )
8lalf Y 8182f($,y) _ —6x — 2 _2y
Hess f(z,9) (azalf r,y) %def(xy)) ~\ 2y 2(1-a)
Hess f(0,0) = < 2 g) ~ Kigenwerte: —2,2
Hess f(— = ( 0> ~ Eigenwerte: 2,%
3
Alos ist (—%,0) ein lokales Minimum 0
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A
Abschluf}, 9
Archimedes-Eigenschaft, 5

B

Banachraum, 23
Beriihrpunkt, 9
Bernoulli-Ungleichung, 5
Binomische Formel, 3

C

Cauchy-Folge, 17, 19, 23
Cauchy-Folgen-treu, 24
Cauchy-Kriterium, 17
Cauchy-Verdichtung, 27

D

differenzierbar, 29
Frechet differenzierbar, 29
total differenzierbar, 29

E
Einschniirung, 15

F
Fixpunkt, 14

G
geometrische Reihe, 18, 26
Grenzwert, 14

H

héufungskompakt, 28
Haufungspunkt, 9, 28
Halbmetrik, 20
halbmetrischer Raum, 20
Halbnorm, 21
halbnormierter Raum, 21

Hauptsatz der Differential- und Integral-

rechnung, 38
hausdorffsch, 10
Heine Borel, 28

45

K
Korper
angeordneter Korper, 3
Kettenregel, 31
konvergent, 20
gleichméssig konvergent, 25
punktweise konvergent, 25
Konvergenzradius, 41

L

I’Hopital Regel, 36
Leibnizkriterium, 27
Lipschitz-Konstante, 23

M
Majorantenkriterium, 18
Menge
abgeschlossene Menge, 9
offene Menge, 8
Metrik, 20
metrischer Raum, 20
Mittelwert-Ungleichung, 33
monoton
monoton fallend, 3
monoton steigend, 3
Monotoniekriterien, 34

N

Norm, 21

normierter Raum, 21
Nullstellenmenge, 13

0]

offen, 9, 21, 22
offene Menge, 8
offene Umgebung, 8

P

Partialbruchzerlegung, 19
partielle Ableitung, 32
partielle Integration, 38
Produktregel, 31
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Index

Q

Quotientenkriterium, 27
Quotientenregel, 31

S

Sandwichprinzip, 15
separiert, 10
Stammfunktion, 38
Standardtopologien, 9
stetig, 10, 22, 23

gleichméssig stetig, 23

Lipschitz stetig, 23
Substitutions-Regel, 39
Summe, 18, 26
Summenregel, 30
summierbar, 18, 26

absolut summierbar, 26

Supremum, 5

T

Taylor-Ungleichung, 43
Teleskopsumme, 19
Topologischer Raum, 8
Treppenfunktion, 37

U
Umgebung, 8

offene Umgebung, 8
Umbkehrsatz, 34

Vv
vollstandig, 23

\)\%
Wurzelkriterium, 27

Z
zusammenhangend, 13
Zwischenwertsatz, 14
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