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Vorwort

In dieser Vorlesung werden forgeschrittene Programmierkonzepte, die iiber die in den ers-
ten Studiensemestern erlernte Programmierung hinausgehen, vorgestellt. Dabei wird an-
hand verschiedener Programmiersprachen der Umgang mit den Konzepten der wichtigs-
ten Programmierparadigmen vermittelt. Moderne funktionale Programmierungstechni-
ken werden am Beispiel der Sprache Haskell gezeigt. Logische und Constraint-orientierte
Programmierung wird in der Sprache Prolog vermittelt. Konzepte zur nebenldufigen und
verteilten Programmierung werden mit der Sprache Java vorgestellt und geiibt.

Dieses Skript basiert auf der Vorlesung vom SS 2012 und ist eine iiberarbeitete Fassung
einer Mitschrift, die urspriinglich von Nick Priths im SS 2009 in ATEX gesetzt wurde. Ich
danke Nick Priihs fiir die erste IXTpX-Vorlage und Bjérn Peemdller und Lars Noelle fiir
Korrekturhinweise.

Noch eine wichtige Anmerkung: Dieses Skript soll nur einen Uberblick iiber das geben,
was in der Vorlesung gemacht wird. Es ersetzt nicht die Teilnahme an der Vorlesung,
die zum Verstdndnis der Konzepte und Techniken der fortgeschrittenen Programmie-
rung wichtig ist. Ebenso wird fiir ein vertieftes Selbststudium empfohlen, sich die in der
Vorlesung angegebenen Lehrbiicher und Verweise anzuschauen.

Kiel, Juni 2013 Michael Hanus

P.S.: Wer in diesem Skript keine Fehler findet, hat sehr unaufmerksam gelesen. Ich bin fiir
alle Hinweise auf Fehler dankbar, die mir personlich, schriftlich oder per E-Mail mitgeteilt
werden.
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1 Funktionale Programmierung

Die funktionale Programmierung bietet im Vergleich zu klassischer imperativer Program-
mierung eine Reihe von Vorteilen:

e hohes Abstraktionsniveau, keine Manipulation von Speicherzellen

e keine Seiteneffekte, deshalb leichtere Codeoptimierung und bessere Verstandlichkeit
e Programmierung iiber Eigenschaften, nicht iiber zeitlichen Ablauf

e implizite Speicherverwaltung

e einfachere Korrektheitsbeweise, Verifikation

e kompakte Quellprogramme, deshalb kiirzere Entwicklungszeit, lesbarere Program-
me, bessere Wartbarkeit

e modularer Programmaufbau, Polymorphismus, Funktionen héherer Ordnung, Wie-
derverwendbarkeit von Code

In funktionalen Programmen stellt eine Variable einen unbekannten Wert dar. Ein Pro-
gramm ist Menge von Funktionsdefinitionen. Der Speicher ist nicht explizit verwendbar,
sondern wird automatisch verwaltet und aufgerdumt. Ein Programmablauf besteht aus
der Reduktion von Ausdriicken. Dies geht auf die mathematische Theorie des A-Kalkiils
von Church [I] zuriick. Im folgenden fithren wir die rein funktionale Programmierung
anhand der Programmiersprache Haskell [7] ein.

1.1 Funktions- und Typdefinitionen

In der Mathematik steht eine Variable fiir unbekannte (beliebige) Werte, so dass wir dort
oft mit Ausdriicken wie

2 —4r+4=01=2
arbeiten.

In imperativen Sprachen sehen wir hingegen haufig Ausdriicke wie
r=x+1

welche einen Widerspruch zur Mathematik darstellen. In der funktionalen Programmie-
rung werden, wie in der Mathematik, Variablen als unbekannte Werte (und nicht als
Namen fiir Speicherzellen) interpretiert!

Wiéhrend Funktionen in der Mathematik zur Berechnung dienen, verwenden wir Prozedu-
ren oder Funktionen in Programmiersprachen zur Strukturierung. Dort ergibt sich aber



wegen Seiteneffekten kein wirklicher Zusammenhang. In funktionalen Programmierspra-
chen gibt es jedoch keine Seiteneffekte, somit liefert jeder Funktionsaufruf mit gleichen
Argumenten das gleiche Ergebnis.

Funktionen kénnen in Haskell folgendermafen definiert werden:

fx1 ... xXn=-¢e

Dabei ist £ der Funktionsname, x1 bis xn sind formale Parameter bzw. Variablen, und e
ist der Rumpf, ein Ausdruck iiber x1 bis xn.

Ausdricke konnen in Haskell wie folgt gebildet werden:
1. Zahlen: 3, 3.14159
2. Basisoperationen: 3 + 4,5 * 7

3. Funktionsanwendungen: (f el ... en). Die Aubenklammerung kann entfallen,
falls dies aus dem Zusammenhang klar ist.

4. Bedingte Ausdriicke: (if b then el else e2)

Nehmen wir an, die Quadratfunktion
square X = X * X

sei in einer Datei square.hs gespeichert. Dann kann man die Interpreter hugs oder ghci,
welche sich im Verzeichnis “haskell/bin/ befinden, verwenden wie folgt:

> “haskell/bin/ghci
GHCi, version 7.4.2: http://www.haskell.org/ghc/ :7 for help

Loading package ghc-prim ... linking ... done.

Loading package integer ... linking ... done.

Loading package base ... linking ... done.

Prelude> :1 square

[1 of 1] Compiling Main ( square.hs, interpreted )

Ok, modules loaded: Main.
*Main> square 3

9

*Main> square (3 + 1)
16

*Main> :q

Leaving GHCi.
Eine Funktion zur Berechnung des Minimums zweier Zahlen kann in Haskell so aussehen:
min x y = if x <= y then x else y

Als néchstes betrachten wir die Fakultatsfunktion. Diese ist mathematisch wie folgt de-
finiert:



scpaare (3 4+ 1)

2+ 1) * (2 + 1) square 4
4 * (3 + L] 13+ 1) * 4
\/ i d
q * 4
lE

Abbildung 1.1: Mdogliche Auswertungen von Funktionen

| {1, falls n =0
nl =

n-(n—1)!, sonst
In Haskell setzen wir diese Funktion so um:

facn = if n == 0 then 1 else n * fac (n - 1)

1.1.1 Auswertung

Die Auswertung von Funktionsdefinitionen in Haskell erfolgt durch orientierte Berech-
nung von links nach rechts: Zuerst werden die aktuellen Parameter gebunden, also die
formalen Parameter durch die aktuellen ersetzt. Dann wird die linke durch die rechte
Seite ersetzt.

Abbildung zeigt, auf welche Art und Weise Funktionen ausgewertet werden kénnen.
Der rechte Ast zeigt, wie eine Funktion in Java auswertet wird, der linke &hnelt der
Auswertung in Haskell, wenn man doppelte Berechnungen wie die von 3 + 1 weglésst.

Als weiteres Beispiel folgt die Auswertung eines Aufrufs unserer Funktion fac:



fac 2 = if 2 == 0 then 1 else 2 * fac (2 - 1) (1.1)
= if False then 1 else 2 * fac (2 - 1) (1.2)
= 2 x fac (2 - 1) (1.3)
= 2 x fac 1 (1.4)
= 2% (if 1 == 0 then 1 else 1 * fac (1 - 1)) (1.5)
= 2 x (if False then 1 else 1 * fac (1 - 1)) (1.6)
= 2% 1% fac (1 - 1) (1.7)
= 2% 1 % fac 0 (1.8)
= 2% 1% (if 0 == 0 then 1 else 0 x fac (0 - 1)) (1.9)
= 2 % 1 % (if True then 1 else 0 * fac (0 - 1)) (1.10)
= 2x1 %1 (1.11)
= 2 %1 (1.12)
— 2 (1.13)

Wir méchten nun eine effiziente Funktion zur Berechnung von Fibonacci-Zahlen entwi-
ckeln. Unsere erste Variante ist direkt durch die mathematische Definition motiviert:

fibl n = if n ==
then O
else if n == 1
then 1
else fibl (n - 1) + fibl (n - 2)

Diese Variante ist aber dufierst ineffizient: Ihre Laufzeit liegt in O(2").

Wie kénnen wir unsere erste Variante verbessern? Wir berechnen die Fibonacci-Zahlen
von unten: Die Zahlen werden von 0 an aufgezdhlt, bis die n-te Zahl erreicht ist: 0 1 1 2
3 ... fib(n).

Diese Programmiertechnik ist bekannt unter dem Namen Akkumulatortechnik. Hierzu
miissen wir die beiden vorigen Zahlen stets als Parameter mitfiihren:

fib2’ fibn fibnpl n = if n ==
then fibn
else fib2’ fibnpl (fibn + fibnpl) (n - 1)

fib2 n = £fib2’ 0 1 n

Dabei ist fibn ist die n-te Fibonacci-Zahl, fibnp1 die (n + 1)-te. Dadurch erreichen wir
eine lineare Laufzeit.

Aus softwaretechnischer Sicht ist unsere zweite Variante aber unschon: Wir wollen natiir-
lich andere Aufrufe von £ib2? von aufien vermeiden. Wie das funktioniert ist im nachsten



Abschnitt beschrieben.

1.1.2 Lokale Definitionen

Haskell bietet mehrere Mdéglichkeiten, Funktionen lokal zu definieren. Eine Moglichkeit
stellt das Schliisselwort where dar:

fib2 n = fib2’ 0 1 n
where fib2’ fibn fibnpl n =
if n ==
then fibn
else fib2’ fibnpl (fibn + fibnpl) (n - 1)

where-Definitionen sind in der vorhergehenden Gleichung sichtbar, aufierhalb sind sie
unsichtbar.

Alternativ konnen wir auch das Schliisselwort let verwenden:

fib2 n =
let fib2’ fibn fibnpl n =
if n ==
then fibn

else fib2’ fibnpl (fibn + fibnpl) (n - 1)
in fib2’ 0 1 n

Dabei ist let im Gegensatz zu where ein Ausdruck. Das durch let definierte £ib2’ ist
nur innerhalb des let-Ausdrucks sichtbar.

let ... in ... kann als beliebiger Ausdruck auftreten: So wird

(let x = 3
y=1
in x +y) + 2
ausgewertet zu 6.
Die Syntax von Haskell verlangt bei der Definition solcher Blécke keine Klammerung
und keine Trennung der einzelnen Definitionen (z.B. durch ein Semikolon). In Haskell
gilt die Layout-Regel (off-side rule): Das néchste Symbol hinter where oder let, das kein
Whitespace ist, definiert einen Block:
e Beginnt nun die Folgezeile rechts vom Block, so gehort sie zur gleichen Definition.
e Beginnt die Folgezeile am Blockrand, so beginnt hier eine neue Definition im Block.

e Beginnt die Folgezeile aber links vom Block, so wird der Block davor hier beendet.

Lokale Definitionen bieten eine Reihe von Vorteilen:
e Namenskonflikte konnen vermieden werden

e falsche Benutzung von Hilfsfunktionen kann vermieden werden



f x
where|d v = ... ﬂ Bumpivon g (sichtbar: x v, 1§, g I k)

hi="= 1 #_f_,__ﬂ—f Bawrnpfvon h (sichtbar: x z,f, g I k)

Abbildung 1.2: Layout-Regel in Haskell

e bessere Lesbarkeit
e Mehrfachberechnungen kénnen vermieden werden
e weniger Parameter bei Hilfsfunktionen

Betrachten wir ein Beispiel zur Vermeidung von Mehrfachberechnungen: Statt der un-
iibersichtlichen Funktionsdefinition

fxy=y* U -y)+ @+x*xy)*x {1 -3)+x*y
schreiben wir besser

fxy=1leta=1-y
b=x=x*xy
iny*xa+ (1 +b) xa+b

Durch lokale Deklarationen mittels 1let und where ist es auch moglich, Parameter bei
Hilfsfunktionen zu sparen. Dies wird durch folgendes Beispiel deutlich:

Das Préadikat isPrim soll tiberpriifen, ob es sich bei der ibergebenen Zahl um eine Prim-
zahl handelt. In Haskell kdnnen wir dies wie folgt ausdriicken:

isPrimn = n /= 1 && checkDiv (div n 2)
where checkDiv m =
m==1 || mdnm/=0 & checkDiv (m - 1)

Hier driickt /= Ungleichheit aus, && steht fiir eine Konjunktion, || fiir das logische Oder
und div fiir die ganzzahlige Division.

In der letzten Zeile brauchen wir keine weitere Klammerung, da && starker bindet als | |.
Das n ist in checkDiv sichtbar, weil letzteres lokal definiert ist.



1.2 Datentypen

1.2.1 Basisdatentypen
Ganze Zahlen

Einen Basisdatentyp von Haskell haben wir oben bereits verwendet: ganze Zahlen. Tat-
séchlich werden in Haskell zwei Arten ganzer Zahlen unterschieden:

Int: Werte —231 ... 231 —1
Integer: beliebig grof (nur durch Speicher begrenzt)

Operationen: + - * div mod
Vergleiche: < > <= >= == /=

Boolesche Werte

Ein weiterer Basisdatentyp sind die booleschen Werte:
Bool: True False

Operationen: && || not == /=

Hier steht == fiir &quivalent, /= steht fiir das ausschliefende Oder (XOR).
Gleitkommazahlen

Gleitkommazahlen sind ebenfalls ein Basisdatentyp:
Float: 0.3 -1.5e-2

Operationen: wie Int, aber / statt div, kein mod

Zeichen

Und auch Unicode-Zeichen sind ein Haskell-Basisdatentyp:
Char: ’a’ ’\n’ ’\NUL’ ’\214°

Operationen (diese stehen in der Bibliothek Data.Char, die man mittels der Angabe
von “import Data.Char” zu Beginn des Haskell-Programms hinzuladen kann):

chr :: Int — Char
ord :: Char — Int



Mit “::” werden in Haskell optionale Typannotationen beschrieben, wie nachfolgend
weiter erlautert wird.
1.2.2 Typannotationen

Haskell ist eine streng typisierte Programmiersprache, d.h. alle Werte und Ausdriicke in
Haskell haben einen Typ, welcher auch annotiert werden kann:

3 :: Int

In diesem Beispiel ist 3 ein Wert bzw. Ausdruck, und Int ist ein Typausdruck. Weitere
Beispiele fiir Typannotationen sind:

3 :: Integer
(83 ==4) || True :: Bool
(3==(4 :: Int)) || True :: Bool

Wir kénnen auch Typannotationen fiir Funktionen angeben. Diese werden in eine separate
Zeile geschrieben:

square :: Int — Int
square X = X * X

Aber was ist der Typ von min (siche Abschnitt , der zwei Argumente hat? Dieser
wird folgendermafien aufgeschrieben:

min :: Int — Int — Int

Auch zwischen den Argumenttypen wird also ein Funktionspfeil geschrieben. Spéter wer-
den wir noch sehen, warum dies so ist.

1.2.3 Algebraische Datenstrukturen

Eigene Datenstrukturen kénnen als neue Datentypen definiert werden. Werte werden
mittels Konstruktoren aufgebaut. Konstruktoren sind frei interpretierte Funktionen, und
damit nicht reduzierbar.

Definition eines algebraischen Datentyps
Algebraische Datentypen werden in Haskell wie folgt definiert:
data 7 =Cy m11 ... Tipy | ... | Ck Tkl -+ Tkny

wobei

e 7 der neu definierte Typ ist



e (1, ..., C} die definierten Konstruktoren sind und

® Til,..., Tin; die Argumenttypen des Konstruktors C; sind, also
Ci tt i1 — -+ T, —T

gilt.

Beachte: Sowohl Typen als auch Konstruktoren miissen in Haskell mit Grofbuchstaben
beginnen!
Beispiele

1. Aufzdhlungstyp (nur O-stellige Konstruktoren):

data Color = Red | Blue | Yellow

definiert genau die drei Werte des Typs Color. Bool ist auch ein Aufzdhlungstyp,
der durch

data Bool = False | True

vordefiniert ist.

2. Verbundtyp (nur ein Konstruktor):

data Complex = Complex Float Float
Complex 3.0 4.0 :: Complex

Dies ist erlaubt, da Haskell mit getrennten Namensrdumen fiir Typen und Kon-
struktoren arbeitet.

Wie selektieren wir nun einzelne Komponenten? In Haskell verwenden wir pattern
matching statt expliziter Selektionsfunktionen (diese Moglichkeit wird spéater noch
genauer erlautert):

addC :: Complex — Complex — Complex
addC (Complex rl il) (Complex r2 i2) = Complex (ri+r2) (i1+i2)

3. Listen (gemischte Typen): Hier betrachten wir zunéchst nur Listenelemente vom
Typ Int:

data List = Nil | Cons Int List

Hier steht Nil fiir die leere Liste. Die Funktion append erlaubt das Zusammenhén-
gen von Listen:

append :: List — List — List
append Nil ys = ys
append (Cons x xs) ys

Cons x (append xs ys)



Dies ist eine Definition mit Hilfe mehrerer Gleichungen, wobei die erste passende
gewahlt wird. Ein Funktionsaufruf kénnte zum Beispiel so reduziert werden:

append (Cons 1 (Cons 2 Nil)) (Cons 3 Nil)
Cons 1 (append (Cons 2 Nil) (Cons 3 Nil))
Cons 1 (Cons 2 (append Nil (Cons 3 Nil)))
Cons 1 (Cons 2 (Cons 3 Nil))

In Haskell sind Listen vordefiniert mit:

data [Int] = [] | Int:[Int]

[1 entspricht Nil, “:” entspricht Cons und [Int] entspricht List.

WL

Dabei ist der Operator “:” rechtsassoziativ, also es gilt:
1:(2:(3: 1))

entspricht
1:2:3:[]

was auch noch wie folgt kompakt aufgeschrieben werden kann:
[1,2,3]

Auferdem bietet uns Haskell den in der Prelude vordefinierte Operator ++ statt
append:

(] ++ ys = ys
(x:x8) ++ ys = x : xS ++ ys

Operatoren sind zweistellige Funktionen, die infix geschrieben werden und mit Sonder-
zeichen beginnen. Durch Klammerung werden sie zu normalen Funktionen:

(++) :: [Int] -> [Int] -> [Int]
[1] ++ [2] entspricht (++) [1] [2].

Umgekehrt konnen zweistellige Funktionen durch einfache Gegenanfiihrungszeichen ¢. . .¢

infix verwendet werden:

div 4 2

kann auch wie folgt aufgeschrieben werden:

4 ‘div‘ 2

10



Fiir selbstdefinierte Datentypen besteht nicht automatisch die Moglichkeit, diese verglei-
chen oder ausgeben zu konnen. Hierzu kann man das Schliisselwort deriving hinter der
Datentypdefinition verwenden:

data MyType = ... deriving (Eq, Show, 0Ord)

1.3 Polymorphismus

Zur Definition universell verwendbarer Datenstrukturen und Operationen unterstiitzt
Haskell Typpolymorphismus. Um dies genauer zu erlautern, wollen wir als Beispiel die
Lange einer Liste bestimmen:

length :: [Int] — Int
length [] =0
length (_:xs) = 1 + length xs

Diese Definition funktioniert natiirlich auch fiir andere Listen, beispielsweise vom Typ
[Char], [Bool] oder [[Int]].

Allgemein konnte man also sagen:

length :: V Type 7 . [7] —Int

was in Haskell durch Typvariablen ausgedriickt wird:

length :: [a] — Int

Was ist der Typ von (++)7

(++) :: [al] — [a]l — I[al

Es koénnen also nur Listen mit gleichem Argumenttyp konkateniert werden. Wir betrach-
ten ein weiteres Beispiel:

last :: [al] — a
last [x] = x
last (x:xs)

last xs

Dies funktioniert, da [a] ein Listentyp ist, und [x] eine einelementige Liste (entspricht
x: [1). Die beiden Regeln diirfen wir aber nicht vertauschen, sonst terminiert kein Aufruf
der Funktion!

Wie koénnen wir nun selber polymorphe Datentypen definieren? Hierzu gibt es in Haskell
Typkonstruktoren zum Aufbau von Typen:

data K ai...am = C1 711 oo Ting | oo | Ck Tt oov Ty

11



Diese Datentypdefinitionen sehen also dhnlich aus wie zuvor, aber hier gilt:

e K ist ein Typkonstruktor (kein Typ)

® ai,...,a, sind Typvariablen

e 7;; sind Typausdriicke, welche Basistypen, Typvariablen oder die Anwendung eines

Typkonstruktors auf Typausdriicke sind.

Funktionen und Konstruktoren werden auf Werte bzw. Ausdriicke angewandt und er-
zeugen Werte. Analog werden Typkonstruktoren auf Typen angewandt und erzeugen
Typen.

Als Beispiel fiir einen polymorphen Datentyp wollen wir partielle Werte in Haskell mo-
dellieren:

data Maybe a = Nothing | Just a

Dann ist “Maybe Int” und auch “Maybe (Maybe Int)” ein zuldssiger Typ.

Falls in einem Typ ein Typkonstruktor auf Typvariablen angewandt wird, dann nennt
man den sich ergebenden Typ auch polymorph, wie in dem folgenden Beispiel.

isNothing :: Maybe a — Bool
isNothing Nothing = True
isNothing (Just _) = False

Ein weiteres gutes Beispiel fiir einen polymorphen Datentyp ist der Bindrbaum:

data Tree a = Leaf a | Node (Tree a) (Tree a)

height :: Tree a — Int
height (Leaf _) =1
height (Node tl tr) = 1 + max (height tl) (height tr)

In Haskell sind auch polymorphe Listen als syntaktischer Zucker vordefiniert wie:
data [a]l = [1 | a : [a]

Diese Definition ist zwar kein syntaktisch zuldssiges Haskell-Programm, sie kann aber
wie folgt verstanden werden: Die eckigen Klammern um [a] sind der Typkonstruktor fiir
Listen, a ist der Elementtyp, [] ist die leere Liste und : ist der Listenkonstruktor.

Aus diesem Grund sind die folgenden Ausdriicke alle gleich:

;) 1 () 2 (C:)y 30N
1:(2:@: [N

1 :2:3: 1]

[1,2,3]
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Nach obiger Definition sind also beliebig komplexe Listentypen wie [Int], [Maybe Bool]
oder [[Int]] moéglich.

Einige Funktionen auf Listen sind beispielsweise head, tail, last, concat und (!!):

head :: [a] — a
head (x:_) = x

tail :: [a] — [a]
tail (_:xs) = xs

last :: [a] — a

last [x] = x

last (_:xs) = last xs
concat :: [[al] — [al
concat [] =[]

concat (1:1s) = 1 ++ concat 1s

(') :: [al] — Int — a
(x:xs) !''!' n =if n == 0 then x
else xs !! (n - 1)

Fiir die letzte Funktion ist auch folgende Definition méglich:

(x:_ ) "1 0 =x
(L:ixs) "' n=xs!' (n-1)

Zeichenketten sind in Haskell als Listen von Zeichen definiert:
type String = [Char]

Hierbei leitet “type” die Definition eines Typsynonyms ein, d.h. einen neuen Namen
(String) fir einen anderen Typausdruck ([Char]).

Damit entspricht die Zeichenkette "Hallo" der Liste H’:%a’:?1?:21:%0?: []. Aus die-
sem Grund funktionieren alle Listenfunktionen auch fiir Strings: der Ausdruck

length ("Hallo" ++ " Leute!")

wird zu 11 ausgewertet.

Weitere in Haskell vordefinierte Typkonstruktoren sind:

e Vereinigung zweier Typen

data Either a b = Left a | Right b

Damit konnen zum Beispiel Werte ,;unterschiedlicher Typen® in eine Liste geschrie-
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ben werden:

[Left 42, Right "Hallo"] :: [Either Int String]

Vereinigungstypen konnen z.B. mittels Mustern verarbeitet werden, wie z.B.

valOrLen :: Either Int String — Int
valOrLen (Left v) = v
valOrLen (Right s) = length s

e Tupel

data (,) ab=(,) ab
data (,,) abc=¢(,) abc

Auch hierauf sind bereits einige Funktionen definiert:

(3,True) :: (Int,Bool)

fst :: (a, b) — a
fst (x, _) =x

snd :: (a, b) — b
snd (_, y) =y

zip :: [a] — [b] — [(a, b)]

zip [] _ 1

zip _ (] =0

zip (x:xs) (y:ys) (x,y) : zip xs ys

unzip :: [(a, b)] — ([a], [b])

unzip [] = (00,

unzip ((x ,y):xys) = let (xs, ys) = unzip xys
in (x:xs, y:ys)

Im Prinzip ist unzip die Umkehrung von zip, d.h. wenn “unzip zs” zum Ergeb-
nis (xs,ys) auswertet, dann wertet “zip xs ys” wiederum zu zs aus. Allerdings
wertet umgekehrt unzip (zip xs ys) nicht immer zu (xs,ys) aus!

1.4 Pattern Matching

Wie wir schon gesehen haben, kénnen Funktionen durch mehrere Gleichungen mittels
pattern matching definiert werden:

f paty1...paty, = e
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f patgy...patg, = ek

Dies fithrt zu sehr iibersichtlichen Programmen, da man die rechten Seiten nur fiir die
speziellen Fille, die durch die Muster spezifiziert werden, definieren muss. Bei mehreren
Regeln wahlt Haskell die textuell erste Regel mit passender linker Seite und wendet diese
an. Uberlappende Regeln sind prinzipiell erlaubt, aber sie kénnen zu nicht klar lesbaren
Programmen fiihren und sollten daher besser vermieden werden.

1.4.1 Aufbau der Pattern

Im Prinzip sind die Muster Datenterme (d.h. sie enthalten keine definierten Funktionen)
mit Variablen. Genauer sind folgende Muster moglich:

e x (Variable): passt immer, Variable wird an aktuellen Wert gebunden.
o _ (Wildcard): passt immer, keine Bindung.
e C paty...paty wobei C k-stelliger Konstruktor: passt, falls gleicher Konstruktor und

Argumente passen auf paty, ..., paty

x@pat (as pattern): passt, falls pat passt; zusétzlich wird x an den gesamten pas-
senden Wert gebunden

Damit kénnen auch tiberlappende Pattern vermieden werden:

last [x] =x
last (x:xs@(_:_)) = last xs

Auferdem gibt es noch sogenannte (n+k)-Pattern als Muster fiir positive ganze Zahlen,
welche wir aber nicht erldutern, da diese oft nicht unterstiitzt werden und auch nicht so
wichtig sind.

Pattern konnen auch bei let und where verwendet werden:

unzip ((x,y) : xys) = (x:xs, y:ys)
where
(xs,ys) = unzip xys

1.4.2 Case-Ausdriicke

Manchmal ist es auch praktisch, mittels pattern matching in Ausdriicke zu verzweigen:
So definiert

case e of pat; —e;

pat, —en
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einen Ausdruck mit Typ von ey, ...,e,, welche alle den gleichen Typ haben miissen.
e,paty, ..., pat, missen ebenfalls den gleichen Typ haben. Nach dem Schliisselwort of
gilt auch die Layout-Regel, d.h. die Muster paty, ..., pat,, miissen alle in der gleichen
Spalte beginnen.

Das Ergebnis von e wird hier der Reihe nach gegen pat; bis pat,, gematcht. Falls ein
Pattern passt, wird der ganze case-Ausdruck durch das zugehorige e; ersetzt.

Als Beispiel betrachten wir das Extrahieren der Zeilen eines Strings:

lines :: String — [String]
lines "" =[]

lines (’\n’:cs) = "" : lines cs
lines (c:cs)

case lines cs of
(] — [[c]]
(1:1s) — (c : 1) : 1s

1.4.3 Guards

Jedes pattern matching kann eine zusétzliche boolesche Bedingung bekommen, welche
Guard genannt wird:

1
n * fac (n - 1)

facn | n ==
| otherwise

Durch Kombination von Guards and case-Ausdriicke kann man beispielsweise die ersten
n Elemente einer Liste extrahieren:

take :: Int — [a] — [al]
take n xs | n <= 0 = [
| otherwise = case xs of
(] — [

(x:xs) — x : take (n-1) xs

Guards sind auch bei let, where und case erlaubt.

1.5 Funktionen héherer Ordnung

Funktionen sind Biirger erster Klasse: Sie konnen wie alle anderen Werte verwendet
werden. Anwendungen davon sind:

e generische Programmierung

e Programmschemata (Kontrollstrukturen)

Wir erreichen damit eine bessere Wiederverwendbarkeit und eine hohere Modularitat des
Codes.
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1.5.1 Beispiel: Ableitungsfunktion

Die Ableitungsfunktion ist eine Funktion, die zu einer Funktion eine neue Funktion lie-
fert. Die numerische Berechnung sieht so aus:

Eine Implementierung mit kleinem dx konnte in Haskell so aussehen:

dx = 0.0001

derive :: (Float — Float) — (Float — Float)
derive f = f?

where £’ :: Float — Float

f2x=({( (x+dx) - £ x)/ dx
Nun wird (derive sin) 0.0 ausgewertet zu 1.0, (derive square) 1.0 wird ausgewer-
tet zu 2.00033.
1.5.2 Anonyme Funktionen (Lambda-Abstraktionen)

Manchmal méchte man nicht jeder Funktion mit einem Namen definieren (wie square),
sondern diese auch direkt da schreiben, wo man sie benétigt, wie z.B.

derive (\x — x * x)

Das Argument entspricht der Funktion x +— 2x. Eine solche Funktion ohne Namen wird
auch als Lambda-Abstraktion oder anonyme Funktion bezeichnet. Hierbei steht \ fiur A,
x ist ein Parameter und x * x ein Ausdruck (der Rumpf der Funktion).

Allgemein formuliert man anonyme Funktionen in Haskell wie folgt:
\p1 ... pn —e

wobei p1, ..., p, Pattern sind und e ein Ausdruck ist.

Dann konnen wir auch schreiben:

derive f = \x — (f (x +dx) - f x) / dx

Aber derive ist nicht die einzige Funktion mit funktionalem Ergebnis: So kann man zum
Beispiel die Funktion add auf drei verschiedene Weisen definieren:

add :: Int — Int — Int
add x y =x +y

oder
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add = \xy — x +y
oder
add x = \y — x +y

Also kann add auch als Konstante gesehen werden, die eine Funktion als Ergebnis liefert,
oder als Funktion, die einen Int nimmt und eine Funktion liefert, die einen weiteren Int
nimmt und erst dann einen Int liefert.

Somit miissen die Typen Int -> Int -> Int und Int -> (Int -> Int) identisch sein.
Die Klammerung ergibt sich durch rechtsassoziative Bindung des Typkonstruktors (->).
Beachte aber, dass (a -> b) -> c¢ nicht das gleiche ist wiea -> b -> c oder a -> (b
-> c)!

Es wire also unabhéngig von der Definition von add sinnvoll, folgendes zu schreiben:

derive (add 2)

Wird eine Funktion auf ,,zu wenige* Argumente appliziert, nennt man dies partielle Appli-
kationApplikation, partielle. Die partielle Applikation wird syntaktisch einfach mdglich
durch Currying. Currying geht auf Haskell B. Curry und Schéinfinkel zuriick, die in den
40er Jahren unabhéngig voneinander folgende Isomorphie festgestellt haben:

[AXxB—C]~[A— (B—C)]
Mit Hilfe von partieller Applikation lassen sich nun eine Reihe von Funktionen definieren:
e take 42 :: [a] -> [a] liefert die bis zu 42 ersten Elemente einer Liste.
e (+) 1 :: Int -> Int ist die Inkrementfunktion.
Bei Operatoren bieten die sog. Sections eine zuséatzliche, verkiirzte Schreibweise:
e (1+) steht fiir die Inkrementfunktion.
(2-) steht fur \x -> 2-x.
(/2) steht fir \x -> x/2.

(-2) steht aber nicht fiir \x -> x-2, da der Compiler hier das Minus-Zeichen nicht
vom unéren Minus unterscheiden kann.

Somit ist bei Operatoren auch eine partielle Applikation auf das zweite Argument mog-
lich:

(/b) a=(/) b=a/b

Die Reihenfolge der Argumente ist wegen partieller Applikation also eine Designentschei-
dung, aber mit A-Abstraktion und der Funktion f1ip bei der partiellen Anwendung in
anderer Reihenfolge noch verdnderbar.
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1.5.3 Generische Programmierung
Wir betrachten die folgenden Funktionen incList und codeStr:

incList :: [Int] — [Int]
incList [] =[]
incList (x:xs) (x + 1) : incList xs

code :: Char — Char
code ¢ | ¢c == 72> =A’
| c == Y7 = 7a7
| otherwise = chr (ord c + 1)

codeStr :: String — String
CodeStr nn = nn

codeStr (c:cs) = code ¢ : codeStr cs

Dann wird codeStr "Informatik" ausgewertet zu "Jogpsnbujl". Wir kénnen beobach-
ten, dass es sich bei incList und codeStr um fast identische Definitionen handelt, die
sich nur in der Funktion unterscheiden, die auf die Listenelemente angewandt wird.

Die Verallgemeinerung ist die Funktion map:

map :: (@ — b) — [a] — [b]
map _ [] =[]
map f (x:xs) = f x : map f xs

Damit lassen sich incList und codeStr viel einfacher ausdriicken:

incList = map (+1)
codeStr = map code

Wir betrachten zwei weitere Beispiele: Eine Funktion, die die Summe aller Zahlen in einer
Liste liefert, und eine Funktion, die zur Eingabekontrolle die Summe der Unicode-Werte
einer Zeichenkette berechnet:

sum :: [Int] — Int
sum [] =0
sum (x:xs)

X + sum Xxs
checkSum :: String — Int
checkSum "" =1

checkSum (c:cs) = ord ¢ + checkSum cs

Findet sich hier ebenfalls ein gemeinsames Muster? Ja! Beide Funktionen lassen sich viel
einfacher mit der méchtigen Funktion foldr ausdriicken:
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foldr :: (a - b —- b) — b — [a] — b
foldr _ e [] = e
foldr f e (x:xs) f x (foldr f e xs)

sum = foldr (+) O
checkSum = foldr (\c res — ord c + res) 1

Zum Versténdnis von foldr hilft die folgende Sichtweise: Die an foldr iibergebene Funk-
tion vom Typ (a -> b -> b) wird als Ersatz fiir den Listenkonstruktor (:) in der Liste
eingesetzt, und das tibergebene Element vom Typ b als Ersatz fiir die leere Liste []. Man
beachte: Der Typ der iibergebenen Funktionen passt zum Typ von (:).

So entsprechen sich also die folgenden Ausdriicke:

foldr f e [1,2,3]
foldr £ e ((:) 1 ((:) 2 ((:) 3 [N
= (f 1 (< 2 3e))

Das allgemeine Vorgehen beim Entwerfen solcher Funktionen ist das Folgende: Suche ein
allgemeines Schema und realisiere es durch funktionale Parameter.

Ein weiteres Schema kennen wir ist die Funktion filter, die Elemente mit einer be-
stimmten Eigenschaft aus einer Liste filtert:

filter :: (a — Bool) — [a]l] — [al

filter _ [] = [

filter p (x:xs) | p x x : filter p xs
| otherwise = filter p xs

Diese konnen wir zum Beispiel verwenden, um eine Liste in eine Menge umzuwandeln,
also um alle doppelten Eintrige zu entfernen:

nub :: [Int] — [Int]
nub [] =[]
nub (x:xs) = x : nub (filter (/= x) xs)

Mit Hilfe von filter konnen wir sogar Listen mittels Quicksort sortieren:

gsort :: [Int] — [Int]
gsort [] = [l
gsort (x:xs) =
gsort (filter (<= x) xs) ++ [x] ++ gsort (filter (> x) xs)

Auch filter kann mit Hilfe von foldr definiert werden:

filter p = foldr (\x ys — if p x then x:ys else ys) []
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In der Tat ist foldr ein sehr allgemeines Skelett, es entspricht dem Katamorphismus der
Kategorientheorie.

foldr hat manchmal aber auch Nachteile: So fiihrt

foldr (+) 0 [1,2,3] =1+ (2 + (3 + 0))

zu einer sehr groffen Berechnung, die zunédchst auf dem Stack aufgebaut und erst zum
Schluss ausgerechnet wird.

Eine bessere Losung finden wir mit Hilfe der Akkumulatortechnik:

sum xs = sum’ xs O
where sum’ :: [Int] — Int — Int
sum’ [] S = s
sum’ (x:xs) s = sum’ xs (x + s)

Damit wird ein Aufruf von sum [1,2,3] ersetzt durch ((0 + 1) + 2) + 3, was direkt
ausgerechnet werden kann.

Aber auch das ist als fold-Variante moglich:

foldl :: (a — b — a) — a — [b] — a
foldl _ e [] = e
foldl f e (x:xs) foldl £ (f e x) xs

Damit wird ein Aufruf von foldl f e (x1 : 2o : ... : x, : [1) ersetzt durch £ ...
(f (f e 1) x2) ... Ty,

Jetzt konnen wir sum natiirlich wieder viel einfacher definieren:

sum = foldl (+) O

1.5.4 Kontrollstrukturen

Viele der Kontrollstrukturen, die wir aus anderen Programmiersprachen kennen, lassen
sich auch in Haskell modellieren. Wir betrachten zum Beispiel die while-Schleife:

x =1;

while x < 100
do

X = 2%X

od

Eine while-Schleife besteht im Allgemeinen aus:

e dem Zustand vor der Schleife (Anfangswert)
e ciner Bedingung

e cinem Rumpf fiir die Zustandsdnderung
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In Haskell sieht das wie folgt aus:

while :: (@ — Bool) — (a — a) — a — a
while p f x | p x = while p £ (f %)
| otherwise = x

Dann wird while (<100) (2%) 1 ausgewertet zu 128.

Man beachte, dass es sich hierbei um keine Spracherweiterung handelt! Diese Kontroll-
struktur ist nichts anderes als eine Funktion, ein Biirger erster Klasse.

1.5.5 Funktionen als Datenstrukturen

Was sind Datenstrukturen? Abstrakt betrachtet sind Datenstrukturen Objekte mit be-
stimmten Operationen:

e Konstruktoren (wie (:) oder [])

e Seclektoren (wie head oder tail, und pattern matching)

e Testfunktionen (wie null, und pattern matching)

e Verkniipfungen (wie ++)
Wichtig ist dabei die Funktionalitit, also die Schnittstelle, nicht die Implementierung.
Eine Datenstruktur entspricht somit einem Satz von Funktionen.
Als Beispiel mochten wir Felder mit beliebigen Elementen in Haskell implementieren.
Die Konstruktoren haben folgenden Typ:

emptyArray :: Array a
putIndex :: Array a — Int — a — Array a

Wir benétigen nur einen einzigen Selektor:

getIndex :: Array a — Int — a

Nun wollen wir diese Schnittstelle implementieren. Dies konnen wir sehr einfach realisie-
ren, in dem wir ein Feld nicht mit Hilfe anderer Datenstrukturen, wie z.B. Listen oder
Baume, implementieren, sondern ein Feld als Funktion implementieren. Die Umsetzung
dieser Idee sieht dann zum Beispiel so aus:

type Array a = Int — a

emptyArray i
error ("Access to non-initialized component " ++ show i)

getIndex a i = a i

putIndex a i v = a’
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where a’ j | i == j =v
| otherwise ai

Der Vorteil dieser Implementierung ist ihre konzeptionelle Klarheit: Sie entspricht genau
der Spezifikation. Thr Nachteil liegt darin, dass die Zugriffszeit abhéngig von der Anzahl
der vorangegangenen putIndex-Aufrufe ist.

1.5.6 Wichtige Funktionen héherer Ordnung

Eine wichtige Funktion héherer Ordnung ist die Komposition von Funktionen (.):

() :: b - ¢c) - (a - b) - a — c
(f . g x=1£f (g x)

Eine weitere ist die bereits erwahnte Funktion flip, mit deren Hilfe die Reihenfolge der
Parameter einer Funktion vertauscht werden kann:

flip :: (@ - b - ¢c) - b — a — ¢
flipf=\xy — fyx

Diese kann man zum Beispiel auf die Funktion map anwenden, um die bearbeitende Liste
zuerst angeben zu konnen:

(flip map) :: [a] — (a — b) — [b]
(flip map) [1,2] :: (Int — b) — [b]

Zwei weitere interessante Funktionen héherer Ordnung sind die Funktionen curry und
uncurry. Diese erlauben die Anwendung von Funktionen, die auf Tupeln definiert sind,
auf einzelne Elemente, und umgekehrt:

curry :: ((a, b) — ¢c) — a — b — c
curry f x y = £ (x, y)

uncurry :: (@ - b — ¢c) — (a, b) — c
uncurry f (x, y) = f xy

Zuletzt betrachten wir noch die Funktion const, die zwei Argumente nimmt und das
erste zuriickgibt:

const ::'a — b — a
const X _ = X
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1.6 Typklassen und Uberladung

Wir betrachten die Funktion elem, die iiberpriift, ob ein Element in einer Liste enthalten
ist:

False
x ==y || elem x ys

elem x []
elem x (y:ys)

Was sind nun mogliche Typen von elem? Zum Beispiel wéiren dies:

Int — [Int] — Bool
Bool — [Bool] — Bool
Char — String — Bool

Leider ist “a -> [a] -> Bool” kein korrekter Typ, da ein beliebiger Typ a zu allgemein
ist: a beinhaltet z.B. auch Funktionen, auf denen Gleichheit nur schwer definiert werden
kann (und in Haskell nicht allgemein korrekt definierbar ist). Wir bendtigen also eine
Einschrankung auf Typen, fiir die die Gleichheit auf Werten definiert ist. Diese kdnnen
wir in Haskell so ausdriicken:

elem :: Eq a =>a — [a] — Bool

“Eq a” nennt man einen Typconstraint, der a einschriankt. Moéchte man mehrere Typ-
constraints angeben, muss man diese durch Kommata getrennt in Klammern einfassen.

Die Klasse Eq ist in Haskell wie folgt definiert:

class Eq a where
(==), (/=) :: a — a — Bool

In einer Klasse werden mehrere Funktionen zusammengefasst, die fiir alle Instanzen dieser
Klasse (d.h. Typen) definiert sein miissen. Bei Eq sind das zum Beispiel die Funktionen
(==) und (/=).

Typen konnen als Instanzen einer Klasse definiert werden, in dem man die Implementie-
rung der Funktionen der Klasse angibt:

data Tree = Empty | Node Tree Int Tree

instance Eq Tree where
Empty == Empty = True
Node tl n tr == Node tl’ n’ tr’ tl == tl1’ && n == n’
&& tr == tr’

False

tl /= t2 = not (t1 == t2)
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Dann ist (==) und (/=) fiir den Typ Tree verwendbar und wir konnen z.B. die obige
Funktion elem auch auf Listen vom Elementtyp Tree anwenden.

Man kann auch polymorphen Typen zu Instanzen einer Klasse machen. Dann muss man
eventuell auch Typconstraints bei der Instanzdefinition angeben, wie das folgende Beispiel
zeigt:

data Tree a = Empty | Node (Tree a) a (Tree a)

instance Eq a => Eq (Tree a) where
...<wie oben>...

Beachte: So werden unendlich viele Typen zu Instanzen der Klasse Eq.

1.6.1 Vordefinierte Funktionen in einer Klasse

Die Definition von (/=) wird in fast jeder Instanzdefinition so wie oben aussehen.

Deshalb ist héufig eine Vordefinition in der Klassendefinition sinnvoll, welche aber in der
Instanzdefinition iiberschrieben werden kann oder sogar muss:

class Eq a where
(==), (/=) :: a — a — Bool
x1 == x2 = not (x1 /= x2)
x1 /= x2 = not (x1 == x2)

1.6.2 Vordefinierte Klassen

Fiir manche Typen ist es sinnvoll, eine totale Ordnung auf den Werten dieser Typen zu
definieren. Diese finden wir in Haskell in einer Erweiterung von Eq:

data Ordering = LT | EQ | GT

class Eq a => Ord a where

compare :: a — a — Ordering
(<), k=), >=), ) :: a — a — Bool
max, min :: a — a — a

. -- vordefinierte Implementierungen

Eine minimale Instanzdefinition ben6tigt zumindest compare oder (<=).

Weitere vordefinierte Klassen sind Num, Show und Read:

e Num: stellt Zahlen zum Rechnen dar ((+) :: Num a => a -> a -> a)

e Show: zum Verwandeln von Werten in Strings (show :: Show a => a -> String)
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e Read: zum Konstruieren von Werten aus Strings (read :: Read a => String ->
a)
Noch mehr vordefinierte Klassen werden im Master-Modul ,Funktionale Programmie-
rung vorgestellt.

Automatische Instantiierung vordefinierter Klassen (aufer Num) erreicht man mittels
deriving (K, ..., ky) hinter der Datentypdefinition.

Aufgabe: Uberpriifen Sie die Typen aller in der Vorlesung definierten Funktionen auf
ihren allgemeinsten Typ! Diese lauten zum Beispiel:

+) :: Num a => [a] — [al
nub :: Eqga => [a] — [a]
gsort :: Ord a => [a] — [al

1.6.3 Die Klasse Read

Die Klasse Show dient zur textuellen Ausgabe von Daten. Um Daten zu lesen, d.h. aus
einem String einen Wert zu erhalten, muss man einen String ,,parsen‘, was eine schwierige-
re Aufgabe ist. Gliicklicherweise gibt es auch hierzu eine vordefinierte Klasse. Allerdings
muss man zur Benutzung etwas genauer verstehen, wie man Strings parsen kann.

Wir betrachten folgende Typdefinition, die den Typ von Funktionen zum Parsen von
Strings in Werte definiert:

type ReadS a = String — [(a,String)]

Was hat man sich hier beim Riickgabetyp von ReadS gedacht? Der erste Teil des Tupels
ist der eigentliche Ergebniswert des Parsers, der zweite Teil ist der noch zu parsende
Reststring: Betrachtet man zum Beispiel den String "Node Empty 42 Empty", so wird
schnell klar, dass nach dem Lesen der Anfangszeichenkette Node ein Baum folgen muss.
Dann mochten wir den verbleibenden, noch zu parsenden Reststring erhalten, um ihn
spater zu betrachten.

Falls auflerdem mehrere Ergebnisse moglich sind, werden diese als Liste zuriickgegeben.
Lasst sich der iibergebene String nicht parsen, so ist der zuriickgegebene Wert die leere
Liste.

Das kann in der Anwendung so aussehen:

class Read a where
readsPrec :: Int — ReadS a
readlList :: ReadS [a] -- vordefiniert

Dann sind zwei Funktionen reads und read wie folgt definiert:

reads :: Read a => ReadS a
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reads = readsPrec 0O

read :: Read a => String — a
read str = case reads str of
[(x,"")] — x
— error "no parse"

Mittels reads kann man also einen String in einen Wert umwandeln und dabei priifen,
ob die Eingabe syntaktisch korrekt war. read kann man dagegen verwenden, wenn man
sicher ist, dass die Eingabe syntaktisch korrekt ist.

Einige Auswertungen von Aufrufen von reads und read sechen dann zum Beispiel so aus:

reads "(3,’a’)" :: [((Int,Char),String)]
= [((3,’&’),"")]

reads "(3,’a’)" :: [((Int,Int),String)]
=[]

read "(3,’a’)" :: (Int,Char)
= (3,’a’)

read "(3,%a’)" :: (Int,Int)

= error: no parse

reads "3,’a’)" :: [(Int,String)]
= [(3,",’a’")]

1.7 Lazy Evaluation

Wir betrachten das Haskell-Programm

fx=1
h=h

und den Ausdruck f h: Dann kann stets zuerst das f ausgewertet werden, was zum
Ergebnis 1 fiihrt, oder es wird zunéchst versucht, h auszuwerten - was nie terminiert.

Nicht jeder Berechnungspfad terminiert also. Wir unterscheiden zwei ausgezeichnete Re-
duktionen:

e leftmost-innermost (LI): applikative Ordnung (strikte Funktionen)

o leftmost-outermost (LO): Normalordnung (nicht-strikte Funktionen)

Ein Vorteil der LO-Reduktion liegt darin, dass sie berechnungsvollstandig ist: Alles, was
irgendwie berechnet werden kann, wird auch berechnet. Allerdings kann LO auch ineffi-
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zient sein, da Berechnungen verdoppelt werden konnen.

Kann LO trotzdem auch in der Praxis Vorteile bringen? Ja! Sie bietet

e Vermeidung iiberfliissiger (ggf. unendlicher) Berechnungen

e Rechnen mit unendlichen Datenstrukturen

Zum Beispiel definiert die folgende Funktion from die unendliche Liste natiirlicher Zahlen,
die mit n beginnt:

from :: Num a => a — [a]
fromn =n : from (n + 1)

Betrachten wir auflerdem die schon bekannte Funktion take:

take :: Int — [a] — [a]
take n _ | n <=0 =[]
take _ [] =[]

take n (x:xs) x : take (n - 1) xs

take 1 (from 1) wird ausgewertet zu [1], denn LO liefert:

take 1 (from 1)
take 1 (1:from 2)
1 : take 0 (from 2)
1: 10

Der Vorteil liegt in der Trennung von Kontrolle (take 1) und Daten (from 1).

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Primzahlberechnung mittels Sieb des Eratosthe-
nes. Die Idee lautet wie folgt:

1. Betrachte die Liste aller Zahlen grofer oder gleich 2.
2. Streiche alle Vielfachen der ersten (Prim-)Zahl.

3. Das erste Listenelement ist eine Primzahl. Mache bei 2. mit der Restliste weiter.

Dies lasst sich in Haskell zum Beispiel so implementieren:

sieve :: [Int] — [Int]
sieve (p:xs) = p : sieve (filter (\x — x ‘mod‘ p > 0) xs)

primes :: [Int]
primes = sieve (from 2)

Das Argument von sieve ist eine Eingabeliste, die mit einer Primzahl beginnt und in der
alle Vielfachen kleinerer Primzahlen fehlen. Das Ergebnis ist eine Liste aller Primzahlen!

Jetzt liefert ein Aufruf von take 10 primes die ersten zehn Primzahlen:

(2,3,5,7,11,13,17,19,23,29]
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Und mit Hilfe von (!!) kdnnen wir uns die zehnte Primzahl direkt ausgeben lassen:
primes!!9 wird ausgewertet zu 29.

Die Programmierung mit unendlichen Datenstrukturen kann auch als Alternative zur
Akkumulatortechnik verwendet werden. Wir nehmen dazu als Beispiel die Fibonaccifunk-
tion. Um die n-te Fibonaccizahl zu erhalten, erzeugen wir die Liste aller Fibonaccizahlen
und schlagen das n-te Element nach:

fibgen :: Int — Int — [Int]
fibgen nl n2 = n1 : fibgen n2 (nl + n2)

fibs :: [Int]
fibs = fibgen 0 1

fib :: Int — Int
fib n = fibs !!' n

Dann wird £ib 10 ausgewertet zu 55.

Ein Nachteil der LO-Strategie bleibt jedoch: Berechnungen kénnen dupliziert werden.
Wir betrachten erneut die einfache Funktion double:

double x = x + x

Ubergeben wir dieser Funktion jetzt (double 3) als Argument, dann sieht die Auswer-
tung nach der LI-Strategie so aus:

double (double 3)
double (3 + 3)
double 6

6 + 6

12

Nach der LO-Strategie ergibt sich stattdessen:

double (double 3)
double 3 + double 3
= (3 + 3) + double 3

= 6 + double 3
= 6 + (3 + 3)
= 6 + 6

= 12

Wegen der offensichtlichen Ineffizienz verwendet keine reale Programmiersprache die LO-
Strategie.
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Eine Optimierung der Strategie fiihrt zur Lazy-Auswertung, bei der statt Termen Gra-
phen reduziert werden. Variablen des Programms entsprechen dann Zeigern auf Aus-
driicke, und die Auswertung eines Ausdrucks gilt fiir alle Variablen, die auf diesen Aus-
druck verweisen: dies bezeichnet man als sharing. Man kann sich das Verhalten auch
durch eine Normalisierung des Programms erklaren, bei der fiir jeden Teilausdruck eine
Variable eingefiihrt wird. Fiir obiges Beispiel sieht das aus wie folgt:

double x = x + x

main = let y = 3
z = double y
in double z

Dann verlduft die Auswertung so, wie auf Abbildung[I.3|dargestellt. Die schwarzen Linien
zeigen dabei jeweils einen Reduktionsschritt an, blaue Linien sind Zeiger auf Ausdriicke.

Formalisiert wurde diese Strategie im Jahre 1993 von Launchbury [4]. Die Lazy-Auswertung
ist optimal bzgl. Lange der Auswertung: Es erfolgt keine iiberfliissige Berechnung wie bei
der LI-Strategie, und keine Duplikation wie bei der LO-Strategie. Allerdings bendtigt sie
manchmal viel Speicher.

In der Programmiersprache Haskell finden wir diese Lazy-Auswertung, in den Sprachen
ML, Erlang, Scheme und Lisp finden wir hingegen die LI-Strategie.

Ein weiterer Vorteil der Lazy-Auswertung ist die schéne Komponierbarkeit von Funktio-
nen: Angenommen, wir hitten eine Generator-Funktion, z.B. vom Typ -> String, und
eine Konsumenten-Funktion, z.B. vom Typ String -> Datei.

Durch laziness entstehen hierbei keine grofsen Zwischendatenstrukturen, sondern nur die
Teile, welche zur gegebenen Zeit benotigt werden, und auch diese werden danach direkt
wieder freigegeben.

Haskell erlaubt auch zyklische Datenstrukturen wie z.B. die Liste

ones = 1 : ones

Diese kann sogar mit konstantem Speicherbedarf dargestellt werden.

1.8 Ein- und Ausgabe

Haskell ist eine reine funktionale Sprache, d.h. Funktionen haben keine Seiteneffekte. Wie
kann Ein- und Ausgabe in solch eine Sprache integriert werden?

Die erste Idee lautet: Wie in anderen Sprachen (z.B. ML, Erlang oder Scheme) trotzdem
als Seiteneffekte.

main = let str = getline
in putStr str
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Abbildung 1.3: Sharing bei lazy evaluation

Hier soll getLine eine Zeile von der Tastatur einlesen und putStr einen String auf der
Standardausgabe ausgeben. Was kénnte der Typ von main oder putStr sein?

In Haskell haben wir als kleinsten Typ () (sprich: unit), dessen einziger Wert ():: ()
ist (entspricht void in Sprachen wie Java). Hat main aber als Ergebnistyp (), dann ist
wegen laziness doch eigentlich keine Ein- oder Ausgabe notwendig, um das Ergebnis ()
berechnen zu koénnen...

Deshalb muss putStr als Seiteneffekt den iibergebenen String ausgeben, bevor das Er-
gebnis () zurlickgegeben wird.

Wir betrachten ein weiteres Beispiel:

main = let x = putStr "Hi"
in x; X
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Abbildung 1.4: Zyklische Liste ones

Hier soll das Semikolon “;” bewirken, dass Hi zweimal hintereinander ausgegeben wird.
Das Problem dabei ist jedoch, dass wegen der laziness x nur einmal berechnet wird, was
wiederum bedeutet, dass der Seiteneffekt, die Ausgabe, nur einmal durchgefiihrt wird.

Ein weiteres Problem ergibt sich bei folgendem héufigen Szenario:

main = let dataBase = readDBFromUser
request = readRequestFromUser
in print (lookup request dataBase)

Hier verhindert die laziness die gewiinschte Eingabereihenfolge. All diese Probleme wer-
den in Haskell mit Monaden gelGst.
1.8.1 1/O-Monade

Die Ein- und Ausgabe erfolgt in Haskell nicht als Seiteneffekt. Stattdessen liefern 1/0O-
Funktionen eine Aktion zur Ein- oder Ausgabe als Ergebnis, also als Wert. Zum Beispiel
ist

putStr "Hi"
eine Aktion, welche Hi auf die Standardausgabe schreibt, wenn diese ausgefithrt wird.
Eine Aktion ist im Prinzip eine Abbildung vom Typ

World — (a, World)

wobei World den gesamten gegenwartigen Zustand der ,dufseren Welt“ beschreibt. Eine
Aktion nimmt also den aktuellen Zustand der Welt und liefert einen Wert (z.B. die
gelesene Eingabe) und einen verédnderten Weltzustand. Wichtig ist die Tatsache, dass
die Welt nicht direkt zugreifbar ist. Daher wird dieser Typ auch abstrakt mit “I0 a”
bezeichnet.
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Ausgabeaktionen verdndern nur die Welt und geben nichts zuriick. Aus diesem Grund
haben diese den Typ I0 (). Es gibt z.B. die folgenden vordefinierten Ausgabeaktionen:

putStr :: String — I0 O
putChar :: Char — I0 ()

IO-Aktionen sind wie alle anderen Funktionen auch “first class citizens”, sie konnen damit
z.B. in Datenstrukturen gespeichert werden. Ein interaktives Programm definiert somit
konzeptuell eine grofe I0-Aktion, welche auf die initiale Welt beim Programmstart an-
gewendet wird und abschliefsend eine veranderte Welt liefert:

main :: I0 O
Das Zusammensetzen von 10-Aktionen erreicht man mit dem Sequenzoperator

>>) :: 100 — 10O — I0 QO

Dann sind dquivalent:

main = putStr "Hi" >> putStr "Hi"

main = let pHi = putStr "Hi"
in pHi >> pHi
main = let actions = repeat (putStr "Hi")
in actions !! O >> actions !! 42
Hier liefert repeat :: a -> [a] eine unendliche Liste mit identischen Elementen (dem

Argument von repeat), also hier mit der iibergebenen Aktion als Elemente.

Man kann die IO-Aktionen mit rein funktionalen Berechnungen wie {iblich kombinieren.
Wir koénnen z.B. die Ergebnisse von Berechnungen ausgeben:

fac :: Int — Int
fac n = if n == 0 then 1 else n * fac (n - 1)

main = putStr (show (fac 42))

Oder auch einfacher so:

main = print (fac 42)

Dabei ist print eine Funktion, die einen iibergebenen Wert zuerst in eine Zeichenkette
umwandelt und dann auf die Standardausgabe schreibt:

print :: Show a => a — I0 O
print x = putStr (show x) >> putChar ’\n’
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Wir betrachten noch ein Beispiel: Folgende Definitionen von putStr sind dquivalent.

putStr :: String — I0 ()
putStr "" = return ()
putStr (c:cs) = putChar ¢ >> putStr cs

putStr = foldr (\¢c — (putChar c >>)) (return ())

return () ist hier sozusagen die ,leere I0-Aktion®, die nichts macht und nur ihr Argu-
ment zuriick gibt:

return :: a — I0 a

Zur Eingabe von Daten gibt es entsprechende Aktionen, bei denen der Typ des Riickga-
bewertes dem Typ der Eingabedaten entspricht:

getChar :: IO Char
getLine :: I0 String

Wie kann das Ergebnis einer IO-Aktion in einer nachfolgenden 10-Aktion weiter verwen-
det werden? Hierzu verwendet man den ,Bind-Operator®:

(>>=) :: 1I0a — (a —- I0b) — I0D

In der Verwendung sieht das zum Beispiel so aus:

getChar >>= putChar

Hier hat getChar den Typ I0 Char, putChar hat den Typ Char -> I0 (). Folglich hat
getChar >>= putChar also den Typ I0 (). Es liest ein Zeichen ein und gibt es wieder
aus.
Als néchstes mochten wir eine ganze Zeile einlesen:
getLine :: IO String
getLine =
getChar >>= \¢ — if ¢ == ’\n’

then return ""
else getLine >>= \cs — return (c:cs)

Wenn man genauer hinsieht, dann &hnelt die Zeichenfolge

Lo>=\ ...

einer Zuweisung in einer imperativen Sprache, nur dass die linke und die rechte Seite ver-
tauscht sind. Aus diesem Grund hat man zur besseren Lesbarkeit eine spezielle Notation
eingefiihrt.
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1.8.2 do-Notation
Mit do { a1;...;a, } oder

do ap

Qn

(man beachte die Layout-Regel nach dem do!) steht eine alternative, ,imperative* Nota-
tion zur Verfligung. Hierbei steht “p <- e1; eg” fiir den Bind-Aufruf

ep >>=\p —e
Damit kénnen wir die Operation getLine auch wie folgt definieren:

getLine = do
¢ <- getChar
if ¢ == ’\n’ then return ""
else do cs <- getLine
return (c:cs)

1.8.3 Ausgabe von Zwischenergebnissen

Wir méchten eine Funktion schreiben, die die Fakultit berechnet, und dabei alle Zwi-
schenergebnisse der Berechnung ausgibt. Dies ist moglich, wenn wir die Funktion zu einer
10-Aktion umformulieren.

fac :: Int — I0 Int
fac n | n==0 return 1
| otherwise = do f <- fac (n-1)
print (n-1,f)
return (n * f)

main :: I0 O
main = do putStr "n: "
str <- getLine
facn <- fac (read str)
putStrLn ("Factorial: " ++ show facn)

Die Verwendung sieht dann so aus:

> main
n: 6
(0,1)
(1,1)
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(2,2)

(3,6)

(4,24)

(5,120)
Factorial: 720

Aber solche Programme sollte man vermeiden! Es ist immer besser, Ein- und Ausgabe
auf der einen Seite und Berechnungen auf der anderen Seite zu trennen. Als géingiges
Schema hat sich etabliert:

main = do input <- getInput
let res = computation input
print res

Hier ist die Zeile

let res = computation input

eine rein funktionale Berechnung. Das let bendtigt im do-Block kein in.

1.9 List Comprehensions

Haskell stellt noch ein wenig syntaktischen Zucker fiir Listendefinitionen zur Verfiigung:
So lasst sich die Liste der ganzen Zahlen von eins bis vier in Haskell mit [1..4] beschrei-
ben. Man kann auch die Obergrenze weglassen und erhélt eine unendliche Liste, wie z.B.
in “take 10 [1..]”. Man kann auch die ersten beiden Listenelement vorgeben, um einen
anderen Abstand als +1 zu verwenden. Zum Beispiel wird [3,1..] zu der unendlichen
Liste ausgewertet, die mit drei beginnt und dann immer mit dem Vorvorgénger fortfahrt:
[3,1,-1,-3,-5,...1.

Wir kénnen sogar Listen mit einer an die Mathematik angelehnten Notation beschreiben:
So liefert der Ausdruck

[(i,7) | i<- [1..3], j <- [2,3,4], i /= j]

die Liste [(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,2),(3,4)]. Erlaubt sind dabei Gene-
ratoren wie i <- [1..3] und boolesche Bedingungen wie i /= j. Auch let ist erlaubt.
Somit liefert

[[0..n] | n <- [0..]]

alle endlichen Anfangsfolgen der Menge der natiirlichen Zahlen.

Abschliefsend betrachten wir noch eine andere Definition der Funktion concat, die aus
einer Liste von Listen eine Ergebnisliste mit deren Eintragen macht:

concat :: [[a]]l] — [a]
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concat xss = [y | ys <- xss, y <- ys]

1.10 Module

Wie fast jede andere Programmiersprache unterstiitzt auch Haskell das Programmieren
im Grofsen durch Aufteilung eines Programms in mehrere Module. Da Module in Haskell
dghnlich wie in anderen Sprachen organisiert sind, geben wir im Folgenden nur einen
kurzen Uberblick.

Ein Modul definiert eine Menge von Namen (von Funktionen oder Datenkonstruktoren),
die verwendet werden kénnen, wenn man dieses Modul importiert. Dabei kann man die
Menge der Namen mittels Fzportdeklarationen einschranken, sodass z.B. die Namen von
nur lokal relevanten Funktionen nicht exportiert werden, d.h. auffen nicht sichtbar sind.
Der Quelltext eines Moduls beginnt daher wie folgt:

module MyProgram (f, g, h) where

Hierbei ist MyProgram der Modulname, der identisch mit dem Dateinamen sein muss
(Ausnahme: hierarchische Modulnamen, die wir hier nicht weiter diskutieren). Somit wird
dieses Modul in der Datei MyProgram.hs gespeichert. Dahinter folgt in Klammern die
Liste der exportierten Namen, in diesem Fall werden also die Namen f, g und h exportiert.
Normalerweise miissen die Deklarationen hinter einem where weiter eingeriickt werden,
allerdings konnen diese bei einem Modul auch in der ersten Spalte beginnen, sodass wir
Programme wie iiblich aufschreiben kénnen. Somit kénnte unser gesamtes Modul wie
folgt aussehen:

module MyProgram (f, g, h) where

f =42
g = fx*f
h = f+g

Hierbei ist zu beachten, dass Modulnamen immer mit einem Groftbuchstaben beginnen
miissen!
Von diesem allgemeinen Schema kann man wie folgt abweichen:

e Die Exportliste (d.h. “(£, g, h)”) kann auch fehlen; in diesem Fall werden alle in
dem Modul definierten Namen exportiert.

e In der Exportliste konnen auch Typkonstruktoren aufgelistet werden. In diesem
Fall wird auch dieser Typkonstruktorname exportiert, jedoch nicht die zugehérigen
Datenkonstruktoren. Sollen auch diese exportiert werden, dann muss man hinter
Typkonstruktornamen in der Exportliste “ (. .)” schreiben, wie z.B. in
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module Nats(Nat(..),add,mult) where

data Nat = Z | S Nat
deriving Show

add Z y =3

add (S x) y =S (add x y)

mult Z _=12

mult (S x) y = add y (mult x y)

e Falls kein Modulkopf in der Quelldatei angegeben ist, wird implizit der Modulkopf

module Main(main) where

eingesetzt.

Wir haben bisher ein interaktives Haskell-System wie ghci verwendet, um kleine Pro-
gramme auszutesten. Man kann auch eine ausfithrbare Datei (“executable”) aus einem
Haskell-Programm mit Hilfe des ghc erzeugen. Hierzu muss das Programm (bzw. der
Hauptteil des Programms) im Modul Main abgelegt sein, das wiederum eine Hauptfunk-
tion

main :: I0 QO

enthalten muss, d.h. eine I/O-Aktion, welche als Hauptprogramm ausgefiihrt Wirdm Dann
kann man ein ausfithrbares Maschinenprogramm myexec z.B. durch

ghc -o myexec Main.hs
erzeugen. Typischerweise benutzt das Hauptprogramm eine Reihe anderer Module, die

mittels einer import-Deklaration importiert werden konnen. Z.B. koénnte unser Haupt-
programm wie folgt aussehen:

module Main where
import Nats

main = print (add (S Z) (S Z))

Wenn wir dieses mit

ghc -o myexec Main.hs

iibersetzen, erhalten wir eine ausfiihrbare Datei myexec, die wir dann direkt ausfiihren

!Genau hierdurch wird also eine I/O-Aktion mit einem Weltzustand verbunden!

38



konnen:

> ./myexec
S (8 2)

Durch eine import-Deklaration werden die von dem importierten Modul exportierten
Namen in dem aktuellen Modul sichtbar gemacht. Hierbei gibt es eine Reihe von Vari-
anten:

e Man kann die importierten Namen durch eine Aufzéhlung einschranken. Z.B. wird
durch

import Nats (Nat(..),add)

der Name mult nicht importiert.

e Man kann auch alle Namen bis auf einige Ausnahmen mittels einer hiding-Einschrankung
importieren:

import Nats hiding (mult)

e Das Standardmodul Prelude wird immer implizit importiert, wenn dies nicht ex-
plizit angegeben ist, wie z.B. in

import Prelude hiding (map,foldr)

wodurch die Standardoperationen map und foldr nicht importiert werden.

e Zur Vermeidung von Mehrdeutigkeiten kann man innerhalb eines Moduls auf im-
portierte Namen auch qualifiziert zugreifen, wie z.B. in

module Main where
import Nats
main = Prelude.print (Nats.add (S Z) (S Z))
e Wenn man erzwingen will, dass auf importierte Namen immer qualifiziert zuge-

griffen werden muss, kann man dies durch die Einschrénkung qualified kenntlich
machen:

module Main where
import qualified Nats

main = print (Nats.add (Nats.S Nats.Z) (Nats.S Nats.Z))

e Wenn dadurch zu lange Namen entstehen, kann man das Modul beim Import auch
umbenennen:
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module Main where
import qualified Nats as N

main = print (N.add (N.S N.Z) (N.S N.Z))
Dariiberhinaus gibt es noch weitere Moglichkeiten und Regeln bei der Verwendung von

Modulen, die hier nicht alle beschrieben werden kénnen. Hierzu sollte man die Sprach-
definition von Haskell konsultieren.
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2 Einfihrung in die
Logikprogrammierung

2.1 Motivation

Die Logikprogrammierung hat eine dhnliche Motivation wie die funktionale Programmie-
rung:

e Abstraktion von der konkreten Ausfithrung eines Programms auf dem Rechner

e Programme als mathematische Objekte, aber hier: Relationen statt Funktionen

e Computer soll Losungen finden (und nicht nur einen Wert berechnen)
Im Vergleich zur funktionalen Programmierung zeichnet sich die Logikprogrammierung
durch folgende Eigenschaften aus:

e weniger Aussagen iiber die Richtung von Berechnungen/Daten

e Sperzifikation von Zusammenhéingen (Relationen) zwischen Objekten

e flexible Benutzung der Relationen

Beispiel: Verwandtschaftsbeziehungen

Als Einstiegsbeispiel mochten wir einmal Verwandschaftsbeziehungen implementieren.
Ziel ist die Berechnung von Antworten auf Fragen wie

,Wer ist die Mutter von Monika?*
2Welche Groftviater hat Andreas?
»Ist Monika die Tante von Andreas?“
und dhnliche andere Fragen. Unser konkretes Beispiel sieht so aus:
e Christine ist verheiratet mit Heinz.
e Christine hat zwei Kinder: Herbert und Angelika.
e Herbert ist verheiratet mit Monika.
e Monika hat zwei Kinder: Susanne und Norbert.
e Maria ist verheiratet mit Fritz.
e Maria hat ein Kind: Hubert.
e Angelika ist verheiratet mit Hubert.
e Angelika hat ein Kind: Andreas.

Wir stellen unsere Beispielverwandschaft graphisch dar, wobei wir die folgenden Bezie-
hungen einbeziehen:
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oo : verheiratet
/ : Mutter-Kind-Beziehung

Dann koénnte unsere Beispielverwandschaft wie folgt aussehen:

Christine oo Heinz Maria oo Fritz

N/

Monika oo Herbert Angelika oo Hubert

/\

Susanne Norbert Andreas

In der funktionalen Programmiersprache Haskell lassen sich diese Beziehungen zum Bei-
spiel wie folgt modellieren: Personen modellieren wir als Datentyp (man konnte stattdes-
sen auch String o.4. nehmen):

data Person = Christine | Heinz | Maria | ... | Andreas

Die ,yerheiratet-Beziehung definieren wir als Funktion

ehemann ::

ehemann
ehemann
ehemann
ehemann

Person — Person
Christine = Heinz

Maria = Fritz
Monika = Herbert
Angelika = Hubert

Die ,Mutter-Kind“-Beziehung definieren wir als Funktion

mutter ::

mutter
mutter
mutter
mutter
mutter
mutter

Person — Person

Herbert = Christine
Angelika = Christine
Hubert = Maria
Susanne = Monika
Norbert = Monika
Andreas = Angelika

Aus diesen grundlegenden Beziehungen konnen wir weitere allgemeine Beziehungen ab-

leiten:

Der Vater ist der Ehemann der Mutter (in einer streng katholischen Verwandtschaft!):

vater ::

Person — Person

vater kind = ehemann (mutter kind)
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Die Enkel-Grofsvater-Beziehung ist im Allgemeinen eine Relation:

grossvater :: Person — Person — Bool

grossvater e g | g == vater (vater e ) = True
| g == vater (mutter e) = True
| otherwise = False

Jetzt finden sich schnell Antworten auf Fragen wie ,Wer ist Vater von Norbert? oder
,Ist Heinz Grofsvater von Andreas?:

> vater Norbert
Herbert

> grossvater Andreas Heinz
True

Folgende Fragen kann unser Programm aber nicht direkt beantworten:

1. Welche Kinder hat Herbert?
2. Welche Grofivater hat Andreas?
3. Welche Enkel hat Heinz?

Dies wire moglich, falls Variablen in Ausdricken zuldssig wéren:

Susanne oder £ = Norbert

1. vater k == Herbert ~ k

2. grossvater Andreas ¢ ~» ¢ = Heinz oder g = Fritz

3. grossvater e Heinz ~» e = Susanne oder e = Norbert oder e = Andreas

Genau dies ist in Logiksprachen wie Prolog erlaubt. Diese haben folgende Charakteristik:

HFreie (,logische®) Variablen sind in Ausdriicken (und Regeln) erlaubt.

Berechnung von Lésungen, d.h. Werte fiir freie Variablen, so dass der Ausdruck
berechenbar (,beweisbar®) ist.

e Problem: Wie findet man konstruktiv die Losungen? — spéter

e Berechnungsprinzip: Schlussfolgerungen aus gegebenem Wissen ziehen.
Ein Prolog-Programm ist eine Menge von Fakten und Regeln fiir Priadikate, wobei Pra-
dikate Aussagen iiber die Objekte sind. Eine Aussage wiederum besteht aus

1. der Art der Aussage (Eigenschaft): 3 ist Primzahl

2. den beteiligten Objeken: & ist Primzahl.

Diese gibt man in Prolog in der Standardprifizschreibweise an:
name (objekty, ..., objekt,)
z.B. primzahl (3) oder ehemann(monika, herbert). Dabei ist folgendes zu beachten:
1. Alle Namen (auch Atome genannt) werden klein geschrieben.
2. Die Reihenfolge der Objekte in einer Aussage ist relevant.

3. Vor der 6flnenden Klammer darf kein Leerzeichen stehen.
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4. Es gibt auch andere Schreibweisen (Operatoren, spéter).
Als Fakten bezeichnen wir Aussagen, die als richtig angenommen werden. Syntaktisch
werden diese durch einen Punkt und ein whitespace (Leerzeichen, Zeilenvorschub) am
Ende abgeschlossen:

ehemann (christine, heinz).
ehemann (maria, fritz).

ehemann (monika, herbert).
ehemann (angelika, hubert).

mutter (herbert,christine).
mutter (angelika,christine).
mutter (hubert,maria) .
mutter (susanne,monika) .
mutter (norbert,monika) .
mutter (andreas,angelika) .

Fakten alleine sind nicht ausreichend, denn sie entsprechen einem Notizbuch oder ei-
ner relationalen Datenbank. Fiir komplexere Probleme benotigen wir RegelnRegel oder
Schlussfolgerungen zur Ableitung neuer richtiger Aussagen:

Wenn Aussagel und Aussage2 richtig sind, dann ist Aussage3 richtig.

Dies schreiben wir in Prolog folgendermafien:
Aussage3 :- Aussagel, Aussage2.

Hier steht das Komma “,” fiir das logische Und (A), “:-" steht fiir einen Schlussfolge-
rungspfeil («).

So lautet zum Beispiel die Regel ,Der Vater von Susanne ist Herbert, falls Herbert Ehe-
mann von Monika und Monika Mutter von Susanne ist.“ in Prolog:

vater (susanne,herbert) :-
ehemann (monika,herbert),
mutter (susanne,monika) .

Diese Regel ist natiirlich sehr speziell, aber Prolog erlaubt hier natiirlich eine Verallgemei-
nerung dieser Regel. Wir kénnen statt fester Namen auch unbekannte Objekte angeben,
die auch als Variablen bezeichnet werden. Hierbei ist zu beachten:

e Variablen beginnen mit einem Grofsbuchstaben
e Variablen stehen fiir beliebige andere Objekte
e Regeln oder Fakten mit Variablen reprasentieren unendlich viele Regeln

Mit Variablen kénnen wir z.B. folgende allgemeine Regeln fiir Vater- und Grofsvaterbe-
ziehungen formulieren:
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vater(Kind,Vater) :- ehemann(Mutter,Vater),
mutter (Kind,Mutter) .

grossvater(E,G) :- vater(E,V),vater(V,G).
grossvater(E,G) :- mutter(E,M),vater(M,G).

Variablen in Regeln haben die folgende Bedeutung: die Regeln sind richtige Schluss-
folgerungen fiir alle Werte, die wir an Stelle der Variablen einsetzen (dhnlich wie bei
Gleichungsdefinitionen in Haskell).

Anfragen

Fakten und Regeln zusammen entsprechen dem Wissen iiber ein Problem. Nachdem wir
diese eingegeben haben, konnen wir Anfragen an das Prolog-System stellen: Anfragen
sind Aussagen, deren Wahrheitsgehalt gepriift werden soll.

?- vater (norbert,herbert).
yes

?- vater (andreas,herbert).
no

Mittels Variablen in Anfragen kénnen wir nun unser Wissen flexibel verwenden. Variablen
in Anfragen haben die Bedeutung: Fiir welche Werte an Stelle der Variablen ist die
Aussage richtig?

Die Anfrage ,Wer ist der Mann von monika?* kann so formuliert werden:

?- ehemann(monika,Mann) .
Mann = herbert

Und die Anfrage ,Welche Enkel hat Heinz?* so:

7- grossvater (Enkel,heinz).
Enkel = susanne

Die Eingabe eines Semikolons “;” fordert das Prolog-System auf, weitere Losungen zu
suchen:

7- grossvater(Enkel,heinz).
Enkel = susanne ;

Enkel = norbert ;
Enkel = andreas ;
no

Hier gibt das Prolog-System mit einem “no” zu verstehen, dass keine weiteren Losungen
gefunden wurden.
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Zusammenfassung: Begriffe der Logikprogrammierung:

Ein Logikprogramm besteht also im Wesentlichen aus den folgenden Bestandteilen:

Atome (elementare Objekte)
Fakten (giiltige Aussagen)

Regeln (wenn-dann-Aussagen)

Anfragen (Ist eine Aussage giiltig?)

Variablen (Fiir welche Werte ist eine Aussage giiltig?)

Eine Eigenschaft oder Beziechung kann sowohl mit Fakten als auch mit Regeln definiert
werden. Daher nennt man Fakten und Regeln auch Klauseln fiir diese Eigenschaft oder
Beziehung. Allgemein nennt man letzteres auch Préidikat (angewendet auf Objekte: ent-
weder wahr oder falsch) oder Relation.

Soweit ist Prolog das, was man mit der Pridikatenlogik 1. Stufe beschreiben kann. Es
gibt Konstanten, Pradikate, Variablen (Funktionen) und Quantifizierung iiber Indivi-
dualvariablen (um genau zu sein: Logikprogrammierung basiert auf einer Teilmenge der
Préadikatenlogik 1. Stufe). Da aber die Priadikatenlogik 1. Stufe nicht entscheidbar ist,
kann es fiir jedes leistungsfiahige Beweissystem eine Menge von Klauseln geben, bei denen
eine bestimmte Anfrage nicht mit yes oder no beantwortet werden kann. Dies bedeutet,
dass auch Prolog-Programme nicht in jedem Fall terminieren. Die genaue Auswertungs-
strategie von Prolog wird spéater vorgestellt.

2.2 Syntax von Prolog

Wie in jeder Programmiersprache sind Objekte in Prolog entweder elementar (d.h. Zahlen
oder Atome) oder strukturiert. Zur genauen Definition der Syntax zeichnen wir vier
Kategorien von Zeichenmengen aus:

GroBbuchstaben: A B ... Z

Kleinbuchstaben: a b ... z

Ziffern: 01 ... 9
Sonderzeichen: + - *x / <=> ¢\ : . ?7e#$& "~ "~

Dann sind Prolog-Objekte, auch Terme genannt, wie folgt aufgebaut:

Zahlen sind Folgen von Ziffern (oder Gleitkommazahlen in iiblicher Syntax)
Atome bilden unzerlegbare Prolog-Objekte:
e Folge von Kleinbuchstaben, Groftbuchstaben, Ziffern, “_ 7, beginnend mit ei-
nem Kleinbuchstaben; oder
e Folge von Sonderzeichen; oder
e beliebige Sonderzeichen, eingefasst in ’, z.B. ein Atom!’; oder

e . Sonderatome” (nicht beliebig verwendbar): , ; ! []

Konstanten sind Zahlen oder Atome.
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Strukturen entstehen durch Zusammenfassung mehrerer Objekte zu einem. Eine Struk-
tur besteht aus:

e Funktor (entspricht Konstruktor)
e Komponenten (beliebige Prolog-Objekte)
Ein Beispiel fiir eine Struktur: datum(1,6,27). Hier bezeichnet datum den Funktor, 1, 6

und 27 sind die Komponenten. Zwischen Funktor und Komponenten darf kein Leerzeichen
stehen.

Strukturen kénnen auch geschachtelt werden:

person(fritz,meier,datum(1,6,27))

Der Funktor einer Struktur ist dabei relevant: datum(1,6,27) ist nicht das Gleiche wie
zeit(1,6,27).

Listen

Listen sind wie in Haskell die wichtigste Strukturierungsmoglichkeit fiir eine beliebige
Anzahl von Objekten. Listen sind in Prolog induktiv definiert durch:
o leere Liste: []
e Struktur der Form . (E,L), wobei E das erste Element der Liste darstellt und L die
Restliste.

Eine Liste mit den Elementen a, b und ¢ konnte also so aussehen:
(a, . (b, .(c,[1D)

Auch in Prolog gibt es Kurzschreibweisen fir Listen: [Fy, Fs, ..., E,] steht fiir eine Liste
mit den Elementen F4, Fo, ..., E,, [EIL] steht fiir . (E,L).

Die folgenden Listen sind also dquivalent:

(a,.(,.(c, [N
[a,b,c]

[al [b,c]]

[a,bl [c]]

Texte werden in Prolog durch Listen von ASCII-Werten beschrieben:
Der Text "Prolog" entspricht also der Liste [80,114,111,108,111,103].

Operatoren

Auch in Prolog gibt es Operatoren: So lasst sich ,,Die Summe von 1 und dem Produkt von
3 und 4“ beschreiben durch die Struktur +(1,#*(3,4)). Doch es gibt auch die natiirliche
Schreibweise: 1+3*4 beschreibt also das Gleiche.

Die Operatorschreibweise von Strukturen sieht in Prolog so aus:

47



1. Strukturen mit einer Komponente

a) Prafizoperator: -2 entspricht -(2)
b) Postfizoperator: 2 fak fak entspricht fak(fak(2))

2. Strukturen mit zwei Komponenten
a) Infizoperator: 2+3 entspricht +(2,3)
Bei Infixoperatoren entsteht natiirlich sofort das Problem der Eindeutigkeit:

e 1-2-3 kann interpretiert werden als
— “-(-(1,2),3)”: dann ist “-” linksassoziativ
— “-(1,-(2,3))”: dann ist “-” rechtsassoziativ
e 12/6+1

— +(/(12,6),1): “/” bindet starker als “+”

— /(12,+(6,1)): “+” bindet stérker als “/”
Der Prolog-Programmierer kann selbst Operatoren definieren. Dazu muss er Assoziativi-
tat und Bindungsstéirke angeben. Dabei verwendet man die Direktive “:- op(...)” (ge-
naueres kann man im Prolog-Handbuch nachlesen). Die iiblichen mathematischen Ope-

ratoren wie z.B. + - * sind bereits vordefiniert. Natiirlich ist es auch immer moglich,
Klammern zu setzen: 12/ (6+1).

Variablen

Variablen in Prolog werden durch eine Folge von Buchstaben, Ziffern und _, beginnend
mit einem Grofbuchstaben oder _ beschrieben:

e datum(1,4,Jahr) entspricht allen ersten Apriltagen
e [al|L] entspricht der Liste mit a als erstem Element
e [A,B|L] entspricht allen mindestens zwei-elementigen Listen

Variablen koénnen in einer Anfrage oder Klausel auch mehrfach auftreten: So entspricht
[E,EIL] allen Listen mit mindestens zwei Elementen, wobei die ersten beiden Elemente
identisch sind.

Auch Prolog bietet anonyme Variablen: _ représentiert ein Objekt, dessen Wert nicht
interessiert. Hier steht jedes Vorkommen von _ fiir einen anderen Wert. Als Beispiel
greifen wir auf unser Verwandschaftsbeispiel zurtick:

istEhemann(Person) :- ehemann(_, Person).

Die Anfrage 7- mutter(_,M). fragt das Prolog-System nach allen Miittern.

Jede Konstante, Variable oder Struktur in Prolog ist ein Term. Ein Grundterm ist ein
Term ohne Variablen.
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Rechnen mit Listenstrukturen

Wir betrachten nun ein Beispiel zum Rechnen mit Listenstrukturen. Unser Ziel ist es,
ein Pradikat member (E,L) zu definieren, das wahr ist, falls E in der Liste L vorkommt.
Wir miissen unser Wissen iiber die Eigenschaften von member als Fakten und Regeln
ausdriicken. Eine intuitive Losung wiére, hierfiir viele Regeln anzugeben:

e Falls E erstes Element von L ist, dann ist member (E,L) wahr.

e Falls E zweites Element von L ist, dann ist member (E,L) wahr.

e Falls E drittes Element von L ist, dann ist member (E,L) wahr.

Da dies zu unendlich vielen Regeln fiihren wiirde, kobnnen wir uns auch folgendes tiberle-
gen:
member (E,L) ist wahr, falls E das erste Element von L ist oder im Rest von L
vorkommt.

In Prolog kénnen wird dies einfach wie folgt ausdriicken:

member (E, [E]|_]).
member(E, [_|R]) :- member(E,R).

Nun koénnen wir Anfragen an das Prolog-System stellen:

?7- member(X,[1,2,3]).
X=1 ;

X=2 ;

X=3 ;

no

Gleichheit von Termen

Wir betrachten einmal Gleichheit von Termen etwas genauer. Vergleichsoperatoren in
Sprachen wie Java oder Haskell, z.B. ==, beziehen sich immer auf die Gleichheit nach
dem Ausrechnen der Ausdriicke auf beiden Seiten. In Prolog bezeichnet = hingegen die
strukturelle Termgleichheit: Es wird nichts ausgerechnet!

?7- 5 = 2+3.
no

7- datum(1,4,Jahr) = datum(Tag,4,2009).

Jahr = 2009
Tag = 1
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2.3 Elementare Programmiertechniken

In diesem Kapitel zeigen wir einige grundlegende logische Programmiertechniken.

2.3.1 Aufzidhlung des Suchraumes

Beim Farben einer Landkarte mit beispielsweise vier Léndern hat man die vier Farben

rot, gelb, griin und blau zur Verfiigung und sucht eine Zuordnung, bei der aneinander-

grenzende Lander verschiedene Farben haben. Die vier Lander seien wie folgt angeordnet:
e L1 grenzt an L2 und L3.

L2 grenzt an L1, L3 und L4.

L3 grenzt an L1, L2 und L4.

L4 grenzt an L2 und L3.

Graphisch:

L2
L1 3 L4

Was wissen wir iiber das Problem?

1. Es stehen vier Farben zur Verfiigung:

farbe(rot) .
farbe (gelb) .
farbe(gruen) .
farbe(blau) .

2. Jedes Land hat eine dieser Farben:
faerbung(L1,L2,L3,L4) :- farbe(L1l),farbe(L2),farbe(L3),farbe(L4).
3. Wann sind zwei Farben verschieden?

verschieden(rot,gelb).
verschieden(rot,gruen) .
verschieden(rot,blau).

verschieden(gruen,blau) .

W

. Korrekte Losung: Aneinandergrenzende Lander haben verschiedene Farben:

korrekteFaerbung(L1,L2,L3,L4) :-
verschieden(L1,L2),
verschieden(L1,L3),
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verschieden(L2,L3),
verschieden(L2,14),
verschieden(L3,L4).

5. Gesamtlosung des Problems:

7- faerbung(L1,L2,L3,L4), korrekteFaerbung(L1,L2,L3,L4).

L1 = rot
L2 = gelb
L3 = gruen
L4 = rot

@,

(weitere Losungen durch Eingabe von “;”)

Wir wollen das obige Beispiel einmal analysieren. Dieses Beispiel ist typisch fiir die Situa-
tion, dass man nicht weifs, wie man eine Losung auf systematischem Weg erhélt. Um in
diesem Fall mit Hilfe der Logikprogrammierung zu einer Losung zu kommen, benétigen
wir die folgenden Dinge:

e Angabe der potentiellen Losungen (faerbung): Wir beschreiben die Struktur mog-
licher Losungen.
e Charakterisierung der korrekten Losungen

o Gesamtschema:

loesung(L) :- moeglichelLoesung(L), korrekteLoesung(L).

Dieses Schema wird generate-and-test genannt.

Die Komplexitét hangt im Wesentlichen von der Menge der moglichen Losungen ab (auch
Suchraum genannt). In diesem Beispiel gibt es 4* = 256 mdogliche Losungen. Dies ist in
diesem Fall akzeptabel, aber manchmal kann dies auch wesentlich schlimmer sein.

Sortieren von Zahlen

Um einzusehen, dass die Komplexitdt auch sehr grofs werden kann, betrachten wir als
néachstes Beispiel das Sortieren von Zahlen, sortiere(UL,SL). Hierbei sei UL eine Liste
von Zahlen und SL eine sortierte Variante von UL.

1. Wann ist eine Liste sortiert? D.h. was sind korrekte Losungen?
Wenn jedes Element kleiner oder gleich dem nachfolgenden ist.
Ausgedriickt in Prolog-Standardoperationen auf Listen (hier ist das Pradikat x
=< y erfiillt, wenn die Werte von x und y Zahlen sind, die in der kleiner-gleich
Beziehung stehen):

sortiert([]).
sortiert([_]).
sortiert([E1,E2|L]) :- E1l =< E2, sortiert([E2|L]).
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2. Was sind mogliche Lésungen?
Die sortierte Liste SL ist eine Permutation von UL. Eine Permutation enthilt die
gleichen Elemente aber eventuell in einer anderen Reihenfolge. Wir definieren Per-
mutation durch Streichen von Elementen:

perm([1,[1).
perm(L1, [E|R2]) :- streiche(E,L1,R1), perm(R1,R2).

Definition von streiche dariiber, ob das zu streichende Element im Kopf der Liste
vorhanden ist oder nicht:

streiche(E, [EIR],R).
streiche(E, [A|R], [A|RohneE]) :- streiche(E,R,RohneE).

3. Nach dem Schema erhalten wir folgende Gesamtlésung;:

sortiere(UL,SL) :-
perm(UL,SL), [/ moegliche Loesung
sortiert(SL). / korrekte Loesung

4. Diese logische Spezifikation ist ausfithrbar:

?- sortiere([3,1,4,2,5],SL).
SL = [1,2,3,4,5]

Die Komplexitédt dieses Beispiels liegt fiir eine n-elementige Liste in der Grofenordnung
O(n!), denn eine n-elementige Liste hat n! mogliche Permutationen. Dies bedeutet, dass
fiir eine Liste mit zehn Elementen es bereits 3.628.800 mogliche Losungen gibt. Daher
ist diese Losung fiir die Praxis unbrauchbar.

In solchen Féllen hilft nur eine genauere Problemanalyse (Entwicklung von besseren
Verfahren, z.B. Sortieralgorithmen) weiter.

2.3.2 Musterorientierte Wissensreprasentation

Ein typisches Beispiel fiir musterorientiere Wissensreprisentation ist die Listenverarbei-
tung. Haufig reicht hier eine einfache Fallunterscheidung, im Fall von Listen unterscheiden
wir die Falle der leeren und nicht-leere Liste. Daraus resultiert ein kleiner, moglicherweise
sogar ein-elementiger Suchraum.

Als Beispiel betrachten wir das Préadikat append (L1,L2,L3), das zwei Listen L1 und L2
zu einer Liste L3 konkatenieren soll. Genauer soll gelten:

append(L1,L2,L3) <—
le[al,...,am] VAN L2:[b1,.‘.,bn] VAN L3:[a1,...,am,bl,...,bn]

Wir kénnen dies durch Fallunterscheidung iiber die Struktur der ersten Liste L1 definie-
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ren:
1. Wenn L1 leer ist, dann ist L3 gleich L2.

2. Wenn L1 nicht leer ist, dann ist das erste Element von L3 gleich dem ersten Element
von L1 und die Restliste von L3 ist die Konkatenation der Elemente der Restliste
von L1 und L2.

In Prolog kénnen wir dies so ausdriicken:

append([],L,L).
append([EIR],L, [EIRL]) :- append(R,L,RL).

Dieses Pradikat ist musterorientiert definiert: Die erste Klausel ist nur fiir leere Listen
L1 anwendbar, die zweite nur fiir nicht-leere Listen. Bei gegebener Liste L1 passt also nur
eine Klausel.

Berechnungsbeispiel:

?7- append([a,b], [c], [a,b,cl).
F (2. Klausel)

?7- append([bl, [c], [b,cl).
F (2. Klausel)

?- append([], [c], [c]).
F (1. Klausel)

- .

Anmerkungen:
e Der Suchraum ist ein-elementig.
e Die Berechnung ist vollkommen deterministisch.

e Die Vearbeitungsdauer ist linear abhéngig von der Eingabe.

2.3.3 Verwendung von Relationen

Héaufig sind die zu l6senden Probleme funktionaler Natur: n Eingabewerten soll ein Aus-
gabewert zugeordnet werden. Mathematische Schreibweise:

f:Myx---xM, — M
(X1,...,xp) — Yy

Die Implementierung von Funktionen ist in Prolog in Form von Relationen moglich:
die Relation f(X1, Xo,...,X,,Y) ist genau dann erfiillt, wenn Y der Ergebniswert bei
Eingabe von Xq,...,X,, von f ist.

Die Definition dieser Relation erfolgt allerdings durch Klauseln, nicht durch einen funk-
tionalen Ausdruck! Dies hat wichtige Konsequenzen, denn in Prolog kann man diese
Relation auf verschiedene Arten verwenden.
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Benutzung als Funktion: z; sind feste Werte, und fiir das Ergebnis Y setzen wir eine
Variable ein:

?- f(x1,...,20,Y).
Y=y

Genauso gut kann man die Definition aber auch als Umkehrfunktion bzw. -relation ver-
wenden, in dem wir den ,Ergebniswert“ vorgeben, d.h. nun ist y ein fester Wert und X;
sind Variablen:

7 £(X1,...,Xn,1) .
X1 =1

Xn = Tpn

Konsequenz: Programmiert man eine Funktion in Prolog, so hat man auch die Umkehr-
funktion bzw. -relation zur Verfiigung.

Die Anwendung des obigen append als Funktion sieht so aus:

?7- append([1,2],[3,4]1,L).
L = [1,25354]

Und als Umkehrfunktion ldsst sich append wie folgt verwenden:

7- append(X, [3,4],[1,2,3,4]).

X = [1,2]
7- append([al, Y, [a,b,c]).
y = [b,c]

Wir koénnen es sogar als Umkehrrelation benutzen, um z.B. eine Liste zu zerlegen:

?- append(X,Y, [1,2]).

X =[]

Y = [1,2] ;
X = [1]

Y = [2] ;
X = [1,2]
Y=1[0;
no

Diese Flexibilitat ldsst sich ausnutzen, um neue Funktionen und Relationen zu definieren:

Anhdngen eines Elementes an eine Liste:

anhang(L, E, LundE) :- append(L, [E], LundE).

Letztes Element einer Liste:
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letztes(L,E) :- append(_,[E]l,L). [ letztes Element einer Liste

Ist ein Element in einer Liste enthalten?

member (E,L) :- append(L1,[E|L2],L). J/ Element einer Liste

Streichen eines Elementes aus einer Liste:

streiche(L1,E,L2) :-
append (Xs, [E|Ys], L1),
append(Xs, Ys, L2).

Ist eine Liste Teil einer anderen?

teilliste(T,L) :-
append(T1,TL2,L),
append(T,L2,TL2).

Wir merken uns also fiir die Logikprogrammierung;:

e Denke in Relationen (Beziehungen) statt in Funktionen!
e Alle Parameter sind gleichberechtigt (keine Ein-/Ausgabeparameter)!

e Nutze vorhandene Pridikate! Achte bei neuen Pradikaten auf Allgemeinheit bzw.
andere Anwendungen.

2.4 Programmieren mit Constraints

Die urspriingliche Motivation fiir die Einfiihrung der Constraint-Programmierung war
die unvollstdndige Arithmetik, die in Prolog vorhanden ist. Aus diesem Grund schauen
wir uns zunédchst diese an.

2.4.1 Arithmetik in Prolog

Da Prolog eine universelle Programmiersprache ist, kann man natiirlich auch in Prolog
mit arithmetischen Ausdriicken rechnen. Ein arithmetischer Ausdruck Arithmetik (Pro-
log) ist eine Struktur mit Zahlen und Funktoren wie beispielsweise + - * / oder mod.
Vordefiniert ist zum Beispiel das Pradikat is(X,Y), wobei is auch Infixoperator ist. “X
is Y” ist giiltig oder beweisbar, falls

1. Y ein (zum Zeitpunkt des Beweises) variablenfreier arithmetischer Ausdruck ist,
und

2. X=Z gilt, wenn Z der ausgerechnete Wert von Y ist.

Beispiele:

?7- 16 is 5*3+1.
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yes
7- X is b*3+1.

X =16
?7- 2+1 is 2+1.
no

Arithmetische Vergleichspridikate:

Bei arithmetischen Vergleichen in Prolog werden beide Argumente vor dem Vergleich mit

is ausgewertet:

Pradikat | Bedeutung

X =:=Y | Wertgleichheit

X =\= Y | Wertungleichheit

X<y kleiner

X>Y grofser

X >=Y | grofer oder gleich
X =< Y | kleiner oder gleich

Eine Definition der Fakultdtsfunktion in Prolog sieht also wie folgt aus:

fak(0,1).
fak(N,F) :- N > 0,
N1 is N-1,

fak(N1, F1), / Reihenfolge wichtig!

F is F1 * N.

Bei der Verwendung der Arithmetik in Prolog ist allerdings zu beachten, dass das is-
Pradikat partiell ist: Ist bei “X is Y” das Y kein variablenfreier arithmetischer Ausdruck,
dann wird die Berechnung mit einer Fehlermeldung abgebrochen. Daher ist die Reihen-
folge bei der Verwendung von is wichtig:

7- X=2, Y is 3+X. [/ links-rechts-Auswertung

Y=5
X =2
?7-Yis 3+ X, X =2.

ERROR: is/2: Arguments are not sufficiently instantiated

Die Arithmetik in Prolog ist also logisch unvollstandig:

?7- 5 is 3+2.
yes

7- X is 3+2.
X=5

?7- 5 is 3+X.

ERROR: is/2: Arguments are not sufficiently instantiated
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Eine globale Konsequenz der Benutzung dieser Arithmetik ist, dass Prolog-Programme
mit Arithmetik h&ufig nur noch in bestimmten Modi ausfiilhrbar sind. Eine mogliche
Losung fiir dieses Problem ist die nachfolgend diskutierte Constraint-Programmierung
(Constraint Logic Programming, CLP).

2.4.2 Constraint-Programmierung mit Zahlen

Als Verbesserung des obigen Problems der einfachen Prolog-Arithmetik kann man spe-
zielle Verfahren zur Losung arithmetischer (Un-)Gleichungen in das Prolog-System inte-
grieren: das Gaufssche Eliminationsverfahren fiir Gleichungen und das Simplexverfahren
fiir Ungleichungen.

Arithmetische Contraints sind Gleichungen und Ungleichungen zwischen arithmetischen
Ausdriicken. Die Erweiterung von Logiksprachen um arithmetische (und auch andere
Arten von) Constraints wird Constraint Logic Programming (CLP) genannt. Dieses ist
zwar kein Standard in Prolog, aber in vielen Systemen realisiert. In SICStus-Prolog oder
SWI-Prolog (Version 5.6.x) wird es einfach als Bibliothek dazugeladen:

:- use_module(library(clpr)).

Alle arithmetischen Constraints werden in geschweifte Klammern eingeschlossen:

?- {8 =Y + 3.5}.
Y =4.5

7- {Y =<3, 2+X>0,Y-5-=X}.
X =-2.0,
Y =3.0

Beispiel: Schaltkreisanalyse

Das Ziel ist die Analyse von Spannung und Strom in elektrischen Schaltkreisen. Als erstes
miissen wir Schaltkreise als Prolog-Objekte darstellen:

e wider (R): Widerstand vom Wert R

e reihe(S1,82): Reihenschaltung der Schaltkreise S1 und S2

e parallel(S1,S2): Parallelschaltung der Schaltkreise S1 und S2
Die Analyse implementieren wir als Relation sk(S,V,I): Diese steht fiir einen Schalt-
kreis 8 mit Spannung V und Stromdurchfluss I. Die Definition dieses Pradikats erfolgt
durch jeweils eine Klausel fiir jede Art des Schaltkreises, d.h. bei Widerstéanden Anwen-

dung des Ohmschen Gesetzes und bei Parallel- und Reihenschaltung Anwendung der
Kirchhoffschen Gesetze:

:- use_module(library(clpr)).
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/| OHMsches Gesetz
sk(wider(R),V,I) :- {V =1 * R}.

/4 KIRCHHOFFsche Gesetze
sk(reihe(S81,82),V,I) :-
{I =11, I =12, V=V1+V2},
sk(81,V1,I1),
sk(82,V2,12).

sk(parallel(S81,S82),V,I) :-
{I=1I1+1I2, V=V, V=V2},
sk(S1,V1,I1),
sk(S2,V2,I12).

Nun kénnen wir die Stromstérke bei einer Reihenschaltung von Widerstédnden berechnen:

?- sk(reihe(wider(180) ,wider (470)), 5, I).
I = 0.00769

Das System kann uns auch die Relation zwischen Widerstand und Spannung in einer
Schaltung ausgeben:

?- sk(reihe(wider(R) ,reihe(wider(R) ,wider(R))), V, 5).
{V=15.0 xR }

Beispiel: Hypothekenberechnung

Fiir die Beschreibung aller nétigen Zusammenhinge beim Rechnen mit Hypotheken ver-
wenden wir folgende Parameter:

e P: Kapital

e T: Laufzeit in Monaten

e IR: monatlicher Zinssatz

e B: Restbetrag

e MP: monatliche Riickzahlung

Die Zusammenhénge lassen sich nun wie folgt in CLP ausdriicken:

mortgage(P,T,IR,B,MP) :- [ Laufzeit mazimal ein Monat
{T >0, T=<1,B=P* (1 +T* IR) - T x MP}.
mortgage(P,I,IR,B,MP) :- [/ Laufzeit mehr als ein Monat
{T > 1},
mortgage(P * (1 + IR) - MP, T - 1, IR, B, MP).
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Jetzt kann das Prolog-System fiir uns die monatliche Riickzahlung einer Hypothek bei
einer gegebenen Laufzeit ausrechnen:

7- mortgage (100000, 180, 0.01, O, MP).
MP = 1200.17

Oder wir fragen das System, wie lange wir eine Hypothek zuriickzahlen miissen, wenn
wir die monatliche Riickzahlung festhalten:

7- mortgage (100000, T, 0.01, 0, 1400).
T = 125.901

Es kann uns sogar die Relation zwischen dem aufgenommenen Kapital, der monatlichen
Riickzahlung und dem Restbetrag ausgeben:

7- mortgage(P, 180, 0.01, B, MP).
{P=0.166783 * B + 83.3217 * MP }

CLP ist also eine Erweiterung der Logikprogrammierung. Es ersetzt Terme durch Contraint-
Strukturen, Datentypen mit festgelegter Bedeutung, und enthélt Losungsalgorithmen fiir
diese Constraints.

Ein konkretes Beispiel ist CLP(R) fiir die reellen Zahlen:

e Struktur: Terme, reelle Zahlen und arithmetische Funktionen
e Contraints: Gleichungen und Ungleichungen mit arithmetischen Ausdriicken

e Losungsalgorithmen: Termunifikation, Gaufs’sche Elimination und Simplexverfah-
ren

Weitere Constraint-Strukturen existieren fiir:

e Boolesche Ausdriicke (A and (B or C)):relevant fiir Hardwareentwurf und -verifikation

unendliche zyklische Baume

Listen

endliche Bereiche, welche zahlreiche Anwendungen Operations Research finden: fiir
Planungsaufgaben wie zum Beispiel die Maschinenplanung fiir die Fertigung, die
Containerbeladung, die Flughafenabfertigung, und andere

Da die Constraint-Struktur der endlichen endliche Bereiche (finite domains) fiir die Praxis
die wichtigsten Anwendungen hat, betrachten wir die Sprache CLP(FD) nun genauer.

2.4.3 Constraint-Programmierung iiber endlichen Bereichen

CLP(FD) ist eine Erweiterung der Logikprogrammierung mit Constraints iiber endlichen
Bereichen (finite domains):

e Struktur: endliche Mengen /Bereiche, dargestellt durch eine endliche Menge ganzer
Zahlen
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Elementare Contraints: Gleichungen, Ungleichungen, Elementbezichungen
Constraints: logische Verkniipfungen zwischen Constraints

Losungsalgorithmen: OR-Methoden zur Konsistenzpriifung (Knoten-, Kantenkon-
sistenz), d.h. es ist nicht sichergestellt, dass die Constraints immer erfiillbar sind, da
ein solcher Test sehr aufwéandig (NP-vollstindig) wére. Aus diesem Grund erfolgt
die konkrete Uberpriifung einzelner Losungen durch Aufzihlen (Prinzip: “constrain-
and-generate”)

Anwendungen: Losen schwieriger kombinatorischer Probleme, z.B. Stundenplaner-
stellung, Personalplanung, Fertigungsplanung etc.

Industrielle Anwendungen im Bereich Planungs-/Optimierungsprobleme:

Personalplanung (z.B. Lufthansa)
Flottenplanung (z.B. SNCF, EDF)
Produktionsplanung (z.B. Renault)

Container-Verladung (z.B. Hongkong)
Netzwerke (z.B. Gebdudeverkabelung)

— Krisenmanagementsysteme (Albertville’92)

— Planungen in groktechnischen Anlagen (Chemie, Ol, Energie)

Der Constraint-Loser fiir FD-Probleme nimmt nur Konsistenzpriifungen vor: Bei der
Gleichung X = Y wird zum Beispiel gepriift, ob die Wertebereiche von X und Y nicht
disjunkt sind. Aus diesem Grund sieht die allgemeine Vorgehensweise bei der CLP(FD)-
Programmierung wie folgt aus:

1.
2.
3.

Definiere den Wertebereich der FD-Variablen.
Beschreibe die Constraints, die diese Variablen erfiillen miissen.

Zahle die Werte im Wertebereich auf, d.h. belege FD-Variablen mit ihren konkreten
Werten.

Der dritte Schritt ist hierbei wegen der Unvollstdndigkeit des Losers notwendig. Trotz
dieser Unvollstdndigkeit erhalten wir eine gute Einschrinkung des Wertebereichs: So
werden die Constraints

Xin 1..4, Y in 3..6, X =Y

zusammengefasst zu “X in 3..4, Y in 3..4”, und die Constraints

Xin1..4, Y in 3..6, Z in 4..10, X =Y, Y = Z

ergeben “X = 4, Y =4, Z = 4"

Aus diesem Grund werden in Schritt 3 in der Regel nur noch wenige Losungen wirklich
ausgetestet (im Gegensatz zum naiven “generate-and-test”).

Die FD-Constraints in Prolog. ..

e sind kein Standard, aber hiufig als Bibliotheken vorhanden
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e haben bei verschiedenen Systemen einen unterschiedlichen Umfang (~ in entspre-
chende Handbiicher schauen)

e konnen in SICStus-Prolog oder SWI-Prolog hinzugeladen werden durch

:- use_module(library(clpfd)).

e enthalten viele elementare Constraints, die mit einem # beginnen:

— X #= Y fiir Gleichheit

— X #\= Y flir Ungleichheit

— X #> Y fiir grofer als

X #C Y, X #>= ¥, X #=< V...

e und noch viel mehr (einige werden weiter unten im Beispiel erlautert)

Beispiel: Krypto-arithmetisches Puzzle

Gesucht ist eine Zuordnung von Buchstaben zu Ziffern, so dass verschiedene Buchstaben
verschiedenen Ziffern entsprechen und die folgende Rechnung stimmt:

SEND
+ MORE

Mit SICStus-Prolog und CLP(FD) finden wir mit folgendem Programm eine Losung:

:- use_module(library(clpfd)) .

puzzle(L) :-
L = [S,E,N,D,M,0,R,Y],
domain(L,0,9), 4 Wertebereich festlegen
S #> 0, M #> 0, [ Constraints festlegen
all_different(L),
1000 * S + 100 * E + 10 * N + D

+ 1000 * M + 100 * 0 + 10 * R + E
#= 10000 * M + 1000 * 0 + 100 * N + 10 * E + Y,
labeling([], L]. % Aufzdhlung der Variablenwerte (Instantiierung)

Eine Losung konnen wir dann so berechnen:

?- puzzle([S,E,N,D,M,0,R,Y]).
S=9,E=5,N=6,D=7,M=1, 0=0, R=8, Y =2

Da es noch keinen Standard fiir CLP-Sprachen gibt, benutzen unterschiedliche Syste-
me verschiedene Namen fiir die Basisconstraints. Daher geben wir im folgenden einige
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Hinweise zur CLP(FD)-Programmierung in SICStus-Prolog und SWI-Prolog:

e Vor der Benutzung miissen die entsprechenden Bibliotheken geladen werden (s.o.).

e Zur Festlegung bzw. Einschrankung der Wertebereiche von Variablen gibt es zwei
Constraints:

— domain(Vs, Min, MaX)E] Der Wertebereich aller Variablen in der Variablen-
liste Vs muss zwischen Min und Max (einschliefslich) liegen.

— X in Min. .Max: Der Wertebereich der Variablen X muss zwischen Min und Max
(einschlieklich) liegen. Statt “Min. .Max” sind auch eine Reihe anderer Interval-
lausdriicke erlaubt, wie z.B. Wertebereiche anderer Variablen, Durchschnitt,
Vereinigung etc. (vgl. SICStus-Prolog-Manual).

e Neben elementaren Constraints (z.B. Gleichheit, s.0.) gibt es eine Reihe komple-
xer kombinatorischer Constraints , wie z.B. all_different(Vs): die Werte
aller Variablen in der Variablenliste Vs miissen paarweise verschieden sein. Z.B. ist
all_different([X,Y,Z]) dquivalent zu

X#\=Y, Y #\=Z, X #\= Z

allerdings wird all_different([X,Y,Z]) anders abgearbeitet als die einzelnen
Constraints, so dass der Constraint-Solver den Suchbereich mit all_different
starker einschréanken kann.

e Es gibt eine Reihe vordefinierter Priadikate zum Aufzéhlen der Werte von FD-
Variablen:

labeling([], Vs)

belegt nacheinander die Variablen in der Variablenliste Vs mit ihren Werten. Das
erste Argument erlaubt dabei, zusétzliche Steuerungsoptionen anzugeben, womit
man die Reihenfolge der Aufzéhlung beeinflussen kann (vgl. SICStus-Prolog-Manual).

?- X in 3..4, Y in 4..5, labeling([], [X,Y]).

b4 e bd < Bd e B
I
OO W W

=]
(o]

Das Aufzihlen ist notwendig wegen der Unvollstiandigkeit des Constraint-Losers.
7.B. liefert

'In SWI-Prolog muss man hierfiir “Vs ins Min..Max” schreiben.

62



?7- X in 4..5, Y in 4..5, Z in 4..5, X #\= Y, Y #\= Z, X #\= Z.

X in 4..5,
Y in 4..5,
Z in 4..5

Auf Grund der paarweisen Constraints kann der Constraint-Loser keine weiteren
Einschrankungen der Wertebereiche vornehmen. Beim konkreten Testen einzelner
Werte wird dann aber festgestellt, dass es insgesamt keine Losung gibt:

?7-Xin 4..5, Y in 4..5, Z in 4..5, X #\=Y, Y #\= Z, X #\= Z,
labeling([], [X,Y,Z]).
no

Beispiel: 8-Damen-Problem

Das Ziel ist die Platzierung von acht Damen auf einem Schachbrett, so dass keine eine
andere nach den Schachregeln schlagen kann. Klar ist: In jeder Spalte muss eine Dame
sein; die wichtige Frage ist also: In welcher Zeile steht die k-te Dame?

Wie modellieren das Problem wie folgt: Jede Dame entspricht einer FD-Variablen mit
einem Wert im Intervall [1..8], der Zeilennummer.

Wir formulieren folgende Constraints:

e Die Damen befinden sich in paarweise verschiedenen Zeilen, da sie sich sonst schla-
gen koénnen.

e Die Damen diirfen sich auch in den Diagonalen nicht schlagen kénnen.

Wir verallgemeinern das Problem auf ein n x n-Schachbrett:

queens(N,L) :-
length(L,N), 4 L ist Liste der Laenge N,
A d.h. L enthaelt N verschiedene Variablen
domain(L, 1, N), [ Wertebereich jeder Dame: [1..N]
all_safe(L), / alle Damen sind sicher
labeling([], L).

all_safe([]).
all_safe([QIQs]) :- safe(Q,Qs,1), all_safe(Qs).

safe(_, [1, _).

safe(Q, [Q11Qs], P) :-
no_attack(Q,Q1,P),
Pl #= P + 1,
safe(Q,Qs,P1).
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% Damen koennen waagerecht und diagonal schlagen
no_attack(Q, Q1, P) :-

Q #\= Q1,
Q #\= Q1 + P, [/ P ist der Spaltenabstand
Q #\= Q1 - P.

Nun liefert uns das Prolog-System fiir ein 4 x 4-Schachbrett zum Beispiel zwei Losungen:

?- queens(4,L).
L = [2,4,1,3] ;
L = [3,15452]

Eine mégliche Losung fiir ein 8 x 8-Schachbrett lautet:

7- queens(8,L).
L = [1,5,8,6,3,7,2,4]

Obwohl es prinzipell 8 = 16.777.216 potentielle Plazierungen fiir 8 Damen gibt, wird
die letzte Losung auf Grund der Einschrinkungen der Bereiche durch die Propagati-
on von Constraints in wenigen Millisekunden berechnet. Dies zeigt die Machtigkeit der
Constraint-Programmierung fiir komplexe kombinatorische Probleme.

Auch grofere Werte fiir n kénnen mittels FD-Constraints beliebig berechnet werden. Z.B.
liefert

?7- queens(16,L).
L = [1,3,5,2,13,9,14,12,15,6,16,7,4,11,8,10]

in wenigen Millisekunden. Bei gréferen n macht sich dann schon die Rechenzeit bemerk-
bar. Z.B. dauert die Berechnung

7- queens(24,L).
L = [1,3,5,2,4,9,11,14,18,22,19,23,20,24,10,21,6,8,12,16,13,7,17,15]

schon einige Sekunden. Dies kann aber durch eine einfache Verbesserung beschleunigt
werden. Das Aufzidhlungspradikat

labeling([],Vs)

ldasst im ersten Argument verschiedene Optionen zu, um die Reihenfolge der Aufzéhlung
der Variablen zu beeinflussen. Ohne Angabe werden alle Variablen einfach nacheinander
mit Werten aus ihrem Wertebereich belegt. Die Option “££” (“first fail”) belegt hingegen
zuerst die Variablen mit dem kleinsten noch moglichen Wertebereich. Hierdurch werden
i.allg. weniger Werte aufgezéhlt. Wenn wir also die Definition von “queens” abédndern zu

queens (N,L) :-
length(L,N),
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domain(L,1,N),
all_safe(L),
labeling([ff],L). Z first fail labeling

dann dauert die Berechnung einer Losung fiir n = 24 auch nur noch Millisekunden,
und selbst fiir n = 100 erhélt man eine Losung in weniger als einer Sekunde, obwohl es
prinzipiell 100'%° = 1020 potentielle Platzierungen fiir 100 Damen gibt! Zum Vergleich:
das Universum ist ca. 4,3 % 102° Millisekunden alt.

Weitere FD-Constraints

Weil FD-Constraints fiir viele Probleme verwendet werden kénnen, bieten konkrete Im-

plementierungen zahlreiche weitere spezielle FD-Constraints an, wie z.B. (in SICStus-

Prolog)

sum(Xs,Relation,Value) Dieses Constraint ist erfiillt, wenn die Summe der Variablen
in der Liste Xs mit dem Wert Value in der FD-Relation Relation steht, z.B. ist

sum([X,Y,Z],#=,4)

fiir die Belegung X=1, Y=2, Z=1 erfillt.

serialized(Starts,Durations) Dieses Constraint ist erfiillt, wenn Starts eine Varia-
blenliste mit Startzeitpunkten, Durations eine Variablenliste mit Zeitdauern ist,
so dass die entsprechenden ,,Auftriage sich nicht iiberlappen. Damit kann man z.B.
Schedulingprobleme elegant ausdriicken.

Constraint-Programmierung in anderen Sprachen

Auf Grund der Moglichkeiten, mit Constraints Planungs- und Optimierungsprobleme auf
einem hohen Niveau auszudriicken, gibt es auch Ansétze, Constraint-Programmierung
auferhalb der Logikprogrammierung zu verwenden, obwohl die Logikprogrammierung
die natiirlichste Verbindung bildet. Zu diesen Ansétzen gehoren z.B.
e spezielle Sprachen (z.B. OPL, Optimization Programming Language, von Pascal
Van Hentenryck)
e Bibliotheken zur Nutzung von Constraint-Losern aus konventionellen Sprachen wie
C++ oder Java

2.5 Rechnen in der Logikprogramierung

Rechnen in Prolog entspricht im Wesentlichen dem Beweisen von Aussagen. Aber wie
beweist Prolog Aussagen? Um das zu verstehen, betrachten wir zunéchst ein einfaches
Resolutionsprinzip.

Wir kennen die folgenden Elemente der Logikprogrammierung:

65



e Fakten sind beweisbare Aussagen. Eine Aussage ist die Anwendung eines Pradikates
auf Objekte, was manchmal auch als Literal bezeichnet wird.

e Regeln sind logische Schlussfolgerungen und haben die folgende Semantik: Wenn L
:- Ly,...,L,. eine Regel ist, und die Literale L1, ..., L, beweisbar sind, dann ist
auch L beweisbar. Diese Regel wird als modus ponens oder auch Abtrennungsregel
bezeichnet.

e AnfragenAnfrage sind zu {iberpriifende Aussagen mit der folgenden Semantik: Wenn
?- L4, ..., L, . eine Anfrage ist, dann wird iiberpriift, ob L, ..., L,, mit den gegebe-
nen Fakten und Regeln beweisbar ist.

Dies fiithrt zu der folgenden Idee: Um die Aussage einer Anfrage zu iiberpriifen, suche
eine dazu passende Regel und kehre den modus ponens um zum:

Einfaches Resolutionsprinzip: Reduziere den Beweis des Literals L auf den Beweis
der Literale Ly, ..., Ly, falls L :- Lq,..., L, eine Regel ist. Hierbei werden Fakten
als Regeln mit leerem Rumpf interpretiert.

Wir betrachten das folgende Beispiel:

ehemann (monika, herbert).
mutter (susanne, monika) .

vater (susanne, herbert) :-
ehemann (monika, herbert),
mutter (susanne, monika) .

Mittels des einfachen Resolutionsprinzips konnen wir folgende Ableitung durchfiihren:

?- vater(susanne, herbert).

F Regel von vater:

?- chemann(monika, herbert), mutter(susanne, monika).
F Faktum fuer ehemann:

?- mutter(susanne, monika).

F Faktum fuer mutter:

7
Kann eine Anfrage in mehreren Schritten mittels des Resolutionsprinzips auf
die leere Anfrage reduziert werden, dann ist die Anfrage beweisbar.
Unifikation

Das Problem ist héufig, dass die Regeln oft nicht ,direkt” passen: So passt zum Beispiel
die Regel

vater (K,V) :- ehemann(M,V), mutter(¥,M).
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nicht zu der Anfrage

?- vater(susanne, herbert).

Aber K und V sind Variablen, wir kénnen also beliebige Objekte einsetzen. Wenn wir also
K durch susanne und V durch herbert ersetzen, konnen wir die Regel und damit das
Resolutionsprinzip anwenden.

Allgemein kénnen wir die Ersetzung von Variablen in einem Term durch den Begriff einer
Substitution prézisieren. Hierbei betrachten wir eine Konstante ¢ auch als Struktur ¢()
ohne Argumente.

Definition 2.1 FEine Substitution st eine Abbildung o : Terme — Terme, die Varia-
blen durch Terme ersetzt, mit folgenden FEigenschaften:

1. Fiir alle Terme f(t1,...,tn) gilt: o(f(t1,...,tn)) = f(o(t1),...,0(tn)). o ist struktur-
erhaltend oder ein Homomorphismus. Diese Eigenschaft gilt analog fiir Literale.

2. Die Menge {X | X ist Variable mit o(X) # X} ist endlich.

Daher ist o eindeutig darstellbar als Paarmenge
{X—0o(X)| X #0(X),X ist Variable}

In unserem Beispiel sieht o also so aus: ¢ = {K — susanne,V — herbert}. Die Anwen-
dung der Substitution sieht dann so aus:

o(vater (K,V)) = vater(o(K),o(V))) = vater (susanne,herbert)

Aber wir miissen auch die Variablen nicht nur in Regeln, sondern auch in Anfragen wie

7- ehemann(monika, M).

ersetzen konnen. Dazu Bedarf es der Unifikation: Terme miissen durch Variablenersetzung
gleich gemacht werden. Fiir die Terme datum(Tag,Monat, 83) und datum(3, M, J) gibt
es mehrere moégliche Substitutionen, die diese gleich machen:

o1 ={Tag — 3, Monat — 4, M + 4, J — 83}
o9 = {Tag — 3, Monat — M, J — 83}
Sowohl oy als auch o9 machen Terme gleich, oy ist aber spezieller.

Definition 2.2 (Unifikator) FEine Substitution o heifst Unifikator fir t; und ta, falls
o(t1) = o(ta). t1 und ta heiffen dann unifizierbar.

o heifit allgemeinster Unifikator (most general unifier (mgu)), falls fir alle Unifikatoren
o’ eine Substitution ¢ existiert mit ¢’ = ¢ o o, wobei die Komposition ¢ o o definiert ist

durch ¢ o o(t) = ¢(o(t)).
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Es ist wichtig, mit mgus zu rechnen: Wir erhalten weniger Beweise, und miissen also
weniger suchen. Es stellt sich also die Frage: Gibt es immer mgus? Und wie kann man
diese berechnen?

Die Antwort hat Robinson im Jahr 1965 [§] gefunden: es gibt immer mgus fiir unifizierbare
Terme. Fiir ihre Berechnung definieren wir den Begriff der Unstimmigkeitsmenge von
Termen:

Definition 2.3 Sind t,t" Terme, dann ist die Unstimmigkeitsmenge (disagreement set)
ds(t,t") definiert durch:
1. Fallst=1":ds(t,t') =10
2. Falls t oder t' Variable und t # t': ds(t,t') = {t,t'}
3. Fallst = f(t1,...,tn) und t' = g(s1, ..., 8m) (n,m >0):
e Fulls f # g oder m # n: ds(t,t') = {t,t'}
e Fulls f = g und m = n und t; = s; fir alle i < k und t, # si: ds(t,t') =
ds(tx, si)

Intuitiv bedeutet diese Definition: ds(t,¢') enthélt die Teilterme von ¢ und ¢ an der
linkesten Position, an denen ¢ und ¢ verschieden sind.

Daraus ergibt sich unmittelbar der folgende Unifikationsalgorithmus.

Unifikationsalgorithmus:

Eingabe: Terme (Literale) tg,t1
Ausgabe: mgu o fir tg, t1, falls diese unifizierbar sind, und ,fail* sonst
1. k :=0; o9 :={}
2. Falls o (tg) = ok(t1), dann ist o mgu
3. Falls ds(ox(to), ok (t1)) = {x,t} mit x Variable und z kommt nicht in ¢ vor, dann:
Op+1 :={x—tloog; k = k + 1; gehe zu 2;
sonst: ,fail*
Wir wollen den Algorithmus einmal an einigen Beispielen nachvollziehen:
1. t9p = ehemann(monika,M), t; = ehemann (F,herbert)
e ds(tp,t1) = {F,monika}
e 01 = {F — monika}
e ds(o1(tp),01(t1)) = {M, herbert}
e 09 = {M+> herbert,F + monika}
e ds(oa(ty),02(t1)) =10
— 09 ist mgu
2. Das néchste Beispiel zeigt, wie die Unifikation auch fehlschlagen kann:
to = equ(f(1),g(X)), t1 = equ(¥,Y)
o ds(t,t1) = {Y,£(1)}
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e o ={Y—£f()}
o ds(oi(to),o1(t1)) = {gX),£(1)}
= nicht unifizierbar
3. Ein letztes Beispiel soll den Sinn der Uberpriifung von Schritt 3 zeigen, ob z nicht
in ¢t vorkommt:
to=X,t1 =fX)
o ds(to, tl) = {X, £ (X)}
= nicht unifizierbar, da X in £ (X) vorkommt!
Die Abfrage in Punkt 3 des Algorithmus’ heifst auch Vorkommenstest (occur check) und
ist relevant fiir dessen Korrektheit. Viele Prolog-Systeme verzichten aber aus Griinden
der Effizienz auf diesen Test, da er selten erfolgreich ist, d.h. es passiert bei den meisten
praktischen Programmen nicht, dass auf Grund des Vorkommenstest eine Unifikation
fehlschlagt. Theoretisch kann dies aber zu einer fehlerhaften Unifikation und zur Erzeu-
gung zyklischer Terme fiihren.

Es gilt folgender Satz:

Satz 2.1 (Unifikationssatz von Robinson [8]) Seien to,t1 Terme. Sind diese unifi-
zierbar, dann gibt der obige Algorithmus einen mgu fiir ty, t1 aus. Sind sie es nicht, dann
gibt er ,fail” aus.

Beweis: Terminierung:

1. Ein Schleifendurchlauf erfolgt nur, falls ds(oy(to), ox(t1)) mindestens eine Variable
enthéalt.

2. In jedem Schleifendurchlauf wird eine Variable eliminiert
(d.h. in og41(ti), ¢ = 0,1, kommt x nicht mehr vor).

3. Da in tp und ¢; nur endlich viele Variablen vorkommen, gibt es aufgrund von 1.
und 2. nur endlich viele Schleifendurchléufe.

= Algorithmus terminiert immer

Korrektheit:

1. Seien tg und t¢; nicht unifizierbar: Falls der Algorithmus in Schritt 2 anhélt, dann
sind tg und ¢; unifizierbar. Da der Algorithmus auf jeden Fall anhélt und ¢y und
t1 nicht unifizierbar sind, muss der Algorithmus in Schritt 3 anhalten, d.h. es wird
Hfail“ ausgegeben.

2. Seien tg und 1 unifizierbar: Sei 6 beliebiger Unifikator fir ¢g und ¢1. Wir zeigen:

Yk > 0 3 Substitution 7, mit § = 7y 0 o und es wird im k. Durchlauf nicht ,fail*
ausgegeben

(auf Grund der Terminierung bedeutet dies dann, dass die Ausgabe tatséchlich ein
mgu ist)

Beweis durch Induktion iiber k:
kE=0: Seiv:=60. Dann ist ypoog =60o{} =0
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k = k+1: Induktionsvoraussetzung: 0 = 7y, o o), d.h. 7 ist Unifikator fir oy (to)
und o (t1).

Entweder: oy (tg) = ok(t1): Dann gibt es keinen k 4 1-ten Schleifendurchlauf.
Oder: oy (ty) # ox(t1): Also ist

0 # ds(ox(to), or(t1)) = {=, t}

und x kommt nicht in ¢ vor (in allen anderen Fallen wére oy (to) und oy (t1)
nicht unifizierbar!). Daraus folgt:

e es wird im (k + 1)-ten Durchlauf nicht ,fail“ ausgegeben

® 0)i1 = {:CHt}OO’k
Sei nun vry1 = v \{z — (x)} (d.h. nehme aus 7; die Ersetzung fiir
heraus). Dann gilt:

Vk+1© Ok+1

=Yg+10{x >t} ooy

={z— Yt1(t)} oykyr1 00k (da x in g1 nicht ersetzt wird)
={x— Y(t)} o Ypr1 0 o (da z in ¢ nicht vorkommt)

=Y, 0 O (vk(x) = v (t) und Definition von yg41)
=40 (Induktionsvoraussetzung)

Damit ist die Induktionsbehauptung und somit auch der Satz bewiesen.
|

Wir schliefsen daraus: Unifizierbare Terme haben immer einen allgemeinsten Unifikator.
Wir betrachten noch kurz die Komplexitit des Unifikationsalgorithmus: Der Al-
gorithmus hat im schlechtesten Fall eine exponentielle Laufzeit beziiglich der Grofe der
Eingabeterme. Dies liegt an exponentiell wachsenden Termen:

Sei tg = p(z1,...,2,) und t1 = p(f(xo, z0), f(x1,21), ..., f(Xn-1,Tn-1))
dann:

o 01 = {x1— f(x0,0)}

o o2 = {x2— f(f(%0,0), f(z0,20))} 001

o, ersetzt xj, durch einen Term mit 2¢ — 1 £-Symbolen. Somit hat der fiir ¢,, notwendige
Vorkommenstest eine exponentielle Laufzeit.

Anmerkungen:

1. Auch ohne Vorkommenstest hat der Algorithmus eine exponentielle Laufzeit, da
die exponentiell wachsenden Terme aufgebaut werden miissen.

2. Ausweg: Keine explizite Darstellung der Terme, sondern z.B. durch Graphen. Da-
durch Laufzeitverbesserungen bis zu linearen Algorithmen (siehe z.B. [3] 5] [6])

3. Exponentielles Wachstum ist in der Praxis dufserst selten
— klassischer Algorithmus ausreichend mit ,Sharing” von Variablen
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Allgemeines Resolutionsprinzip

Das allgemeine Resolutionsprinzip vereinigt Resolution und Unifikation und wird auch
als SLD-Resolution (Linear Resolution with Selection Function for Definite Clauses)
bezeichnet. Hierbei wird durch eine Selektionsfunktion festgelegt, welches Literal aus
einer Anfrage im néchsten Beweisschritt ausgewéhlt wird. Mégliche Selektionsregeln sind
z.B. FIRST (wéhle immer das erste Literal) oder LAST (wéhle immer das letzte Literal).

Definition 2.4 (SLD-Resolution) Gegeben sei eine Selektionsregel und die Anfrage
?2- Ay, L AL AGA 1, LA

wobei die Selektionsregel aus dieser Anfrage das Literal A; auswdhlt. Falls
L :-Li,...,Ly,.

eine Regel (mit neuen Variablen, wobei auch n = 0 erlaubt ist) und o ein allgemeinster
Unifikator fir A; und L ist, dann ist die Anfrage

2- O‘(Al,...,Aifl,Ll,...,Ln,Aifl,...,Am).

in einem SLD-Resolutionsschritt ableitbar aus der Anfrage und der Regel beziiglich der
Selektionsregel. Bezeichnet G die urspriingliche Anfrage und G’ die abgeleitete Anfrage,
dann notieren wir diesen Resolutionsschritt auch in der Form G 5 G'.

Als Beispiel betrachten wir noch einmal die Gleichheit in Prolog. In Prolog-Systemen ist
die Klausel

=(X,X).

L_”

vordefiniert, wobei als Infixoperator deklariert ist.

Konsequenz: Die Anfrage
?- tg = t1.
ist genau dann beweisbar, wenn ¢y und ¢; unifizierbar sind.

Die Forderung, dass eine Regel mit neuen Variablen (man nennt dies dann auch Variante
einer Regel) in einem Resolutionsschritt genommen werden muss, ist gerechtfertigt, weil
die Variablen in einer Regel fiir beliebige Werte stehen und somit beliebig gewéhlt werden
kénnen, ohne dass sich die Bedeutung einer Regel dndert. Zum Beispiel ist die Klausel

=(X,X).
gleichbedeutend mit der Klausel

=(Y,Y).
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Die Wahl einer Regel mit neuen Variablen ist manchmal notwendig, um durch Namens-
konflikte verursachte Fehlschldge zu vermeiden. Wenn z.B. die Klausel

p(X).

gegeben ist (die besagt, dass das Pradikat p fiir jedes Argument beweisbar ist) und wir
versuchen, die Anfrage

7- p(£(X)).

zu beweisen, dann wiirde ohne neue Regelvariablen kein Resolutionsschritt moglich sein,
da die Unifikation von p(X) und p(f (X)) auf Grund des Vorkommenstests fehlschlégt.
Wenn wir allerdings den Resolutionsschritt mit der Regelvariante

p(Y).

durchfiihren, ist dies erfolgreich moglich, weil p(Y) und p(£(X)) unifizierbar sind.

Als weiteres Beispiel fiir das allgemeine Resolutionsprinzip betrachten wir das folgende
Programm:

vater (hans,peter) .
vater (peter,frank) .
grossvater(X,Z) :- vater(X,Y), vater(Y,Z).

Anfrage: 7- grossvater (hans,E).

Beweis nach dem Resolutionsprinzip:

7- grossvater (hans,E).
F {X—~hans, Z—E}:

?- vater(hans,Y), vater(Y,E).
F {Y—peter}:

7- vater(peter,E).

F {E—~frank}:

Antwort: E = frank
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Auswertungstrategie und SLD-Baum

Wir haben bisher nur gezeigt, was einzelne SLD-Schritte sind und wie diese méglicherwei-
se zu einer erfolgreichen Ableitung zusammengesetzt werden konnen. Es gibt allerdings
fiir eine Anfrage eventuell viele unterschiedliche Ableitungen, von denen manche erfolg-
reich und manche nicht erfolgreich sind. Eine genaue Auswertungsstrategie sollte also
festlegen, wie man diese unterschiedlichen Ableitungen konstruiert oder durchsucht.

Um einen Uberblick iiber die unterschiedlichen SLD-Schritte und SLD-Ableitungen fiir

eine Anfrage zu erhalten, fassen wir diese in einer Baumstruktur zusammen, die auch als
SLD-Baum bezeichnet wird.

Definition 2.5 (SLD-Baum) Gegeben sei ein Programm P und eine Anfrage G. Ein
SLD-Baum fiir G ist ein Baum, dessen Knoten mit Anfragen (hierbei ist auch die leere
Anfrage ohne Literale erlaubt) markiert sind und fir den gilt:

1. Die Wurzel ist mit G markiert.

2. Ist S ein Knoten, der mit Gy markiert ist und sind G1,...,G, alle Anfragen, die
aus Go mittels einer Klausel aus P (und der gegebenen Selektionsregel) ableitbar
sind, dann hat S genau die Kinder S1,...,Sy, die jeweils mit G1, ..., Gy, markiert
sind.

3. FEine leere Anfrage ohne Literale hat keinen Kindknoten.

Als Beispiel betrachten wir das folgende Programm (wobei wir die Regeln nummerieren):

1) p&X,2) :- qX,Y), p(Y,2).
(2 p&,x%).
(3)  q(a,b).

Dann sieht ein SLD-Baum fiir dieses Programm und die Anfrage “?- p(S,b).” wie folgt
aus:

7- p(S,b).
/\
1)/ \(2)
/ \
?7- q(8,Y),p(Y,b). 7?- . % Erfolg mit S=b
|
[ (3)
|
7- p(b,b).
/\
1/ \(2)
/ \

7- q(b,0),pU,b). 7- . % Erfolg mit S=a
% Fehlschlag

73



Aus diesem SLD-Baum ist ersichtlich, dass es drei verschiedene SLD-Ableitungen fiir die
urspringliche Anfrage gibt.

Eine Auswertungsstrategie kann damit als Reg